内 容 提要 


本 书 是 教育 部 “高 等 教育 面向 21 世纪 教学 内 容 和 课 竹 体系 改革 计划 "的 研究 成 果 , 是 
面向 21 世纪 课程 教材 。 本 书 以 复旦 大 学 数学 系 近 20 年 中 陆续 多 次 出 版 的 《数学 分 析 》 为 
基础 ,为 适应 数学 教学 面向 21 世纪 进行 改革 的 需 和 面 编写 的 。 结 合 了 多 年 来 教学 实践 的 
经 验 体会 ,从 体系 .内 容 .观点 .方法 和 处 理 上 ,对 教材 作 了 有 益 的 改革 。 

全 书 分 上 ,下 两 册 出 版 ， 

上 册 内 容 包 括 : 集 全 与 映射 ,数列 极限 .函数 极限 与 连续 函数 .微分 .微分 中 值 定理 及 
其 应 用 ,不定 积分 , 定 积分 ,反常 积分 等 八 章 。 

下 册 内 容 包 括 ; 数 项 级 数 、 函 数 项 级 数 Еас д 空间 上 的 拓扑 ,多 元 函数 的 微分 学 . 重 积 
分 ,曲线 积分 与 曲面 积分 . 含 参 变量 积分 Fourier RARAN, 

”本 书 可 以 作为 高 等 院 校 数学 专业 数学 分 析 课 程 的 教科 书 ,也 可 殿 其 他 有 关 专 业 选 用 。 
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摆 在 我 们 面前 的 这 本 书 ,是 复旦 大 学 数学 系 的 几 性 载 师 根据 面向 21 世 
纪 疙 学 内 容 和 课程 体系 改革 的 要 求 ,结合 自 鼻 的 教学 实践 ,在 近年 内 编写 出 来 
的 数学 分 析 教 材 。 

说 数学 分 析 ({ 或 微 积分 ) 是 数学 系 最 重要 的 一 门 基础 课程 ,恐怕 并 非 过 党。 
因为 它 不 仅 是 大 学 数学 系 学 生 进 校 后 首先 面临 的 一 门 重 要 课程 ,而 且 大 学 本 
科 万 至 研究 生 阶 段 的 很 多 后 继 课程 在 本 质 上 都 可 以 看 作 是 它 的 延伸 、 深 化 或 
应 用 ,至 于 它 的 基本 概念 ,思想 和 方法 ,更 可 以 说 是 元 处 不 在 。 正 因为 如 此 ,大 
家 把 关注 的 目光 投射 到 这 门 课程 及 其 载 材 的 改革 上 ,并 从 不 同 的 角度 付 诸 实 
践 ,实在 是 很 自然 的 。 然 而 , 眉 牛 闫 、 菜 布 尼 茨 建立 微 积分 ,并 经 柯 西 、 魏 尔 斯 
特 拉 斯 等 人 为 之 黄 定 了 相当 严格 的 基础 以 来 ,二 三 百年 中 经 过 众多 科学 家 的 
努力 , 微 积 分 的 基本 理论 框架 及 表达 方式 已 历经 了 一 休 千 狂 百 炼 的 过 程 。 大 
荐 军 已 建成 ,格局 已 经 布 就 ,改革 谈 朵 容易 。 尽 管 国内 外 已 经 出 版 的 微 积分 载 
材 为数 颜 多 ,但 严格 说 来 ,真正 能 体现 特色 、 特 合 改 革 精 神 的 却 大 少 。 这 门 课 
竹 的 改革 既 举 足 轻 重 , 又 申 具 难度 ,是 一 个 攻坚 版。 对 这 门 课程 的 改革 设想 和 
TR ,就 像 “每 个 读者 心中 都 有 自己 的 林 妹 妹 " 那 样 ,也 往往 见 苇 见 逢 ,看 来 在 
相当 长 的 一 段 时 间 内 难以 (也 没 必 要) 完全 取得 共识 。 

那么 ,不管 特点 如 何 各 并 ,比较 理想 的 给 积 分 教材 是 否 应 该 具有 某 些 共性 
R? 我 想 利 用 这 全 机 会 , 谈 一 些 粗 浅 的 认识 ,作为 一 家 之 言 , 就 正 于 方案 与 读 
者 。 

首先 ,任何 一 门 学 问 , 就 其 本 质 来 说 ,关键 的 内 容 、 核 心 的 概念 ,往往 就 不 
过 那么 几 条 ;而 发 挥 开 来 ,就 成 了 洋洋 大 观 的 巨著 。 理 解 了 这 些 核心 和 关键 ， 
并 通过 严格 的 训练 将 其 真正 学 到 手 ,就 掌握 了 这 门 课程 的 精 惕 ,就 能 得 心 应 手 
涵 加 以 应 用 和 发 挥 ,也 就 这 到 了 学 习 这 门 课程 的 目的 ,并 为 培养 创新 人 才 打 下 
了 良好 的 基础 。 竹 积分 也 不 例外 。 要 让 学 生 把 主要 的 精力 集中 到 那些 表 基 
本 、 表 主要 的 内 容 上 ,真正 学 深 学 进 ,一 生 受 用 不 足 。 将 简单 的 东西 故弄玄虚 ， 
讲 得 复杂 、 闫 琐 , 使 学 生 英 测 高 深 的 , 决 不 是 一 人 外 水平 高 的 好 教师 ;相反 ,将 复 
杂 的 内 容 , 抓 性 实质 讲 得 明白 易 懂 ,使 学 生 觉得 自然 亲切 ,趣味 副 然 的 , 才 是 一 
个 高 水 平 的 良 师 。 不 仅 对 那些 无 关 大 局 、 学 了 将 来 永远 用 不 上 、 而 且 很 快 就 会 
忘 个 精光 的 东西 要 尽量 精简 ,而且 对 那些 掌 框 了 基本 内 容 与 方法 之 后 . 特 表 要 
用 的 时 收 很 容易 学 会 、 其 至 可 以 自己 创造 出 来 的 东西 ,也 要 尽量 精简 。 不 突出 
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的 负担 ,影响 了 学 生 的 深入 理解 ,而 且 束 缚 了 学 生 的 思路 ,这 似乎 是 现 有 不 少 
教材 的 一 个 通病 。“ 少 而 精 "的 原则 讲 了 好 多 年 ,看 来 要 真正 贯彻 ,还 得 花 大 力 
气 。 返 朴 归 真 ,是 一 种 很 高 的 境界 ,也 是 编写 教材 的 一 个 重要 的 原则 。 微 积分 
作为 最 重要 的 一 门 基础 课程 ,更 应 该 在 这 方面 树立 一 个 榜样 。 

其 次 ,任何 一 门 学 科 的 产生 与 发 展 ,都 离 不 开外 部 世界 的 推动 ,数学 也 是 
如 此 。 牛 顿 . 菜 布 尼 蒋 当 年 发 明 微 积分 ,就 是 和 解决 力学 与 几何 学 中 的 问题 紧 
密 联 系 着 的 。 直 到 今天 , 微 积 分 这 个 万 力 无 比 的 武器 仍 在 各 方面 不 断 发 挥 著 
重要 的 作用 。 这 不 仅 为 徽 积 分 增添 了 光 采 ,而 且 实 际 上 也 为 编写 微 积 分 教材 
提供 了 丰富 的 原材料 。 可 懂 的 是 ,以 往 的 很 多 微 积 分 教材 往往 过 分 地 筷 求 “ 教 
学 上 的 完美 ", 板 着 面孔 讲理 论 ,割裂 了 微 积 分 与 外 部 世界 的 生动 活 波 的 联系 ， 
也 显示 不 出 微 积 分 的 巨大 生命 力 和 应 用 价值 。 学 生 学 了 一 大 堆 定 义 、 定 理 和 
公式 ， 可 能 还 是 温 摘 清楚 为 什么 要 学 习 微 积分 ,不 知道 学 了 微 积 分 究竟 有 什么 
用 。 现 在 大 家 强调 要 加 强 对 学 生 数 学 建 模 的 训练 ,不 少 学 校 开 设 了 种 种 有 关 
数学 模型 的 课程 ,固然 是 一 件 很 好 的 举措 ,但 如 果 能 在 基础 课 的 教学 中 充分 体 
现 数 学 建 模 的 思想 ,在 讲述 有 关内 容 时 与 相应 的 数学 模型 有 机 结合 ,在 看 来 村 
燥 的 数学 内 容 与 丰富 多 彩 的 外 部 世界 之 间架 证 起 桥 某 ,而 不 是 额外 添加 课程 ， 
岂 不 是 可 以 收 到 事半功倍 的 效果 ?1 作为 一 门 基础 课 , 微 积分 是 最 有 条 件 也 最 
应 该 体现 这 一 原则 的 。 这 样 做 ,不 应 该 视 为 对 其 他 课程 的 支持 和 担 助 ,而 是 微 
积分 课程 自身 合理 建设 的 需要 。 否 则 ,不 关注 模型 ,不 重视 应 用 ,割断 了 来 龙 
去 脉 , 抽 去 了 装 学 思想 发 展 的 线索 , 微 积 分 就 成 了 无 源 之 水 ,无 本 之 木 ,也 就 失 
去 了 生命 力 。 重 视 并 兼顾 模型 和 应 用 ,应 是 微 积分 这 门 课程 的 应 有 之 义 , 也 是 
体现 返 村 归真 原则 的 一 个 重要 的 内 涵 。 

第 三 ,任何 一 门 课程 的 内 容 , 都 不 应 该 固步自封 ,一 成 不 变 ,而 应 该 顺应 时 
代 的 发 展 和 科技 的 进步 ,及 时 地 弃 旧 图 新 ,在 概念 及 方法 的 引进 上 ,在 教材 内 
客 的 取 合 上 ,体现 现代 化 的 精神 。 从 这 个 意义 上 说 ,在 微 积 分 课程 中 汲取 一 些 
现代 数学 思想 和 概念 ,对 内 容 进 行 增删 和 调整 ,都 是 完全 可 能 且 必 要 的 ,并 要 
下 大 力气 去 做 。 但 是 ,每 门 译 程 都 应 有 自己 明确 的 内 涵 和 范围 , 决 不 能 “ 抢 跑 
道 ", 通 过 把 后 继 课 程 内 容 下 放 的 办 法 来 提高 本 门 课程 的 档次 和 木 平 ,从 而 打 
筷 整 个 课程 有 机 体系 的 阵脚 。 微 积分 这 门 大 学 低 年 级 的 基础 课程 , 讲 的 是 具 
有 良好 性 质 的 函数 人 “好 ”的 函数 ) 的 微 积 分 。 这 是 朴素 的 微 积分 ,是 学 习 中 的 
的 一 全 阶段 性 标志 。 将 研究 相应 于 “ 坏 " 的 函数 的 徽 积 分 的 一 些 后 继 课 程 的 内 
窜 提 前 到 微 积分 中 来 讲授 ,看 来 是 不 相宜 的 。 应 该 提倡 教 一 祥 , 像 一 样 ;学 一 
祥 , 精 一 样 ,一 步 一 个 脚 匈 地 打 好 必要 的 基础 。 至 于 计算 机 的 出 现 和 飞 夭 发 
E ,不仅 使 数学 的 应 用 在 广度 和 深度 两 方面 都 达到 前 所 来 有 的 程度 ,而 且 深 刻 
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地 影响 了 数学 的 发 展 进 程 和 思维 模式 。 微 积分 的 课程 内 容 应 该 反映 这 一 重要 
的 起 势 。 如 果 画 地 为 牢 , 团 于 微 积分 的 情 统 框架 不 慑 越 雷 池 一 步 , 在 实际 计算 
或 应 用 时 就 会 感到 力不从心 ,甚至 束手无策 ;而 惜 助 于 数值 计算 及 相应 的 软 
件 , 却 往往 可 以 使 问题 途 丸 而 解 。 此 外 , 微 积 分 本身 又 正 是 有 关 计 算 方 法 的 理 
论 基础 ,在 微 积 分 课程 中 介绍 有 闫 数值 计算 的 基本 思想 和 方法 ,是 顺理成章 
的 。 这 一 有 机 的 结合 ,可 以 使 掌 人 和 如虎 添 田 ,也 将 会 对 数学 课程 体系 的 改革 提 
HEARST, 

第 四 ,学 习 的 目的 在 于 应 用 。 如 前 所 述 , 微 积分 的 基本 原理 和 公式 并 不 
多 ,但 如 能 得 心 应 手 地 加 以 运用 , 却 可 以 发 挥 出 神奇 的 威力 。 要 做 到 这 一 点 ， 
关 锭 在 了 于 要 使 学 生 接 受 严 格 而 克 分 的 训练 , 单 靠 课堂 上 的 讲授 是 绝对 不 够 的 。 
现在 往往 老师 讲 得 多 ,向 学 练 得 少 。 其 实 , 热 能 生 巧 ,多 讲 不 如 多 练 。 只 有 通 
过 严格 而 充分 地 训练 ,才能 使 学 生 这 到 学 好 数学 的 两 个 基 本 要 求 一 一 理解 与 
热 练 。 苏 步 青 老师 说 他 自己 曾 做 过 一 万 通 微 积 分 题 ,他 在 数学 上 的 深厚 功底 
和 车 越 成 就 ,由 此 也 可 见 端倪 。 事 实 上 ,做 一 千 道 题 有 一 千 道 题 的 体会 ,做 一 
万 道 题 有 一 万 道 题 的 体会 。 如 果 每 种 题 型 只 晴 婚 点 水 地 做 上 那么 一 二 道 题 ， 
加 起 来 总 共 不 过 二 三 百 道 题 ,又 怎么 谈 得 上 牢固 掌握 、 并 在 需要 时 能 做 到 “ 运 
用 之 妙 , 疹 平 一 心 呢 ?1 只 有 在 编写 教材 时 在 量 和 质 两 方面 认真 兼顾 到 习题 
【包括 情 助 于 计算 机 求解 的 习题 ) 的 配置 ,使 课堂 教学 与 课 后 训练 有 机 配合 M 
得 益 朝 ,提高 徽 积 分 课程 的 教学 质 重 才 会 有 一 个 可 靠 的 保障 。 

我 高 兴 地 看 到 , 正 是 在 以 上 外 个 方面 ,这 本 孝 材 作 了 有 益 的 尝试 及 认真 的 
实践 。 其 中 ,有 将 微分 与 不 定 积分 视 为 一 对 矛盾 来 展开 后 继 内 容 的 精采 段落 ， 
有 将 微 积分 与 数值 数学 综合 处 理 、 有 别 于 情 统 孝 裤 的 章节 ,有 从 模型 出 发 引入 
概念 、 深 化 主题 和 体现 应 用 的 众多 实 鲍 ,同时 ,也 可 看 到 对 传统 教材 内 容 副 人 村 
就 简 、 精 内 细 蔷 的 种 种 努力 。 尽 管 有 些 地方 还 略 嫌 粗 妹 , 一 些 内 容 还 有 有 加工 和 
改进 的 余地 ,但 总 的 来 说 ,这 是 一 本 颇具 特色 的 教 村 。 它 的 出 版 ,实在 是 一 件 
令 人 高 兴 的 事 , 特 为 之 序 。 


李 大 潜 
1999 年 6 月 27 B 
于 上 海 
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数学 分 析 是 数学 系 最 重要 的 一 门 基础 课 ,是 几乎 所 有 后 继 课程 的 天 础 ,在 
培养 具有 良好 素养 的 数学 及 其 应 用 人 才 方面 起 着 特别 重要 的 作用 。 因 此 , 数 
学 分 析 教 材 改革 成 为 理科 大 学 数学 系 教改 的 一 个 重要 环节 ,受到 数学 界 的 普 
遍 关注 。 但 究竟 如 何 具体 着 手 , 则 见仁见智 ,众说 纷 经 ,目前 询 难 有 比较 一 至 
的 意见 。 

从 名 0 年 代 初 开始, 我 校 数学 类 系 科 一 直 沿 用 由 陈 传 璋 教授 等 编著 的 4 数 
学 分 析 》 及 以 此 为 基础 的 几 种 修订 版 本 。 这 套 书 曾 获 得 "国家 教委 优秀 教材 一 
等 奖 ” ,并 在 兄弟 院 校 中 有 较 广 的 使 用 面 。 近 年 来 , 随 着 改革 的 深信, 人 们 对 教 
育 不 断 提出 新 的 要 求 ,教材 也 应 当 推陈出新 , 跟 上 时 代 发 展 的 步伐 。1997 F, 
复旦 大 学 将 数学 分 析 课 程 立 为 “面向 21 世纪 教学 内 容 与 课程 体系 改革 项 目 ， 
并 要 求 重 新 编写 适应 新 世纪 的 教材 。 在 老 一 代数 学 家 和 数学 系 领导 的 关心 和 
支持 下 ,我 们 依 合 数学 系 的 整体 力量 ,集思广益 ,进行 了 总 体 构 思 ,并 逐渐 形成 
以 下 的 编写 指导 思想 ， 

1. 对 "数学 分 析 " 基 本 理论 体系 与 阐述 方式 进行 青 思考 ,改革 旧 的 体系 , 吸 
收 先进 的 处 理 方 法 ,反映 当代 数学 的 发 展 趋势 。 

诚然 ,从 近代 微 积分 思想 的 产生 发展 到 形成 比较 系统 .成熟 的 “数学 分 
析 ” 课 程 用 了 大 约 300 年 ,经 过 几 代 杰出 数学 家 持续 不 懈 的 努力 , 精 周 细 涂 , 干 
锤 百 炼 ,已 为 其 建立 了 严格 的 理论 基础 和 逻辑 体系 。 但 是 , 当代 科学 技术 ( 包 
括 数学 本 身 ) 发 展 也 不 断 为 数学 的 基础 部 分 注 人 新 的 活力 。 所 以 数学 分 析 的 
讲授 方式 也 应 推陈出新 ,同时 ,要 注意 采用 现代 数学 的 思想 观点 与 方法 ,反正 
数学 的 发 展 趋势 。 

例如 ,在 传统 数学 分 析 课 程 中 ,以 导数 作为 “微分 学 "主线 的 向 法 不 利于 学 
生 今后 理解 微分 在 数学 分 析 乃 至 整个 数学 学 科 中 的 重要 作用 。 我 们 重点 突出 
了 微分 的 地 位 ,在 导数 和 微分 两 者 关系 上 ,采取 了 先 定义 微分 再 引出 导数 的 顺 
序 。 这 不 仅 符合 数学 的 发 展 历史 (从 而 符合 人 类 的 认识 规律 ), 也 使 学 生 先 人 
为 主 ,对 微分 的 重要 性 有 较 深 的 印象 。 面 在 导出 计算 法 则 时 , 则 求 微分 和 求 时 
数 并 重 。 以 微分 为 工具 的 推导 过 程 可 使 得 有 些 概念 (如 高 阶 无 穷 小 量 、 中 间 变 
量 的 高 阶 微 分 形式 等 ) 更 易于 理解 和 应 用 。 

特别 是 在 微分 与 积分 之 间 关 系 的 阐述 中 ,我 们 定义 求 不 定 积 分 是 求 微分 
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(而 不 是 求 导数 1) 的 小 运算 , 即 : F(z)(+ OP F (xdr 。 这 个 观念 上 的 
改变 为 后 续 内 容 的 稻 开 带 来 了 极 大 的 方便 。 过 去 将 求 不 定 积分 |/(z)dz 定 
义 为 求 导数 的 道 运算 ,其 中 的 dz 就 很 难 解释 得 贴切 ;而 将 其 视 为 求 微分 的 逆 
运算 ,许多 麻 烧 就 会 迎刃而解 。 这 时 ,dx 是 自 变量 的 微分 ,因此 ,关于 微分 的 
所 有 计算 法 则 都 可 以 畅通 无 阻 ,从 而 使 不 定 积分 和 定 积分 (包括 重 积分 ,曲线 
曲面 积分 等 ) 中 的 许多 概念、 公式 的 导出 和 理解 变 得 简便 而 自然 。 此 外 , 它 还 
使 得 引入 微分 形式 的 外 积 和 外 微分 运算 ,进而 导出 Green 公式 .Gauss 公式 和 
Stokes 公式 的 统一 形式 成 为 一 件 顺理成章 的 事 , 为 学 生日 后 学 习 流 形 上 的 微 
积分 打下 基础 。 

由 于 当代 数学 科学 (实际 上 整个 科学 技术 领域 ) 相 互 交叉 融合 的 大 趋势 ， 
从 其 它 课程 选取 合适 材料 来 充实 和 加 强 本 课程 ,对 于 培养 新 型 的 通用 数学 人 
才 是 绝对 必要 的 ,但 引 人 新 思想 和 新 观点 并 不 意味 着 在 理论 上 故意 拔高 。 我 
们 严格 掌握 了 以 下 原则 :所 选 视角 必须 有 助 于 理解 数学 分 析 本 身 的 理论 和 应 
用 问题 ;有 利于 展开 数学 分 析 本 身 的 内 容 ; 仅 限 于 用 数学 分 析 的 基本 方法 和 技 
sm KALE, 
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模型 的 思想 和 训练 ,增加 实际 应 用 的 内 容 , 提 高 学 生 的 数学 素养 和 创新 能 力 ， 
使 学 生 适应 新 世纪 对 数学 人 才 的 要 求 。 

微 积分 的 形成 和 发 展 直接 得 益 干 物理 学 、 天 文学 ,几何 学 等 研究 领域 的 进 
展 和 突破 。 在 数学 分 析 教 学 中 ,应 适度 回 湖 数学 与 其 它 学科 相 辅 相 成 的 发 展 
历史 和 数学 史上 一 些 关键 信物 作出 重大 发 现 的 思维 轨迹 ,提高 学 生 学 习 数 学 
的 兴趣 ,引导 学 生 逐 步 理解 数学 的 本 质 及 数学 研究 的 一 般 途 径 和 规律 。 教 材 
中 适量 介绍 了 微 积分 发 展 历 史 中 与 其 它 相 关 学 科 之 间 联系 的 一 些 重要 背景 材 
料 , 如 从 Kepler 的 行星 运动 三 文 定律 到 Newton 的 万 有 引力 ,从 Kepler 发 现行 
星 运动 中 切 向 加 速度 为 零 的 现象 到 Fermat 对 极 值 的 研究 再 到 微分 中 值 定理 
的 形成 . 宇 定 速度 和 火箭 运动 方程 的 微分 导出 等 等 。 

局 时 , 微 积分 是 一 门 极 具 应 用 活力 的 科学 。 为 了 造就 大 批 具有 良好 基础 、 
能 用 数学 思想 方法 和 工具 解决 各 个 领域 中 实际 问题 的 数学 工作 者 和 其 他 专 
门人 才 , 数 学 分 析 教 学 应 在 传授 基础 理论 和 基本 技能 的 同时 ,加 强 学 生 在 分 析 
实际 问题 ,归结 实际 问题 为 数学 问题 .用 微 积分 这 一 有 力 工具 去 解决 实际 问题 
等 方面 的 能 力 。 

我 们 在 教材 中 努力 加 强 了 从 微 积分 途径 建立 数学 模型 的 思想 ,除了 单列 
一 节 “ 微 积分 实际 应 用 举例 ”外 ,建立 和 求解 数学 模型 的 例 于 散 见于 全 书 。 通 
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过 对 物理 学 ,生物 学 ,社会 学 ,经 济 学 与 自然 现象 中 许多 数量 变化 关系 的 分 析 ， 
建立 简单 的 行星 运动 模型 .引力 场 模型 人口 模 型、 公共 资源 模型 .经 济 问题 模 
型 等 等 ,再 配 以 较 多 的 习题 ,力图 使 学 生 折 宽 知 识 面 ,初步 具有 数学 来 自 实践 、 
用 于 实践 的 认识 和 实际 运作 的 本 领 。 

3. 数 学 分 析 教 学 与 高 速 发 展 的 计算 机 技术 相 结 合 。 

近 一 二 十 年 来 ,计算 机 的 软 硬 件 技术 突 飞 锋 进 , 极 大 地 改变 了 人 们 的 生活 
方式 .思维 方式 和 科学 研究 的 方式 。 数 学 分 析 教 学 应 当 顾 应 潮流 ,反映 这 一 发 
展 趋势 。 在 教材 的 结 写 中 ,我 们 对 一 些 渭 着 计算 机 和 软件 技术 的 进步 而 失去 
了 往日 重要 性 的 内 容 ( 如 昂 数 作 图 、 某 些 复 杂 的 积分 技巧 等 ) 作 了 适度 删 前 ; 而 
对 日 趋 重 要 的 内 容 则 加 以 强化 [如 近似 求 根 .数值 积分 等 ) 或 增加 (如 插值 公 
式 、 外 推 方法 .快速 Fourier 变换 等 )。 同 时 ,为 了 真正 提高 学 生 用 数学 和 计算 
机 解决 实际 问题 的 综合 能 力 , 我 们 在 与 数值 计算 有 关 的 章节 后 面 设计 了 "计算 
实习 题 " ,题目 的 难度 适中 ,但 不 用 计算 机 却 难以 解答 ,要 求学 生 在 教师 指导 下 
独立 完成 。 这 对 提高 学 生 的 数学 素养 .上 应变 能 力 和 社会 竞争 力 ( 从 而 提高 数学 
本 身 在 社会 上 的 地 位 ) 应 当 大 有 益处 。 

我 们 还 在 尝试 利用 电子 计算 机 和 较 成 熟 的 数学 软件 ,对 数学 分 析 的 某 些 
内 容 采 用 多 媒体 技术 辅助 教学 。 

4. 使 内 容 安排 看 于 更 合理 ,更 简洁 ,更 适合 学 生 的 认识 规律 ,在 保证 基本 
教学 要 求 的 前 握 F , 尽 可 能 减轻 学 生 的 负担 。 

改革 的 结果 应 使 得 课程 和 教材 更 加 紧凑 、 更 加 简 尘 而 不 是 相反 。 我 们 对 
原 教材 中 保留 的 内 容 进 行 了 认真 细致 的 再 处 理 , 所 有 的 陈述 和 证 明 都 力求 改 
写 得 更 加 简洁 和 完美 ,有 些 证 明 是 我 们 日 已 给 出 的 。 对 于 承 处 理 方 法 已 显 陈 
旧 与 落后 的 部 分 则 推倒 重 写 ,新 的 处 理 方法 必须 观点 新 ,立足 点 高 ,能 蘑 上 启 
下 ,有 助 于 学生 的 深信 理 解 。 

为 符合 人 的 认识 规律 和 教材 编写 的 特殊 需要 ,我 们 对 某 些 重要 或 小 上 友 范 
围 较 广 的 内 容 , 采 用 了 在 后 续 部 分 (包括 一 些 结论 的 证 明 ,例题 ;有 意识 地 多 次 
重复 和 应 用 ,逐步 深入 的 处 理 方 法 ,以 期 收 到 较 好 的 教学 效果 。 如 用 微分 导出 
不 同人 口 模 型 的 思想 和 方法 前 后 出 现 于 三 处 ;用 途 极 广 的 Legendre 多 项 式 也 
先后 出 现 了 三 次 ,等 等 。 

又 如 ,我 们 对 Cauchy 中 值 定理 给 出 了 不 同 于 Lagrange 中 值 定理 证 明 思 
路 的 新 证 明 , 通 过 这 一 证 明 让 学 生 将 有 尖 反 画 数 的 结论 ( 反 画 数 的 定义 只 存 在 
定理 .连续 定理 . 求 导 定理 ) 系 统 地 复习 了 一 这。 

富 于 启迪 而 精 到 的 例题 与 习题 是 一 本 好 教材 不 可 缺少 的 有 机 部 分 。 我 们 
精 选 了 全 部 例题 ,力求 使 例题 不 仅 配 合 所 讲授 的 理论 ,更 使 学 生 从 中 学 到 分 析 
和 解决 问题 的 方法 。 教 材 中 更 新 了 大 量 习题, 特别 是 增加 了 许 密 与 应 用 有 关 
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的 习题 ,力求 让 学 生 获得 足够 的 训练 。 

本 书 的 总 体 框 架 与 编写 大 纲 由 编者 反复 讨论 后 确定 。 第 1.2.3.9 .10 Ж 
由 陈 纪 修 执笔 ,第 4.5.6.7.8.16 章 由 於 崇 华 执笔 ,第 11,12,13,14,15 章 由 金 
路 执笔 。 初 稿 完成 后 ,本 书 淮 讲义 形式 在 复旦 大学 数学 系 本 科 生 和 理科 基地 
班 试用 了 两 轮 , 间 时 在 较 大 范围 内 听取 了 意见 ,再 经 集体 多 次 推 戎 修改 最 后 定 
稿 。 竺 梓 前 ,由 於 索 华 对 教材 的 整体 格式 和 行文 作 了 统一 处 理 , 并 对 全 书 的 文 
FHI IRE, 

本 教材 可 殿 全 日 制 高 等 院 校 数学 分 析 课 程 三 学 期 使 用 。 为 了 适应 不 闻 需 
要 ,我们 将 一 些 难 度 较 大 的 或 非 基 本 的 内 容 用 小 字 排 印 , 供 教师 选用 。 

中 同 科学 院 院士 李 大 潜 教授 .复旦 大 学 数学 系 学 术 委 员 会 主任 李 训 径 教 
授 自始至终 关心 和 鼓励 本 书 的 编写 工作 并 给 予 了 指导 性 的 意见 ;复旦 大 学 数 
学 系 主任 童 裕 孙 教授 多 次 参与 了 编者 从 构筑 总 体 框 架 直到 修改 定稿 过 程 中 的 
讨论 ,提出 不 少 建设 性 的 意见 和 建议 ,并 从 行政 方面 为 编写 工作 提供 了 切实 的 
保障 ; 姚 允 龙 教授 在 复旦 大 学 理科 基地 班 试 用 了 本 教材 ,并 提出 大 量 有 价 秆 的 
意见 ; 曹 家 易 教授 提供 了 Korovkin 关于 连续 函数 的 多 项 式 慢 近 的 Weierstrass 
定理 的 漂亮 证 明 ; 苏 侧 锋 融 教 授与 王 彦 博 老师 演算 了 本 书 中 大 部 分 的 习题 。 
此 外 ,在 本 书 的 形成 ,定稿 和 出 版 过 程 中 ,复旦 大 学 教务 处 孙 菜 祥 研 究 员 和 和 方 
家 驹 研究 员 一 直 给 我 们 以 热情 鼓励 和 帮助 ;复旦 大 学 与 兄弟 院 校 的 许多 教师 
曾 以 各 种 形式 向 我 们 提出 过 许多 颇 有 见地 的 修改 意见 ;高 等 教育 出 版 社 也 一 
如 既往 地 支持 我 们 的 教材 改革 计划 的 最 终 落 实 。 编 者 借 本 书 出 版 之 机 ,在 此 
一 并 向 他 们 表示 衷心 的 谢意 。 

团 于 学识 ,本 书 虽 经 实际 授课 试用 和 多 次 修改 ,错误 和 缺陷 仍 在 所 难免 ， 
县 请 广大 读者 提出 宝贵 的 批评 和 建议 ,以 便 今 后 再 版 时 改进 。 
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a (1) 
Le (5) 
集合 与 映射 pp (1) 
= Nn (1) 
ОПЕЕ (1) 
合 运 第 (4) 
有 限 集 与 无 限 集 нне (6) 
Descartes 1 A ссн ыыы нынын Ө Ө (8) 
ФЙ ee (9) 
Вар Gn (10) 
爱 射 nn (10) 
мин ЦсрүсЄфи.сл.лзззаэааааааэа: (14) 
ЕЕ: РО (15) 
ВЭ ЗЭ, ARRIA RER НН (16) 
ЕЕ эзан ненен (19) 
HARARE е (21) 
可 是 (23) 
数列 极限 Dr (25) 
AAAF еннен не (25) 
ЭБЭ ЕССЕ (25) 
最 大 数 与 最 小 数 Da (27) 
上 确 界 与 下 确 界 ee (27) 
HR Dedekind Е] Æ Не (30) 
可 是 (32) 
Zy DIN EEEE TETT TITTET НЕЕ (33) 
ЕЕ (33) 
数列 极 限 的 性 质 a (38) 
数列 极限 的 四 则 适 算 pp (41) 
避 题 ee (43) 
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$3 БАКЕ... (45) 
无 穷 大 量 ы ы ы ӨӨ. (45) 
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本 是 (50) 
Ч: (51) 
ЛЫН 510511 ЭЕ Вена (51) 

л е үчөөнөн н ө ныны ыыы ыыы (55) 
ЕНЕ Ж ЕЛ a (59) 

FF| pe (61) 
Bolzano — Weierstrass 定理 9 (62) 
Cauchy ЖИ жынысынын ыыы нынын ынын, (63) 
实数 系 的 基本 定理 ee (65) 

可 是 (67) 
5-5 PARSER ШИК (70) 
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РЕЗ В AE АСЫЛА (70) 
Кл IH ВЭ АР наан ене (73) 

ЕЭ R 1 | Оо pe (76) 
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本题 (84) 

92 ЖЕ сөс ыыы нынын ыннан (86) 
ЖРА үл 4 和 (86) 

连 线 图 数 撮 四 则 运算 ,pp (89) 
РИИ (89) 
Бра ИЕ ИЕ ЕШ po (91) 

S O BERME Т НЕНЕН (93) 

习题 a (96) 

$3 无穷 小 量 写 无 穷 大 量 的 阶 和 pe (98) 
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СИТЕ (102) 
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ЯА зт: (106) 
最 值 定理 a {107) 
零点 存在 定理 eee нарыны ынын (108) 
中 间 值 定理 eee (109) 
一 致 连续 概念 наннан (109) 
可 是 (114) 
微 分 (116) 
Кра: ET ШЫЛ И aa (116) 
微分 概念 的 导出 背景 sn (116) 
ОО АШ Т ЛГ ГЛ (117) 
微分 和 导数 (119) 
可 是 (120) 
Н ЖҮ нннеее (121) 
产生 导数 的 实际 背景 a (121) 
ЖДО ЛЕВЕ И наанаа (122) 
йа | 导数 oo (127) 
可 是 {129) 
导数 四 则 运算 和 54 数 求 导 法 则 I。 (130) 
мау ер ET (130) 
求 导 的 四 则 运算 法 则 a (132) 
БЖ аана ннн (135) 
可是 (139) 

合 国 数 求 导 法 则 及 其 应 用 Ht (140) 
ЯДА ЖЕРШ ess (140) 
— IS 2 ЕИ a ыыы. (144) 
ЭН ЭХЛЭВ 8 НМ ee (146) 
可 是 (150) 
高 阶 导数 和 高 阶 微分 PT (152) 
高 阶 导 数 的 实际 背景 及 定名 pe (152) 
ВЕЕ ВНЕ И] енне (155) 
高 阶 微分 ee (169) 
是 (162) 
微分 中 值 定理 及 其 应 用 Sn (164) 
微分 中 全 定理 ee (164) 
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Rolle 定理 a (166) 
Lagrange 中 值 定 理 a (168) 
用 Lagrange 中 值 定理 讨论 函数 性 质 和 (170) 
Cauchy =н етсе: КЕЕ (176) 
悦 是 (178) 
L' Hospital ПЕЕ ( 180) 
FERRE L Hospital 0] 5-е (180) 
чиду О Жако ИВЕ ОНООН (184) 
ыР ЖО (188) 
КЕ ИЛЕ, Taylor ДУШ, 和 (189) 
插值 多 项 式 和 杂项 a (189) 
Lagrange 插值 多 项 式 和 Taylor 公式 和 (192) 
НЬ ВИ (196) 
РА 6) Taylor КААНА a (198) 
RAE + 二 0 4 Taylor 人 (198) 
Taylor ДАУ Н ННН (203) 
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ж-ж ”集合 与 映射 


数学 是 门 研究 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 ,是 一 个 范围 广阔 ,分支 众 
多 .应 用 广泛 的 科学 体系 ,是 其 它 各 门 科学 (包括 自然 科学 、 社 会 科学 、 管 理科 
学 与 技术 科学 等 ) 的 基础 和 工具 ,在 整个 人 类 知识 体系 中 占有 特殊 的 地 位 . 

数学 起 源 于 计数 .测量 和 贸易 等 活动 .17 世纪 以 来 , 随 着 物理 学 .力学 等 
学 科 的 发 展 和 工业 技术 的 旷 起 ,尤其 是 Newton 和 Leibniz 发 明 微 积分 这 划 时 
代 的 贡献 ,数学 迅速 发 展 起 来 ,到 19 世纪 已 成 为 天 体力 学 ,弹性 力学 .流体 力 
学 .热学 .电磁 学 和 统计 物理 中 不 可 缺少 的 重要 工具 ,20 批 纪 以 来 {特别 是 在 
第 二 次 世界 大 战 期 间 ) ,数学 与 自然 科学 和 生产 技术 的 联系 达到 了 新 的 高 度 . 

HA 70 年 代 后 , 随 着 电子 计算 机 的 迅猛 发 展 和 普及 ,数学 理论 .方法 和 工 
具 更 足以 前 所 未 有 的 广度 ,深度 和 速度 进入 了 几乎 所 有 的 其 它 学 科 . 马克 思 一 
百 多 年 前 的 “一 切 科 学 ,只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 , 才 算 达到 了 真正 完善 的 地 
步 " 的 著名 论断 正在 逐步 成 为 现实 .可 以 预见 ,进入 21 世纪 以 后 , 随 着 高 新 技 
术 的 加 速 发 展 , 数 学 将 在 人 类 知识 各 个 领域 中 剑 加 大 显 身手 ,在 科学 舞台 上 扮 
演 更 为 令 人 瞩目 的 角色 . 

当今 , 随 着 学 科 内 部 高 度 发 展 交 柄 以 及 与 其 它 领域 (尤其 是 计算 机 技术 ) 
间 空 前 广泛 的 渗 遂 ,数学 已 成 为 一 座 击 峨 的 科学 大 厦 . 但 是 ,万丈 高 楼 平地 起 ， 
就 研究 数量 关系 和 空间 形式 而 言 , 必 须 从 变量 间 最 本 质 的 联系 , 即 陋 数 开 始 起 
步 .数学 分 析 正 是 讲述 函数 理论 的 最 基本 的 课程 ,是 几乎 所 有 后 继 数学 课程 的 
KED, ,因此 , 它 理所当然 地 被 列 为 数学 科学 最 重要 的 基础 课 之 一 ,在 培养 具 
有 和 良好 的 数学 素养 的 人 才 方 面 , 它 所 起 的 作用 是 任何 别 的 课程 无 法 相 比 的 . 

历史 上 , 微 积分 的 形成 和 发 展 直接 得 益 于 物理 学 、 天 文学 .几何 学 等 领域 
的 研究 , 极 具 应 用 活力 .因此 ,学 习 数 学 分 析 不 仅 要 循序 亲 进 地 深刻 领会 已 抽 
象 出 来 的 普 记 结论 ,更 要 切实 掌握 用 数学 工具 分 析 问 题 .转化 问题 .解决 问题 
的 思想 和 方法 一 一 这 是 开设 本 课 的 宗 骨 . 

31 集合 

集合 

面 对 浩 潮 的 大 千 世 界 , 人 们 总 要 先 把 林林总总 的 客观 事物 按 其 基 一 方面 
的 特性 进行 适当 划分 ,再 分 门 别 类 地 加 以 研究 . 所谓 的 “ 物 以 类 毒 "在 某 神 程度 
上 反映 出 了 人 类 普遍 的 思维 模式 ,在 各 个 领域 中 被 广泛 使 用 的 集合 的 概念 正 


是 这 一 原则 最 基本 的 体现 . 
集合 在 数学 领域 更 是 具有 无 可 比拟 的 特殊 重要 性 ,集合 论 的 基础 是 由 德 
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国 数 学 家 Cantor 在 19 世纪 70 年 代 葛 定 的 ,经 过 一 火 批 卓越 的 数学 家 半 个 世 
纪 的 努力 ,到 本 世纪 20 年 代 已 确立 了 其 在 现代 数学 理论 体系 中 的 基础 地 位 ， 
中 以 说 ,当今 数 党 各 个 分 支 的 几乎 所 有 结果 都 构筑 在 严格 的 集合 理论 上 .所 
以 ,学习 现代 数学 ,应 该 由 集合 人 手 .但 集合 论 是 一 门 深 奥 的 理论 ,需要 有 专门 
的 课程 来 讲述 ,我 们 下 面谈 的 只 是 数学 分 析 课 程 要 涉及 的 有 关 和 集合 的 一 些 基 
本 概念 和 问题 . 
合 又 称 集 ,是 指 具 有 某 种 特定 性 质 的 具体 的 或 抽象 的 对 象 汇 集成 的 总 
体 ,这 些 对 象 称 为 该 集合 的 元 素 . 我 们 通常 用 大 号 字母 如 A,B,S, 了 ,… 表 示 
合 , 而 用 小 写字 母 如 a b ,x,y ,表示 集合 的 元 素 ， 
Er ERAS 的 元 素 , 则 称 x BTS, r€ S. y 不 是 集合 S 的 元 
素 , 则 称 y 不 属于 5S, 记 为 уС5. 
全 体 正 整数 的 集合 ,全 体 整 数 的 集合 ,全 体 有 理 数 的 集合 , 全体 实数 的 集 
合 是 我 们 常用 的 集合 ,习惯 和 分别 用 字母 N* ,Z,Q ЖЕ RAR. OD 
表示 集合 的 方式 通常 有 两 种 . 一 种 是 枚 举 法 ,就 是 将 集合 的 元 素 和 逐一 列举 
出来 的 方式 ,例如 ,光学 中 的 二 基色 可 以 用 集合 
НАТ, SR. Ж | 
表示 ,出 а,бус,д 四 个 字母 组 成 的 集合 A 可 用 
А = 1а,5,с,4! 


表示 ,如 此 等 等 . 
枚 举 法 还 包括 尽管 集合 的 元 素 无 法 --- 一 列举 ,但 可 以 将 它们 的 变化 规律 
表示 出 来 的 情况 , 如 正 整数 集 М! 和 整数 集 Z 可 以 分 别 表示 为 
№ = [1,2,3 e,n, e] 
和 
Z= 10, +1, 土 2, 土 3 + п. 
Я- ОЛЖ СН ГАЛ, ЫН 5 НАНЕЛ Р 的 元 素 
全 体 所 构成 的 , 则 证 以 采用 措 述 集合 中 元 素 公 共 属 性 
5 = |x|x BASE P| 
的 方法 来 老 示 集合 .例如 ,由 2 的 平方 根 组 成 的 集合 B 可 表示 为 
B= 1zr|x* = 21, 
HAIE Q 利 正 实数 集 R 则 可 以 分 别 表 未 为 
Q = Ё r= Де p € NER q € Z 


和 


在 国家 标准 中 规定 .自然 数 的 集合 0,1,2,… 1 用 哲 表 示 , 这 里 表示 正 整 数 的 集合 ， 
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R+= {x|xER 并 x > 0 
要 注意 的 是 ,集合 中 的 元 素 之 间 并 没有 次 序 关系 ,也 就 是 说 ,在 集合 的 表 
示 中 ,同一 元 素 的 重复 出 现 不 具有 任何 特殊 意义 .例如 ,ta,51,i5p,a| 和 和 la, 
baa 表示 的 是 同一 个 集合 ， 
有 一 类 特殊 的 集合 , 它 不 包含 任何 元 素 , 如 ix|x ER 并 且 x*+1=01, 我 
们 称 之 为 空 集 , 记 为 僻 . 要 注意 , 空 集 并 木 由 于 其 内 部 空空 如 也 而 失去 存在 价 
值 ,如 在 集合 | 红 , 绿 , 蓝 ! 中 选取 某 些 林 色 进行 配色 ,三 种 基色 都 不 选 显 然 也 同 
样 是 一 种 重要 的 配色 方案 ,所 以 , 空 集 具有 很 实际 的 意义 . 
设 S, 工 是 两 个 集合 ,如 果 S 的 所 有 元 集 都 属于 工 , 即 
хЄєЄб^=хЄТ, 
(其 中 符号 "=>" 称 为 “蕴含 ”, 即 表示 由 左边 的 命题 可 以 推出 右边 的 命题 ), 则 称 
9 是 工 的 子 集 , 记 为 SCT( 或 ТЗ). Л, ХЕЕЕ МКЖ Z,A 
理 数 集 日 与 实数 集 RR, 成 立 
N*C ZC 0CR. 
显然 ,对 任何 集合 5, 都 有 SCS 5-8. 
如 果 S 中 至 少 存在 一 个 元 素 不 属于 工 , 即 xES 但 xET, 那 么 5 不 是 
T 的 子 集 , 记 为 SÉT. 4 
|z|z2- 1 = О М. 
例 1.1.1 ШТ-(а,б,с!, | T fil F 22 1-Р 
0); 
lal lbh det; 
| 
т la,b.c]. 
容易 证 明 , 由 п 个 元 素 组 成 的 集合 T= lapar a HA 2" Е. 
如 果 S 是 工 的 一 个 子 集 , 即 SCT, 但 在 工 中 存在 一 个 元 素 z ARTS, 
Ё TES, UR S 是 工 的 一 个 真子 集 . 在 上 面 所 举 的 集合 工 = {aa ,a | 
的 2* 个 子 集中 ,有 2* -1 个 是 真子 集 ， 
如 果 两 个 集合 S Ут 的 元 素 完全 相同 , 则 称 S 5 T 两 集合 相等 , 记 为 
人 S 二 人 .显然 我 们 有 
5=T 伟 5CT 并 HTCS, 
Нр ВЧ” ,表示 左边 的 命题 与 右边 的 命题 相互 * 获 含 , 即 
两 个 命题 “等 价 ” 
在 数学 分 析 课 程 中 ,最 常 遇 到 的 实数 集 的 子 集 是 区 间 ， 
Ra bla cb А З, WAEREA a 之 xz 所 8 的 所 有 实数 工 的 集 
合 称 为 以 a ,5 为 端点 的 开 区 间 , 记 为 
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(a,b) -1х a < z < bl; 
满足 不 等 式 ась 的 所 有 实数 xz 的 集合 称 为 以 a b AMANAREA 
lab] = іхја< r =; bli 


满足 不 等 式 a < z<çb sk a sz < 的 所 有 实数 z 的 集合 称 为 以 a ,5 为 端点 的 
半 开 半 闭 区 条 Ж Ыр) 


(а, Б\ = za < z< b! 


[a,b) = Ízla < xr < bi. 


上 述 几 类 区 间 的 长 度 是 有 限 的 , 称 为 有 限 区 间 。 除 此 以 外 ,还 有 下 述 儿 类 
TREE: 


(а, + оо) = ВЭЭ? 


la, + оо) = |z r= al, 


(- 9,5) 一 [zje < bj, 


(– oo b] = iz | += b|] 


х KERRE (83:55 R). 


(- 0, + 0) = |z 


集合 运算 
集合 的 基本 运算 有 并 、 交 、 差 . 补 四 种 (图 1.1.1). 
两 个 集合 S 和 工 的 并 是 由 S ЯТ 的 元 素 汇 集成 的 集合 , 记 为 SUT, 80: 


SUT = z€ S 或 者 zc T|. 
两 个 集合 SR T УЕН Т 的 公共 元 素 组 成 的 集合 , 记 为 3 站 了 工 , 即 : 
r€ S3B tE r|. 


4 


5ЙТ = 


例如 , 设 5= la, bcl, T={b,c,d e}, W 
SUT=la,b,c,d,el, 
5(1)Т-1Б,с1. 


ын 
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集合 的 并 与 交 运 算 具 有 下 列 一 些 性 质 : 
1 .交换 律 АЦВ=ВЏА, 
АПВ-ВГПА. 
2. 结合 律 AU(BUD)= {AUB)UD, 
АПВӢР) =(АПВ) Пр. 
3. 分 配 律 АП(ВОр) = (АПВ) Ш(АПР), 
AU(B I р) = (АЦВ) (AUD), 
作为 -- 个 例子 ,我 们 证 明 
AU(B I РО) = AUB)N (АЦ р). 

第 一 步 ,证 明 AU(B D D)C(AUB) (AUD). 

设 TEAU(B 门 D) ,按照 并 的 定义 ,或 者 EA ,或 者 +EB 站 MDD; 再 按照 
HELA: RA x A, 或 者 xEB 并 且 xED. 所 以 ,不 管 怎么 样 ,总 及 
EAUB 并 BxEAUD, 即 xE(AUB)NMCAUD). 于 是 

EAUBND=rE(AU BN A U D). 

第 一 步 ,证 明 (AUB}N(AUD)CAU(BNMD). 

设 xEC(AUB) 门 (AUD) ,按照 交 的 定义 ,xE AUB 并 且 xEAUD; 再 
按 申 并 的 定义 ,或 者 xEA, 或 者 xEB 并 且 xED, 即 xzEAU(BNMNDY. 于 是 

rE(AUBNGAUD=>reAU(BNDY. 
将 上 述 两 步 结 合 起 来 ,就 得 到 结论 
AU(BND)=(AUB)N (А UD). 

ИЛЕ Б T ia HB T S 但 不 属于 T 的 元 素 组 成 的 集合 , 记 为 

SN T( 注 意 这 里 并 不 要 求 ТС5), 8 
SAT=jzrlzESs 并 且 z 世 了 | 


例如 
[lab,ecl \ Ib,cd,el= lal, 
lrlz<ii\ rz »0|1«-1:1хк01. 
假设 我 们 在 集合 X 中 讨论 其 一 问题 ,SS 是 天 的 一 个 子 集 , 则 集合 S 关子 
X 的 补 集合 定义 为 
58 = Х\ 5 
例如 偶数 集 E 关于 整数 集 Z 的 补 集 为 奇数 集 РНН Q XT 3⁄2 S 
R 的 补 集 为 无 理 数 集 . 
关于 补 集 显 然 成 立 
S U Sk = X, S n Sç = , 
在 不 会 发 生 泥 清 的 前 提 下 ,通常 将 SS 简 记 为 S". 
容易 知道 ,集合 补 与 差 运算 满足 关系 
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图 1.1.1 


SNT = SD TF, 
集合 补 的 运算 具有 性 项 
4. 对 偶 律 (De Morgan 公式) (AUB) = АСПВС, 
(A B) = ASU BS. 

我 们 证 明 第 二 个 公式 . 

先 设 zE(A 门 B) ,按照 补 的 定义 ,有 z€ Ar B. Ж t {тй z € 
A, 或 者 xB, 于 是 得 到 rEACU Bt, 即 

EANB = z € AC U ВС. 

反 过 来 , 设 xEAcUBC ,按照 并 的 定义 ,或 者 zE A, 或 者 сЄВЄЛЕ 

之 ,或 者 ECA, RA СВ, TESI ЕА ПВ, Вр 
z€ AS U B= x € (АГ B). 
将 上 述 两 方面 结合 起 来 ,就 得 到 结论 
(А П В) = AS U B°. 

有 限 集 与 无 限 集 

ERG S 由 有 限 个 元 素 组 成 , 则 称 集合 S 为 有 限 集 ,如 | 红 , 绿 , 蓝 | а, 
8,с,41 9 Їл1:5-3552-018 5-Н RE. 

不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ,前 面 说 的 N,Z,Q,R 都 是 无 限 集 . 

如 果 -- 个 无 限 集 中 的 元 素 可 以 按 某 种 规律 排 成 一 个 序列 ,或 者 说 ,这 个 集 
合 可 表示 为 

ау, аз, 

则 称 其 为 可 列 集 . 例如 , 正 整 数 集 N ,1zlsin x =01 都 是 可 列 集 . 

容易 证 明 , 每 个 无 限 集 必 包 含 可 列子 集 .但 是 ,无 限 集 并 非 就 一 定 是 可 列 
集 .( 在 $2.4, 我 们 将 证 明 实数 集 R 不 是 可 列 集 , ) 
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TR, ЕН F Л ГЭВ ,关键 在 于 设计 出 一 种 排列 的 规则 ,使 
集合 中 所 有 元 素 可 以 按 此 规则 , 既 无 重复 也 无 遗 泣 地 排 成 一 列 ， 

例 1.1.2 ZAR Z EPIR. 

解 因为 整数 全 体 可 以 按 规则 

0,1, = 1,2, 2, n, = п, 

排 成 一 列 , 由 定义 , 即 知 整数 集 是 可 列 集 . 

将 整数 全 体 排 成 一 歼 的 方法 是 多 种 多 样 的 ,这 只 是 其 中 的 一 种 . 

设 A, (n=1,2,3,…) 是 无 限 可 列 个 集合 ,其 中 每 个 集合 A, 都 是 可 齐集 ， 
定义 它们 的 并 为 


ША, 一 А, U A; U ин U A, U . = tz Ё п Є N' Í т € А„ї. 


那么 可 以 证 明 , Ü A, 也 是 可 列 集 . 
定理 1.1.1 可 列 个 可 列 集 之 并 也 是 可 列 集 ， 
证 对 任意 maEN , 设 A, 可 表示 为 


А, 一 | Z, Z aa UT | 3 


MI Ü A, 的 元 素 全 体 可 排 成 如 下 的 元 穷 方 洋 阵 ， 


Бай 212 T13 14 

“ "4 K “ 
Ж 1 52 T3 224 
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把 所 有 这 些 元 素 排 成 一 列 的 规则 可 以 有 许多 ,常用 的 一 种 称 为 对 角 线 法 则 :从 
最 左面 开始 , 顺 着 逐条 "对 角 钱 "( 图 中 得 头 所 示 ) 将 抑 素 按 从 右上 至 左下 的 次 
序 排列 ,也 就 是 把 所 有 的 元 素 排 列 成 

Zus 125 2215 213. Жуу, ys Ж, Жэ» Eys Жар, '7, 
这 样 的 规则 保证 了 不 会 遗漏 -一 个 元 素 . 

由 于 不 同 集合 A; 与 A(i 关 站 的 交 可 能 不 是 空 集 , 因 此 有 些 元 素 可 能 会 
在 排列 中 多 次 出 现 ,我 们 对 此 只 保留 一 个 而 去 掉 多 余 的 ,这 样 得 到 的 排列 仍然 


表示 集合 U A,, 从 而 定理 得 到 证 明 ， 
ДЕ КЁ 
ЖЕ 112 ЯЛЖ ОЛ 75 8. 
证 由 十 区 间 ( 一 00,+o0) 可 以 表示 为 可 列 个 区 间 (n,n+1](nE2) 的 
并 ,我 们 只 须 证 明 区 间 (0,1] 中 的 有 理 数 是 可 鹿 集 即 可 . 
由 了 区 间 (0,1] 中 的 名 理 数 可 唯一 地 表示 为 既 约 分 数 卫 ,其 中 рЄМ”,д 
EN, gp, HHE руу 互 质 .我 们 按 下 列 方式 排列 这 些 有 理 数 : 
分 母 p = 1 的 既 约 分 数 只 有 一 个 ral; 


分 母 p = 2 的 既 约 分 数 也 只 有 一 个 : x, = 


1 
27 
分 母 p ЗИЯТ: za = +, rx = 
1 
КЕ 


分 母 p = 4 的 既 约 分 数 也 只 有 两 个 。 ry = 


一 般 地 ,分母 p= 的 婚约 分 数 至 名 不 超过 一 1 个 ,可 将 它们 记 为 zx, |, жь. 
er Epila p ЖН (5-1. 

于 是 区 间 (0,1]j 中 的 有 理 数 全 体 可 以 排 成 

Жду» Жз зд Карар, Жр рб) 
XAT TERE О ETIE, 
证 毕 

Descartes 乘积 集合 

设 A 与 BB 是 两 个 集合 .在 集合 A 中 任意 取 一 个 元 素 x ,在 集合 B 中 任意 
取 一 个 元 素 y, 组 成 . -个 有 序 对 tz ,y). 把 这 样 的 有 序 对 作为 新 的 元 素 ,它们 全 
体 组 成 的 集合 称 为 集合 A 与 集合 B 的 Descartes 乘积 集合 , 记 为 A XB, 即 

AxB=i(z,y)|z Є АЗЕНу Є Bi. 

集合 A 与 集合 召 可 以 相同 也 可 以 不 相同 ,甚至 其 元 素 下 以 是 完全 不 同类 型 
的 ， 

比如 说 ,有 一 家 生产 窗帘 的 三 ,所 用 的 面料 颜色 有 红 , 绿 、 蓝 二 种 ,所 用 的 
工艺 在 抽 引 提花、 印染、 刺绣 等 四 种 . 若 用 

A= | 红 , 绿 , 蓝 | 


表示 面料 颜色 的 集 侣 ， 
В = [jish Et. 845, 0125) 
表示 如 工 工艺 的 集合 ,那么 它们 的 Descartes 乘积 集合 
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АХВ = (х,у) = САЖВУуЄ В| 
表示 的 是 该 厂 生产 的 所 有 的 窗帘 品种 .集合 Ax B 中 共有 12 个 元 素 ,如 ( 红 ， 
提花 )、( 蓝 ,印染 )( 绿 , 抽 纱 ) 等 ,每 个 元 素 均 表示 该 厂 所 生产 的 窗帘 品种 之 
Н, ЧА 与 B 都 是 实数 集 RR 时 ,RXR 表示 的 是 平面 Descartes 直角 
坐标 系 (这 也 是 “Descartes 乘积 集合 "一 词 的 来 历 ), 记 作 RR. 平 面 上 任意 一 点 
р 的 坐标 可 以 用 有 序 实数 对 (x,y) 表 示 , 其 中 z Ay р кк ЛЕК 
轴 上 的 授 影 坐标 . 反 这 来 ,任意 一 个 实数 对 (zx ,7) 也 都 能 通过 坐标 的 方式 找到 
平面 上 唯一 的 对 应 点 ,这 正 是 我 们 熟知 的 平面 解析 几何 的 理论 基础 . 
读者 不 难 举一反三 地 推出 由 更 多 个 集合 构成 Descartes 乘积 集合 的 情况 . 
作为 一 个 特例 ,容易 知道 RX Rx R 表示 的 是 空间 Descartes 直角 坐标 系 , 记 作 
R°. 
例 1.1.3 设 
А = |r| ERPE R&<X=< b|, 
B= lylyC€ ЕХЕ с<у<а!, 
C= zz C RR е< z =< fl, 
M] A XB RARR y- ТЕЕ И, ПА x Bx C KR xyz -空间 中 的 
一 个 闭 长 方 体 ( 图 1.1.2). 


J = 
.证明 :由 ”个 元 素 组 成 的 集合 工 = lara, a 18 22 个 于 集 . 
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2.1ЕНЯ: 

(任意 无 限 集 必 包含 一 个 可 列子 集 ; 

(D A 与 B 都 是 可 列 集 ,证 明 AU 也 是 可 列 集 . 
3. 指 出 下 列表 述 中 的 错误 ; 

(13101058 

(2)а С |а, b,c]; 

(3) 1а, Б Є іа, ё, сі; 

(4) а.д,1а,ӨЇГ 5 ja, bi. 
4. 用 集合 符号 表示 下 州 数 集 ; 


(уда 2—30 的 实数 全 体 ; 
2 


(2) 平 面 上 第 一 象限 的 点 的 全 体 ; 
(3) 大 于 0 并 且 小 于 1 的 有 理 数 全 体 ; 
(4) 方 程 sin x сог x 二 0 2 ОР. 

5. 证 明 下 列 集 合 等 式 : 

(DANBUD)= (4NB}U (AND); 
(2)(А0В) = А©СГ\В©. 

6. 举 例 说明 集合 运算 不 满足 消去 律 : 
(0АУВ-А С » B= С; 
(mA B= Af1C => В= С. 

其 中 符号 " 准 "表示 左边 的 命题 不 能 排出 右边 的 命题 . 

7. 下 述 命 题 是 否 正确 ? 不 正确 的 话 ,请 改正 . 
(DrEANB S rEA¥HrEB; 
(2)z=£€ AUB= хЄЛ Ёл > € B. 


$2 MASAA 


映射 

映射 且 指 两 个 集合 之 间 的 … 种 对 应 关系 ， 
定义 1.2,1 设 久 ,YY 是 两 个 给 定 的 集合 ,车 按照 茶 种 规则 f ,使 得 对 集合 X 
中 的 每 -一 修 元 素 ,都 可 以 找到 集会 了 ЧӨ йал Жу 与 之 对 应 , 则 称 这 
个 对 应 规则 Г ЖЖ X 到 集合 的 一 个 映射 , 记 为 

f: Х--Ү 
r— y= f(x). 

其 中 y 称 为 在 映射 了 之 下 В ООНА TF у 的 一 个 道 象 (也 称 为 
FR) .集合 X 称 为 映射 了 的 定义 域 , 记 为 D =X. MERAS ZF, X 中 元 
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Жай у 的 全 体 称 为 映射 上 的 值 域 , 记 为 Кү 
R; = lyiy € Y 并 Hy = f(z),z € XI. 


例 1.2.1 没入 是 平面 上 所 有 三 角形 的 全 体 ,Y 是 平面 上 所 有 圆 的 全 
体 . 因 每 个 三 角形 都 有 唯一 确定 的 外 接 圆 , 若 定义 对 应 规则 
fi X—Y 
01+ уу 是 三 角形 х ВУЧА), 


ШОКЕ TRH, ЕХЭ 5 НЭГ D. = X Hi R = Y. 

例 1.2.2 1 Х= |а, 8, yl, Y=ila,b,c d], FRP ШИБЕ у 
显然 也 是 一 个 映射 

fla) =a, КВ) = а, (y) = b. 
了 的 定义 域 与 值 域 分 别 为 
D. = X=la,B,yl, R = la,b,da] C Y. 

在 这 个 例子 中 ,R; БҮ 的 真子 集 . 

概括 起 来 ,构成 一 个 映射 必须 具 各 下列 三 个 基本 要 素 ， 

(DRE Х.В ХЫ D, = X; 

(DEA 了 , 即 限 制 值 域 的 范围 R C Y; 

(3) 对 应 规则 六 ,使 每 一 个 zE 和 ,有 了 唯一 确定 的 y= 六 z) 与 之 对 应 

ЈН НВУ д; 

1. 映 射 要 求 元 素 的 象 必须 是 唯一 的 . 

例如 , 设 针 =RR* ,了 = 及 ,而 对 应 规则 要 求 对 每 一 个 上 ER , 它 的 象 yC R 
且 满 足 关 系 у= ,这样 的 / 是 不 是 映射 呢 ? 回 管 是 否定 的 , 因为 对 每 个 
х), ОН ТЗ wm =Y z 与 yy 一 -YY 与 之 对 应 , 即 f ARS JE S BS We 
一 性 要 求 . 

对 于 不 满足 象 的 唯一 性 要 求 的 对 应 规则 ,一 般 只 要 对 值 三 范围 稍 吉 限制 ， 


就 能 使 它 成 为 映射 . 
例 1.2.3 W X=R',Y=R =|zx|-xER'|, 则 对 应 关系 
1: X—Y 
my (у= у) 
Б. 9. 


2.98 33 Ж ЖОЙ АЖЕ — Е. 
# 1.24 Š X=Y=R 


--—-arFarwrxwarr.—urrar 
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里 然 了 中 与 +=2 和 和 x= ~2 对 应 的 元 素 都 是 y=4, 但 这 并 不 影响 了 成 为 一 
个 映射 ， 
定义 1.3.2 设 厂 是 集 含 导 到 集合 了 的 一 个 映射 ,车 了 的 递 象 也 具有 唯 
一 性 , 即 对 磋 中 的 任意 两 个 不 同 元 素 工 天 zi, 它们 的 旬 уу 与 у 也 满 是 y> 
yz ЙЇЖ 了 为 单 射 ;如 果 映 射 f RER =Y, MA 了 为 满 射 ; 如 果 映 射 了 既是 
单 射 ,又 是 满 射 , 则 称 三 为 双 射 (又 称 一 一 对 应 ) . 
上 面 例 1.2.2 与 例 1.2.3 中 的 映射 是 单 射 , 例 1.2.1 | 1.2.3“РЕНЕ 
射 是 满 射 ,因而 例 1.2.3 中 的 映射 是 双 射 . 
Б.Х 一 * 了 是 单 射 , 则 由 定义 1.2.2, 对 任 一 yERRCY, 它 的 道 象 х 
和 EX( 即 满足 方程 f(z)= y 的 xz) 是 唯 -确定 的 ,由 定义 1.2.1, 对 应 关系 
g: Ку А 
y (106) = y) 
构成 了 R 到 芋 的 一 个 映射 ,我 们 把 它 称 为 ГОН аж 广 ! ,其 定义 
域 为 Pr =R AERA R i= X. 
显然 ,只 要 道上 映射 f ;存在 , 它 就 一 定 是 只 到 X 上 的 双 射 . 
现 设 有 如 下 两 个 映射 
g: À — U, 
r цо- glz} 
和 
f: U> Y 
и> y= Ги), 
如 果 ROU = Dy, 那 就 可 以 构造 出 一 个 新 的 对 应 关系 
feg: АҮ 
Дж y = /Х\а(т)), 
由 定义 1.2.1, 这 还 是 一 个 映射 ,我们 将 之 称 为 f 和 g 的 复合 映射 . 
TUAE HARI 产 g 的 构成 ,实质 上 是 引信 了 中 间 变 量 и, 
在 于 ROD 是 否 成 立 .如 果 这 条件 得 不 到 满足 ,就 不 能 构成 复合 映射 . 
例 1.2.5 É X=Y=U,=U;=R,Bhš # 与 /为 ; 
g: X—U, 


жт” u = Sng 


f: U, — Y 
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BA R,=[-1,1JCD,, ЖАИ A 
Тедс: X— Y 


r— у = (р(х) = 2208-5 


1 + sin x 
1.26 设 映射 g 与 /为 
g: Е Е 


ж u = l-r’ 


1: R'— R 
ие y = Һи. 
Д R.=(-— c ,1]2 D ., ЖЛ УУЛ ARA feg. 
但 车 将 映射 g 的 定义 域 缩小 ,就 有 可 能 构成 复合 映射 。 比 如 今 
g iX = (- 1,1l) — R 


к= u = 1 - xš 


1: R'— R 
и y = | x. 
M| R. = (0,11<Р,, ЖИНДИ Я ДЕЙ 
fg Х-(-1,7-5К 
r— у = | (1- z2), 
要 注意 ,映射 f 和 &g 的 复合 是 有 顺序 的 ,这 就 是 说 , 产 g 有 意义 并 不 意味 
g* 了 也 一 定 有 意义 ,即使 都 有 意义 , 即 R,C D, S R,C D, 都 满足 ,复合 映射 
Frg 与 go* 太 一 般 来 讲 也 是 不 同 的 . 
特别 地 ,车 将 映射 了 与 它 的 道 映射 广 ' 进 行 复合 , 则 得 到 下 述 两 但 等 式 ; 
/° ГГ Му) = у, y€E Ву; 
f'e х) = х, ЄХ. 


#1 1.2.7 y=sin z:| — Жут | 1-1,1], Ой 
z = arcsin у: [—1,1]-= ЕЕЗ! 

通过 复合 运算 ,可 得 到 恒等式 
sin(arcsin y) = y，yE[ -1.1 


аттап) = z, лЄ БА! 
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一 元 实 耳 数 
若 在 定义 1.2.1 中 特 呈 地 取 集 合 XCR, 集 合 Y= 及 , 则 映射 
f: X—Y 
шш у= Ка) 
称 力 一 元 实 函 数 ,简称 函数 . 由 于 函数 表示 的 必 是 实数 集合 与 实数 集合 之 间 的 
对 应 关系 ,所 以 在 其 映射 表示 中 ,第 :行星 不 需要 的 ,只 要 写成 
у= х), € X( = Ру) 

Ж НАТ. ҮЕ" RR y= f(z) 或 "函数 f". HE 上 表示 一 种 对 应 规则 ,对 于 
每 -Т.ЄО 它 确定 了 唯一 的 y= F(x)ER 与 x 相对 应 . 

例如 ,我 们 将 一 块 边 长 为 a 的 正方 形 铁皮 ,在 四 个 角 上 各 前 去 一 个 边 长 
为 的 下 正方形 ,做 成 一 个 无 盖 的 方 盒 ( 如 图 1.2.1), 显 然 方 盒 的 容积 为 V = 


х(4-22У,М х в (0,2). 


1.2.1 


分 析 一 下 对 应 关系 У=х(а-—2х)*, EPEE x 是 主动 变化 的 ,我 们 称 
它 为 自 变量 . 随 着 у 的 变化 ,容积 У 随 之 发 生变 化 ,我 们 称 它 为 因 变 量 . 当 自 
变量 在 定义 域 D = (0, 扫 ) 中 取 任 一 数值 时 , 因 上 变量 相应 有 哈 一 确定 的 数值， 
因 变 量 对 于 白 变量 的 这 种 依赖 关系 就 叫 作 函 数 关系 . 

在 观察 自然 现象 和 分 析 社 会 活动 时 ,可 以 发 现存 在 着 许 许多 多 的 变量 , 它 
们 存 一 定 的 约束 关系 制约 下 千变万化 . 这 里 给 出 的 一 元 实 函数 是 只 含有 一 个 
自 变量 与 一 个 因 变 量 的 函数 关系 ,以 后 会 进一步 讨论 多 元 函数 (含有 多 个 白 变 
区 的 函数 关系 ) 与 向 量 值 函 数 (含有 多 个 因 变 量 的 函数 关系 ). 
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初等 函数 

我 们 对 下 面 5 22802 204 ЗАЛ 1: 

ЖА: yz =(aCR, Ж К у= C uj US Q U BFF), 

指数 图 数 ; y=art(a>0 ах1), 

АЖЕК: y=lgr(a>0 H ат! ,特别 , 当 a=e=2.71828… 时 ， 

记 为 y=]n z), 

= #88. Ш! утеп, усов х, у= апл 等 ， 

БЭЛ : 如 y=arcsin х. у = агссоѕ с, y= arctan т 等 ， 

ХЕК T ЗЕ 8183 

H 3 АЗДА И КЫК q H| P: 9: a PT P= zE Нура Ку 
Ш 例如 у= ar? + bz + cy = 21 „y= sin Èt окт, уте + 
arctan 二 等 等 都 是 初等 函数 

初等 函数 的 自然 定 史 域 是 指 它 的 自 变 芥 的 最 大 取 值 范围 ,例如 >" (x 是 
АЎ), зп zyarctan r, а" (а >0,a 1) 538135 ) B Жж X BO SEE R = 
(— оо, +œ) og, zfa>n0,a 天 1 的 自然 定义 域 是 及 = (0, + co);arcsin + 的 
自然 定义 域 是 和 一 1,1];z 的 自然 定义 域 则 要 视 a 向 定 ,例如 :x3 的 自然 定义 
域 是 及 = {~ 00,+00);x -3 的 自然 定义 域 是 R\ I0) =(-,0)U(0, + =); 
局 的 自然 定义 域 是 [0, +оо) z -4 的 自然 定义 域 是 及 * = (0, + оо) 

一 般 说 来 ,给 出 一 个 因数 f(z) 的 具体 表达 式 的 同时 应 该 指出 它 的 定义 
域 ,否则 即 硼 示 上 默认 该 函数 的 自然 定 头 域 为 其 定义 域 ， 

例 1.2.8 求 下 列 梓 等 函数 的 自然 定义 域 与 值 域 . 


2111 Ш . 2-1 
(П}у=х+-=, (2) у = arcsin си 


(3)у-43422-22, Mynai. 

# (DD=(-%,0) U0, +оо), = (– оо, –-21012, +œ). 
2)0-1-1,21,8-1-25| 
(3) 0-1-1,31,Е-10,21. 
(4)0-0-1,2ХЛ4, +9), В=(- соо, +оо), 


需要 指出 ,即使 两 个 函数 关系 看 上 去 完全 相同 , 世 不 一 定 能 说 这 两 个 图 数 
就 是 等 同 的 ,因为 它们 的 定义 成 可 能 不 相同 . РА /(z)=smn zr S g(r)= 


тіп л Ay p =(=, + о) 0, = ( — ‚000, + о), FA ПЖ 
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的 是 不 同 的 前 数 . 

当 两 个 孙 数 不 仅 汕 数 关 系 相间 ,而 且 和 定义 域 也 相同 时 (于 是 它们 的 值 域 必 
然 相 同 ) ,它们 上 家 示 的 是 相同 的 沼 数 ,至 于 此 时 自 变量 与 因 变 量 采 用 什么 符号 
倒是 元 关 紧 要 的 ,例如 у=зпт,кЄ(—со,„+оо у u =sino, иЄ (o, 
+ co) 表示 的 是 同一 个 函数 ， 

函数 的 分 段 表 示 , 隐 式 表示 与 参数 表示 

A.B 是 两 个 互 不 相交 的 实数 集合 ,wtx) 和 tx) 星 分别 定义 在 集合 
A 和 集合 B 上 的 函数 , 则 


plr), z€ A, 

f) = plr), +€ B 
是 定义 在 集合 AUB 上 的 明 数 .这样 的 表示 方法 称 为 函数 的 分 段 表 示 . 这 里 
函数 了 是 分 成 两 段 来 表示 的 ,事实 上 ,分 段 表 示 可 以 分 成 任意 有 限 段 , 甚 至 无 
限 多 段 ， 

例 1.2.9 设 一 辆 汽车 从 甲 城 驶 往 乙 城 . 先 从 出 发 地 驶 到 高 速 公路 ,车速 
45km/h,#E T 40 分 钟 .然后 在 高 速 公路 上 以 100km 町 的 速度 行驶 了 工 小 时 
45 分 钙 . 最 后 从 高 速 公 路 出 日 行驶 到 乙 城 的 目的 地 ,车 速 40km h, # Г 30 分 
钟 . 求 汽车 行驶 的 路 程 ( 单 位 :km) 与 行驶 时 间 { 单 位 ;ht 小时) 之 间 的 上 较 数 关 系 . 

解 


[451, 0<t<4, 

_ 2 2 2 
slz) = 30 + 100( —-у), 35025219 
Э. 5 (8! 
205 + 40(z — 2 77), 21550521 


ТЭ ПЛ НДЕ АНУ Взе ВЯ. 
例 1.2.10 符 导 明 数 sen x (图 1.2.2): 


图 1.2.2 


T 
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1, х 20, 
зп х= 5 Ü, х= 0, 


-1, x< 0. 


ВАЕ Ва р (~ оо, +оо), AmE Ё--1-1,0,11. 
1.2.11 “整数 部 分 "函数 (图 1.2.3); 
у= [=] = я, n=# z< n+1,n € Z. 


BI 1.2.3 


ЗОН ХЭД, D = (— оо, +оо) ARE R = Z. 
例 1.2.12 “ 非 负 小 数 部 分 "函数 (图 1.2.4): 
у= (=) = х- (51, rE(-%,+%). 


1.2.4 


它 的 定义 域 是 万 =(-co,+o), 值 城 是 尺 =[0.1). 
PELINE W Г с3.4,4(:1-3,(:):0.4431 х= 一 2.7, 有 
[z]= -3,(z)=0.3 等 等 .显然 ,对 于 任意 实数 z AS [ 2) (5) =. 


“ш. 第 一 章 RASMA 


前 面 质 举 铺子 的 共同 特点 是 函数 形式 均 为 y= f(x), 即 因 变 量 у 单独 放 
在 等 式 的 一 边 ,而 等 式 的 另 一 边 是 只 含有 自 变量 < 的 表达 式 ,这 称 为 函数 的 
显 式 囊 示 .而 所 谓 函 数 的 降 式 表示 ,是 指 通过 方程 Е(х,у)=0 FRETE у 
与 7 之 间 函 数 关系 的 方式 ,这 也 是 -种 重要 的 函数 表示 形式 . 

例 1.2.13 图 的 标准 方程 ty RK 反映 了 变量 x 与 y 之 间 的 特定 
关系 ,由 于 当 zE(- 及 , 民 ) 时 ,对 应 的 y 不 是 唯一 确定 的 ,所 以 从 整体 来 讲 ， 
变量 y 还 不 能 说 是 变量 x HAR. 

但 在 -~ 定 的 条 件 下 ,如 要 求 yR y 拟 0), 即 只 考虑 上 半 图 周 (或 下 半 
图 周 ) 时 ,变量 y 就 是 变量 z 的 函数 了 , 且 可 显 式 表示 为 y= R2- а, >€ 
[一 RR,R]( 或 y= = Е?-х?,хЄ[-В,В)). ЖЕ z’ tyt R2 , ур0(8ї у 
<0) ЖЕ л. оти. 

1.2.14 天 体力 学 中 著名 的 Kepler 方程 ; 

у= + + sin y. 
其 中 sE(0,1) 是 一 个 常数 ,也 反映 了 变量 x 与 y 之 间 的 特定 关系 ,以 后 我 们 
会 知道 ,y 确实 是 :z ӨР, ШЕ Keper 方程 就 是 这 一 水 数 关 系 的 隐 式 表示 
形式 . 

在 表示 变量 x 与 y 的 旺 数 关系 时 ,我 们 常常 需要 引入 第 三 个 变量 (例如 
参数 i) ,通过 建立 1 与 .i 与 y 之 间 的 函数 关系 ,间接 地 确定 х Бу 之 间 的 
ЕС, 0 

r= z(t), 
у = y(:), 
这 种 方法 称 为 函数 的 参数 表示 ， 

W Х={х|хл=дх(),4Є[а,.Ь}!,Ү=|у]у=у(:), Ela, 511, ЕЖ 

参数 表示 所 确定 的 函数 关系 即 为 
РХ — Y 
xr = xz(t) ->y = yle). 

例如 ,对 于 铺 1.2.13 PARAE =° + уг = К? 所 确定 的 函数 关系 ,可 以 
ПАЗ. 表示 x 轴 正 向 按 逆 时 针 方 向 旋转 至 射线 OP 的 角度 (以 强度 为 单 
М), КР P= Р(х,у) EEE A 1.2.5). 则 对 于 上 半 贺 周 (或 下 
ЭЕ Л), х 与 y 的 函数 关系 可 表示 成 


|z = Ко t, 


#Є [а,Ь]. 


| А re Or] (2026 [z,2=]). 
|y = Кяп t, 


旋 轮 线 又 称 摆 线 , 它 表 示 … 只 滚动 的 轮子 的 边缘 上 一 点 的 运动 轨迹 .如 果 
将 旅 轮 线 放 在 平面 真 角 坐标 系 中 ,要 直接 求 出 旋 纶 线 上 一 点 的 横 坐 标 x 与 纵 
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图 1.2.5 


坐标 y 之 同 的 函数 关系 是 很 困难 的 . 下面 我 们 通过 下 人 适当 的 参数 ,推导 旋 轮 
线 所 表示 的 函数 关系 的 参数 表示 . 

例 1.2.15 半径 为 1 的 轮子 置 子平 地 上 ,轮子 边缘 一 点 А 与 好 面相 接 
触 . 求 当 轮子 滚动 时 ,A 点 运动 的 函数 表示 . | 

ШШН1268 05 METRIN А 点 的 坐标 为 A(z,?)》. ЗВ 
子 滚动 到 P 点 时 ,线段 加 的 长 度 等 于 贺 红 AP 的 长 度 ,也 等 于 轮 予 转 过 的 角 
度 (以 驱 度 为 单位 , 见 例 2.4.5 8088). 


图 1.2.6 


令 参 数 + 表示 轮子 转 过 的 角度 ,于 是 得 到 
хэ 1-1, 1 € [0, + eo). 
y = Í — cos ғ, 
此 即 为 旋 轮 线 的 参数 表示 . 
函数 的 简单 特性 
(НЕ 


ЖУ123 884817 3 m 和 网 ,使 函数 у= F(z),z€ D ЖА 


. 20 Ж-98 ”集合 与 映射 


m= fl EM, x€ D, 

ШД ВЭ f k TCD SM. ЁР эж R.M 是 它 的 上 界 . 

注意 当 一 个 画 数 有 界 时 , 它 的 上 界 与 下 界 不 唯一 .由 上 面 定义 可 知 ,任意 
小 于 m 的 数 也 是 广 的 下 界 .任意 大 于 МЕ ЖЕДЕ Г ЕЗ. 

有 界 函 数 的 男 一 定义 是 

“在 在 常数 Х0,/88Ж у= f(z)88 K |f(z)|s<X,z€ D. 
容易 证 明 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 

(2) 单 调 性 

ЖХР24 ЯАЖ = (х), хер, FHE ro D, 3 т< r> 
时 成 立 fle PSS rAMA УС) «СУ (х) ША f kx C D 单调 增加 
《或 严格 单调 增加 ) ,通常 记 作 ff 不 (或 了 严格 个 ); 著 对 任意 z i. z, €C D, Ж т, 
< x, ARA f(z,)22 f(z;)( (о) > f(z;)) АЖ f £ x€ D 单调 减 
少 { 或 严格 单调 减少 ) ,通常 记 作 fF Y (或 了 严格 站). 

ЙШ,у=х?,у=а“(а:>1),у =1ор„кба >l), у = arctan r 等 图 数 在 它们 
的 定义 域 中 都 是 严格 单调 增加 的 ;而 y= ar(0<a<1),y=logsr(0<a<<1)， 
у = атсеєс\ х 等 等 图 数 在 它们 的 定义 域 中 都 是 严格 单调 减少 的 jy= [z] E 
调 增加 的 ,但 不 是 严格 单调 增加 的 . 

也 有 许多 六 数 在 它 的 自然 定 交 域 中 并 非 单调 ,但 在 较 小 的 荡 围 内 却 具 有 
单调 性 .例如 у= х2 {Е(— со, +) 不 具有 单调 性 ,但 在 ( — ee,0j 是 严格 单调 


减少 的 ,人 在 10, + ee ) 是 严格 单调 增加 的 jy = sin = #|2ях-,2пт+-5 (л 


EZ) 是 严格 单调 增加 的 ,在 | Ол +1)к-Ж,(2як+1)+5 (ал) але 
单调 减少 的 . 

(3) #181 

ЕЎ 1.25 ЖАШ FR X Ар ЖТА, Ср -xCD. 
车 对 一 切 rC D, & 3 (0-х) = fz), lp ГАВЕА: А-1) xz € 
卫 , 成 立 f(-z)= – Р(х), ШЕ ГНА. 

TR ® и ЖОЕ IE АГ ‚ЇЙ АЖЕП Ж у 轴 对 称 . TET 
HAHAA ПН ОГО, + oo] 上 讨论 函数 的 性 质 , 再 出 对 称 性 捧 
出 它 在 了 站 (一 %,0] 上 的 性 质 . 

例如 ,y= z), у= sin z, у = tan z S pÑ ЖООБ АРАК, 面 у= х?,у= 
сов, у= |z 2 A $r as E РАЯ. 


例 1.2.16 判断 函数 e)z (42080848 E. 
解 ” 因 为 
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所 以 /(z)= 一 一方 是 奇 函 数 


1 +а? 

(4) H FE 

EX 1.2.6 车 存在 常数 工 >0, 使 得 对 一 切 工 和 也 ,成 立 [(т+Т)= 
х), ДАЖ ERRAR, ЖА e iB 若 存 在 满足 上 述 条 件 的 最 小 
HT, URCA 了 的 最 小 周期 . 

显然 ,周期 函数 了 的 定义 域 了 必须 满足 条 件 ; 对 一 切 >C D, 8 z+ T€ 
D. 

例如 ,y=sinz (0 оо, + со) Е ДРА, —172пт(лЄМ')Ж E 
它 的 周期 ,其 中 ,2x 是 它 的 最 小 局 期 .y= tan х 也 是 周期 函数 , 它 的 定义 域 是 


{—,+)\ 


пх+ 5 n€ Z + 


т 是 它 的 最 小 周期 .但 并 非 每 个 周期 函数 都 有 最 小 周期 ， 
例 1.2.17 Dirichlet 函数 
0, z 为 光 理 数 ， 
1， 工 为 有 理 数 . 
容易 判断 这 是 一 个 周期 函数 ,任何 正 有 理 数 都 是 它 的 周期 , 因为 不 存在 最 
小 正 有 理 数 , 所 以 它 不 可 能 有 最 小 周期 . 
对 于 周期 函数 ,我 们 只 需要 研究 它 在 一 个 周期 上 的 性质, 再 根据 周期 性 推 
HEARKE В ЕЕ. 
两 个 常用 不 等 式 
下 面 介绍 两 个 重 可 的 不 等 式 ,它们 不 仅 在 数学 分 析 的 证 明 中 频繁 出 现 , 面 
且 在 其 它 数学 分 支 中 也 都 有 广 滋 的 用 途 . 
定理 1,2.1{ 三 角 不 等 式 ) 对 于 任意 实数 a 和 ,都 有 
ат-та + АЇК (4181. 
证 因为 对 于 任意 实数 a 和 5 ,都 有 
-|а1|8| ав «41151, 


р(х) = | 


所 以 
1412-2141161-181 5624: 266442 |а? -21а||8| 4161, 
开 方 后 就 得 到 上 述 不 等 式 . 


。 22 ， 88-45 8558) 


以 后 我 们 会 看 到 ,对 于 整个 数学 领域 ,三 角 不 等 式 可 以 说 是 无 处 不 在 . 
定义 1.2.7 设 Airaa ada Жн МЕЖ 


qita +‘ Ба l 1 1 
—, Valasa, 让 | 一 十 一 十 十 一 


” 1 42 ал 
是 它们 的 算术 平均 值 , 几 何平 均值 和 调和 平均 值 ， 
这 三 个 平均 值 之 间 成 立 如 下 关系 ; 
定理 4.2.2( 平 均值 不 等 式 }) 对 任意 FER aa an A 


dyi tat са 1 1 
2а > ama > (12-41 + + 2), 


п 
等 号 当 且 低 当 aan a, ЛЕН Ез. 
这 就 是 说 ,算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 ,几何 平均 值 不 小 于 调和 平均 
ЇЕ. 
Ш 先 证 明 左 边 的 不 等 式 


ар a,+ сс +a 
Soari faa Taraz a.. 


H 


当 ?2=1,2 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 


аж 


当 n=2:(hEN' ) 时 ,不 等 式 是 5 和 > a5 的 直接 推论 . 
Щщ пт В, ЄМ“, 8 271« «2510 
Vajag a, = a, 
在 ajsa a, 后 面 加 上 (2 -n)a RETER? 个 正 数 .对 这 2 ТЭР 
数 应 用 不 等 式 ,得 到 


1 
Ala: + as + = + a, + (2! — nja | (a asa a "yz = a, 
整理 后 即 有 
+ a> 十 … 十 
AALE da > VaT. 


н 


对 二 ,二 ,…, 土 使 用 上 面 的 结论 , 便 得 到 右边 的 不 等 式 , 


1 @2 


证 毕 
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53) 
L Ë 5 = іа, 8,7, Т la,b,cl, ВЕРВЕН /:5-» Т? 
其 中 哪些 是 双 射 ? 
2.(1) 建 立 区 间 [a ,与 [0,1j 之 间 的 一 一 对 应 
(2) 建 立 区 间 (0,1) 与 (一 吕 , + 吕 ) 之 间 的 一 -一 对 应 ， 
3. 将 下 列 函 数 / 和 g 梅 成 复合 函数 ,并 指出 定义 城 与 值 域 : 
(у= (и) = 1а к, u=glr)= x-3; 
(2) у= (и) = аюзіп и, и = а(х) е; 
(3) у= fiu )= и-1, u= g(xr)= see £i 


(4)y=flu)= Vu, u=gle)= 2, 
4, тя наа АТ. 


2 1 
(у= arcsin “2523 (2)y 
5. 求 下 列 钞 数 的 自然 定义 域 与 值 域 . 
(1)у=1пап z; (2)y=. cos z; 
(3)y=V 4-3r- r? ()y= + 
б. БЕУ 和 g 是 否 等 同 ， 
(1) (т) = x2, g(z)=2]n z; 
(2)/(z)=sec2z тапк, р(х) = 1: 
(3) (=) = зіп + сов, д(х)=1; 
TGR (2+3) = 25° - За + 55-1, Л) 


aye (22) 3 сү РО). 


B И) ра Ж f° РРР b BR RB ЗК, 

9. 证 明 : 定 义 于 (- co, + co) ЕВНА АО т А — Ч 5 — 
Лар TU. 

10. 写 出 折线 ABCD 所 表示 的 函数 关系 y= f(x) 的 分 段 表示 ,其 中 A = 
(0,3), B=(1,-1), С=(3,2), р(4,0). 

11. 设 /(х тИ 1.2.7 ИЖАУ, H HPB у= flr) rE 
[0 ,2] 的 表达 式 ， 

12. 一 玻璃 杯 装 有 和 孙 ,水 .煤油 三 种 次 体 , 密 度 分 别 为 13. 6g/cnr ,1gAean ， 


si(a? -1). 


第 二 章 ”第 列 极限 


&1 买 数 系 的 连续 性 

LAR 

数学 分 析 讨 论 的 是 实 变量 之 间 的 函数 关系 . 换言之 ,在 数学 分 析 中 ,变量 
的 取 值 范围 是 限制 在 实数 集合 内 的 ,因此 有 必要 首先 了 解 实 数 集合 的 一 个 重 
要 的 基本 性 质 一 一 连续 性 .我 们 先 来 考察 一 下 数 系 的 扩充 历史 ， 

人 类 对 数 的 认识 是 从 自然 数 开始 的 . 若 一 个 集合 中 的 任意 两 个 元 素 进行 
了 某 种 运算 后 ,所 得 的 结果 仍 属于 这 个 集合 ,我 们 称 该 集合 对 这 种 运算 是 封闭 
的 .显然 ,任意 两 个 自然 数 mm 与 ,其 和 m + 与 积 mn 必定 还 是 自然 数 , 即 
自然 数 集合 对 于 加 法 与 乖 法 运算 是 封闭 的 .但 是 自然 数 集合 对 于 减法 运算 并 
不 封闭 , 即 任意 两 个 自然 数 之 差 不 一 定 还 是 自然 数 . 

当 数 系 由 自然 数 集合 扩充 到 整数 集合 后 ,关于 加 法 ,减法 和 闭 法 都 圭 
闭 了 , 即 对 于 任意 两 个 整数 р, ас, Н.З ВЕЖА: p + gEZ, pg 
EZ, 但 是 ,整数 集 儿 关于 除法 是 不 封闭 的 ,因此 数 系 又 由 整数 集合 УЛ ЖУ 
有 理 数 集合 Q= z|z= ,PEN ,gEZi ,显然 ,有 理 数 集合 Q 关 于 加 法 、 
减法 ,乘法 与 除法 (除数 去 0) 四 则 运算 都 是 封闭 的 . 

让 我 们 从 用 何 直观 上 来 分 析 一 下 . 取 一 水 平 直线 ,在 上 面 取 定 一 个 原点 
О.БЕО 的 右 方 取 一 点 A IRR OA 作为 单位 长 度 , 这 样 就 建立 了 一 个 从 
标 轴 . 在 这 个 坐标 轴 上 ,整数 集合 工 的 每 一 个 元 素 都 能 找到 自己 的 对 应 点 ,这 
些 点 称 为 整数 点 .因为 它们 之 间 的 最 小 间 了 跑 为 1, 我 们 称 整数 系 ZRA NA 
ЇЕ”, 

显然 ,有 理 数 集合 Q цацан PEN’ ,qdEZ) 也 都 能 在 这 坐标 轴 
上 找到 自己 和 的 对 应 点 ,这 些 点 称 为 有 理 点 .由 于 对 固定 的 pEN' ,以 p 为 分 母 
的 无 限 个 有 理 点 在 和 华 标 轴 上 按 间 隔 开 离 也 依次 排列 ,因此 对 坐标 轴 上 的 任意 


区 疝 , 设 它 的 长 度 为 5>0, 则 该 区 间 中 必 含有 以 POEA AERAR 
由 此 可 知 ,在 坐标 轴 的 任意 一 段 长 度 大 于 0 的 线段 上 ,总 存在 无 穷 多 个 有 理 
-点 . 换 句 话说 ,在 坐标 轴 上 有 理 点 是 密密麻麻 的 ,我 们 称 有 理 数 系 Q R£ “B 
密 性 ”. 

既然 有 理 数 系 Q 是 如 此 的 稠密 , 粗 粗 想来 , 它 似乎 已 经 是 尽善尽美 了 ,其 
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实 不 然 . 比如 说 ,者 用 表示 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 , 这 个 с 就 无 
法 用 有 理 数 来 表示 .这 可 以 通过 反 证 法 来 论证 ;根据 勾 股 定理 ,ce = 2 # c= 


тий P. QCN Н р.у УЖ, ДА 22 =2p?. 由 于 奇数 的 平方 必 为 奇 


数 ,因此 о 是 偶数 . 设 g=2r ,rEN' ,又 得 到 p*=2x, 也 就 是 说 pp 也 是 偶数 ， 
这 就 与 p,g ЗААВ БАЕТА, Е c 不 是 有 理 数 . 换 句 话说 ,有 理 数 集合 
刀 对 于 开 方 运算 是 不 封闭 的 . 

所 以 ,有 理 点 虽然 在 坐标 轴 上 密密麻麻 ,但 并 没有 布 满 整 条 直线 ,其 中 留 
有 许多 空隙”, 如 与 单位 正方 形 对 角 线 长 度 对 应 的 点 c 就 位 于 有 理 点 集合 的 
“WU PNE 2.1.1). 
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2.1.1 


注意 到 有 理 数 一 定 能 表示 成 有 限 小 数 或 无 限 循 环 小 数 ,很 自然 会 想到 , 扩 
充 有 理 数 集合 日 最 直接 的 方式 之 一 ,就 是 把 所有 的 序 限 不 循环 小 数 ( 称 为 无 
理 数 ) 吸 纳 进来 .我们 将 全 体 有 理 数 和 全体 恩 理 数 所 梅 成 的 集合 称 为 实数 集 
R: 

R= {х|х 是 有 理 数 或 无 理 数 | . 

下 面 将 会 了 解 ,全 体 无 理 数 所 对 应 的 点 ( 称 为 无 理 点 ) 确 实 填补 了 有 理 点 在 坐 
标 轴 上 的 所 有 “空隙 ”, 即 实数 铺 满 了 整个 数 轴 . 这 样 ,每 个 实数 都 可 以 在 坐标 
轴 上 找到 自己 的 对 应 点 ,而 坐标 轴 上 的 每 个 点 又 可 以 通过 自己 的 坐标 表示 唯 
一 一 个 实数 .实数 集合 的 这 一 性 质 称 为 实数 系 的 “连续 性 ”为 了 强调 实数 
系 所 特有 的 这 种 连续 性 ,RR 又 被 称 为 实数 连续 统 ,而 那 条 表示 实数 全 体 的 坐标 
轴 又 称 为 数 轴 ， 

实数 系 的 连续 性 是 分 析 学 的 基础 ,对 于 我 们 将 要 学 习 的 极限 论 、 微 积分 万 
至 整个 分 析 学 具有 无 比 的 重要 性 . 可 以 说 , 正 是 因为 有 了 连续 性 ,实数 系 才 成 
为 数学 分 析 课 程 的 “活动 基地 的 . 

实数 系 及 的 连续 性 ,从 几何 角度 理解 ,就 是 实数 全 体 布 满 整个 数 轴 而 没 
Af” ,但 从 分 析 角 度 阐 述 , 则 有 多 种 祖 互 等 价 的 表述 方式 ,在 本 节 中 将 要 
讲述 的 “ 确 界 存在 定理 ”就 是 实数 系 R 连续 性 的 表述 之 一 ， 
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最 大 数 与 最 小 数 

下 面 我 们 讨论 实数 集 R 的 各 种 子 集 ,简称 为 数 集 ， 

为 了 表达 上 的 方便 ,引入 两 个 记号 :3 "表示 “存在 ”,“Y RR ATIE 
意 给 定 的 "或 “对 于 每 一 个 ”例如 

АСВФ YrEA, 有 rEB, 
ACB Jw C A fE > € B. 

设 S 是 一 个 数 集 , 如 举 了 5E S EV rC S. rae 21:55 
的 最 大 数 , 记 为 ё=тах Si ШЖ ЗуС 5, HEVES, A ха, Ї у 
RS 的 最 小 数 , 记 为 у= тіп S. 

当 数 集 S 是 非 空 有 限 集 , 即 S 只 售 有 有 限 个 数 时 ,maxS 与 min S 显然 
存在 , 且 шах S 是 这 有 限 个 数 中 的 最 大 者 ,min S 是 这 有 限 个 数 中 的 最 小 者 . 
BEN S 是 无 限 集 时 ,最 大 数 及 最 小 数 就 有 可 能 不 存在 . 

例 2.1.1 集合 A= [zlz 守 01 没 有 最 大 数 , 但 有 最 小 数 ,min A =0. 

例 2.1.2 ШНА В-1:10 211 Н Х . 

证 HAER. 


假设 集合 в 有 最 大 数 , 记 为 8. 岂 BE 10,1), я = -Ac[0,1), 但 


是 有 >>B, 这 就 与 8 是 集合 B ИЖ ХЕ ЕЛЕ. ЕЁ B 没有 最 大 数 . 
证 毕 

上 确 界 与 下 确 界 

设 $ 是 一 个 非 空 数 集 ,如 果 了 MER, 使 得 YzE S.S >= М,ШЖ M 是 
SH- TER: ME 1тЄВ ,їЭүул6Є5,Ө хот, ж B S 的 一 个 下 
界 . 当 数 集 S 既 有 上 界 , 又 有 下 界 时 , 称 S 为 有 界 集 .显然 

SHARR 3 和 > 0, 使 得 Vr € sS Eles x. 

设 数 集 S 有 上 界 , 记 U 为 8S 的 上 界 全 体 所 组 成 的 集合 , 则 显然 U 不 可 
能 有 最 大 数 , 下 面 将 证 明 : U 一 定 有 最 小 数 . 设 U 的 最 小 数 为 8, 就 称 8 为 数 
$ S 的 .上 确 界 , 即 最 小 上 界 , 记 为 

B = sup 5. 

从 上 面 的 叙述 ,可 知 上 确 界 有 满足 下 述 两 性 质 ， 

1.8 是 数 集 5 的 上 界 ; V r€ S,f x 所; 

2. 任 何 小 于 8 的 数 不 是 数 集 5 的 上 界 ; Ye 20, 1хЄ5,/МЗ х >p e. 

又 假 著 数 集 S 有 下 界 , 记 工 为 S 的 下 界 全 体 所 组 成 的 集合 , 则 显然 工 不 
可 能 有 最 小 数 ,同样 可 以 还 明 ; LL 一 定 有 最 大 数 . 设 工 的 最 大 数 为 a, 就 称 a 
为 数 集 S 的 下 确 界 , 即 最 大 下 界 , 记 为 


а = ілі S. 
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类 似 地 ,下 确 界 a 满足 下 述 两 性 质 : 
l.a 是 数 集 5S 的 下 界 ;: YTES, 有 r>a; 
2. 任 何 大 于 a 的 数 不 是 数 集 S 的 下 界 : Ye >0, 3565, #18 rate. 
定理 2,1.1{ 确 界 存在 定理 一 一 实数 系 和 连续 性 定理 } ZALLARA 
必 有 上 确 界 ; 非 室 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 . 
证 由 例 1.2.11 和 例 1,2.12, 尾 何 一 个 实数 可 表示 成 
T= [z=]+ (z), 
其 中 Lx] 表示 х 的 整数 部 分 ,(z) 表 示 r 的 非 负 小 数 部 分 .我 们 将 (z) 表 示 成 
无 限 小 数 的 形式 
(x) 50.а:4г 7427, 
其 中 elyaz，as 中 的 每 一 个 都 是 数字 0,1,2,…, 中 的 -- 个 .车 (z) 是 有 
限 小 数 , 则 在 后 面 楼 上 无 限 个 0, 这 称 为 实数 的 无 限 小 数 表示 . 注意 无 限 小 数 
0. 21277" 000": (0,70) 508/1 0. ааз (а – 1)999--- НАН), у 
保持 表示 的 唯一 性 ,我 们 约定 在 (z) 的 无 限 少 数 表 示 中 厅 出 现 后 者 .这 样 , 任 
何 一 个 实数 集会 S 就 下 以 由 一 个 确定 的 无 限 小 数 的 集合 来 表示 
lao + Ü.aiay a | ад = (21,0. аата = (z),z € 51. 
设 数 集 S 有 上 界 , 则 可 令 S 中 元 率 的 整数 部 分 的 最 大 者 为 ao( ao 一 定 存 
在 ,否则 的 话 ,S 就 不 可 能 有 上 界 }, 并 记 
So = jzlzES 并 且 [z] = ogl. 
显然 So 不 是 空 集 ,并 且 YzES, 只 要 ES30, 就 有 工 忆 an0， 
再 考察 数 集 So 中 元 素 的 无 限 小 数 表示 中 第 一 位 小 数 的 数字 , 令 它 们 中 
最 大 的 为 ар. ЭС 
51 = jxz|x ES 并 有 .的 第 一 位 小 数 为 ali. 
显然 S EPET, HAYES, HE rESI, 就 有 <<as+0.ai. 
一 般 地 ,考察 数 集 S. 1 中 元 素 的 无 限 小 数 表示 中 第 л 位 小 数 的 数字 , 令 
它们 中 最 大 的 为 a, ,并 记 
S, = [z]z= € Sa ЖА z а 位 小 数 为 o |. 
显然 S, 也 水 是 空 集 EHRHVrC S, RE TES, ,就 有 х<ау+0.аау an. 
不 断 地 做 下 去 ,我 们 得 到 一 列 非 空 数 集 SDS DS DADS, D M 
ЯГ ау, ородо," ао", ЇЕ 
ар Є Zi 
аъ Є 10,1,2,/5,0О|,ҮВБЄ МЇ. 


B = ар 十 0.аца "а, 
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下 向 我 们 分 两 步 证 明 8 就 是 数 集 S 的 上 确 界 ， 
(DYzES, 或 者 存在 整数 n20, E >€ S, ;或 者 对 任何 整数 a20, 
有 ®Є5,.Ж xE Sn, 便 有 
z < aq + 0. «туа, < 8. 
#x=€S (Vr CN). H S, 的 定义 并 逐个 比较 zx 与 8 的 整数 部 分 及 每 一 个 小 
数位 上 的 数字 , 即 知 =p. MAYES, E rp, i 8 是 数 集 S 的 上 界 ， 
(2) Уе >0, 只 要 将 自然 数 no 取得 充分 大 , 便 有 


д 
1075 < Е. 


Ж хос S。, 则 8 与 zo 的 整数 部 分 及 前 no 位 小 数 是 相同 的 ,所 以 
B — zu == 5 < е, 
Ep 
zo> p-e, 
即 任何 小 于 8 ҤЖ4—- 不 是 数 集 S 的 上 界 ， 

同 理 可 证 非 空 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 ， 

证 毕 

注意 在 上 面 的 证 明 中 ,上 确 界 8 的 无 限 小 数 表 示 可 能 不 符合 我 们 的 约 
定 ,例如 S= 10.9,0.99,0.000,... 1 J 用 =0.999…9…-. 但 这 并 不 影响 我 们 的 
证 明 ,事实 上 ,我 们 关心 的 只 是 上 确 界 8 这 样 一 个 实数 的 存在 性 . 

关于 数 集 的 上 (十 ) 确 界 有 下 述 的 唯一 性 定理 : 

定理 2.1.2 非 空 有 界 数 集 的 上 (下 ) 确 界 是 唯一 的 . 

定理 的 证 明 留 给 读者 ( 抑 习 题 5), 

确 界 存在 定理 反映 了 实数 系 连 续 性 这 一 基本 性 质 ,这 可 以 从 几何 上 加 以 
理解 :假若 实数 全 体 不 能 布 满 整 条 数 轴 而 是 留 育 “ 空 绽 ”, 则 “ 空 队 ” 左 边 的 数 集 
就 没有 上 确 界 ,“ 空 党 "右边 的 数 集 就 没有 下 确 界 ,比如 ,由 于 有 理 数 集合 QE 
数 轴 上 有 “空隙 ”, 它 就 不 具备 实数 集 台 及 所 具有 的 " 确 界 存在 定理 ” ,也 就 是 
说 :@ 内 有 上 界 的 集 人 台 人 未 必 在 口内 有 它 的 土 确 界 ， 

例 2.1.3 Ü T=|l|+z|>€C ОН х>0,22<21, 8 Т. ОЛЕНКЕ Л. 

证 ЖЕШ, 


假设 荆 在 Q 内 有 上 确 界 , 记 sup 了 =(m,nEN* 且 m,n EA) MWERA 
1< (2) <з. 

由 于 有 理 数 的 平方 不 可 能 等 于 2, 于 是 具有 下 述 两 种 可 能 ; 

ам«(2-) o, 
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од дон. EA л 
12 2 213 2.8 |0«6:«1.9» тэ тт?» 8760. 


2 3 
由 于 让 30 t< 3 ,可 以 得 到 


m 


(2...) -2 = 天 + mr < 


ЫН 
RHR, T r€ T, i E T ЕЙТЕ. 
нү 
(27216, < 3. 


Ш5-2-:,8(0к:61.Ө r= иш BREET - r>0,2 СФ. 
m` nt pi їл 


23. 


шилийн сэн 


ЭРТ ,可 以 得 到 


这 说 时 一 -也 是 工 的 上 界 , 与 -是 ТЮЕ Л. 
НАН. ТРОТЕР. 
证 毕 


附录 Dedekind 切割 定理 


在 本 节 中 ,我 们 利用 实数 的 无 限 小 数 表 示 , 证 明了 确 界 存在 定理 一 一 实数 系 连 续 性 定 
理 , 但 由 于 实数 的 无 限 小 数 表示 的 严格 阐述 需要 用 到 我 们 尚未 学 到 的 级 数 知识 ,上 述 证 明 
有 稍 欠 严格 之 嫌 . 

车 实 上 .实数 系 连 绪 性 有 多 种 等 价 的 用 述 方式 .下 面 ,我 们 改 从 有 理 数 集 的 稠密 性 出 
发 ,介绍 关于 实数 系 连 续 性 的 另 一 个 定理 一 一 Dedekind EA. 

Dedekind 是 以 有 理 数 集合 ORDEA ETALEREN EMELET RARA. 

定 党 1 БИЕЛЭХ НЯЖЛЖ А ВЖЕ ТЕЖА: Q=AUBREHEsIEE6 aC A 
与 任意 的 BEB, 成 立 ach ЖА ФВ ЖЖ, 09)-441 1335 А/В. 

从 逻辑 上 讲 , 对 有 理 数 集合 刁 的 任何 切割 A 人 B, 下 述 四 种 情况 有 旦 仅 有 ~ 种 出 现 : 

(DRA АНАК а, ЖЕ В 没有 最 小 数 ; 

(DRA 4 没有 最 火 数 ,而 集 台 ВЕЛИ; 

(DRA 4 没有 最 大 数 ,而 集合 B 没有 最 小 数 ， 

(4) 集 合 A Жа ао ПЕД B ARNE bo. 

但 情况 (4) 是 不 可 能 发 生 的 .因为 根据 切割 的 定义, 可 知 до бр. 


ат 


TREQ 


中 的 有 理 数 ,由 ао 05 09 bo aa ан ын 及 ,也 不 属于 8, 这 就 与 Q=AU 
B EA. 
对 情况 (1) ,我 们 称 切 割 А/ВЧАЛ ТЖЕ ао 对 情况 (2) ,我们 称 切割 A/B 确定 了 


一 -- ”一 = :一 -一 — Ta 
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有 理 数 名 .而 对 情况 (3), 由 于 切割 А/В ЖБ  ХЕНЧ ЭГЭЭ DEA A 与 B 2ВИЕЖ- 
个 * 空 眼 ”, 因 此 有 必要 引进 一 个 新 的 数 ( 即 无 理 数 } ,作为 这 一 切割 的 确定 对 象 ， 

ЖИІ 设 及 7B 是 有 理 数 集合 名 的 一 个 切割 ,如 果 A 中 没有 最 太 数 ,B 中 没有 最 小 
R URHE А/В 确定 了 一 个 元 理 数 cc KTA 中 任何 有 埋 堵 ,同时 小 于 B 中 任何 有 理 
Ж. 

H ЖЖ ТА 出 全 部 负 有 理 数 与 满足 x?<2 的 非 负 有 理 数 构成 ,集合 B ШЕ т? > 
2 的 正 有 理 数 构成 , 则 A TEB 构成 有 理 数 集合 倍 的 一 个 切割 .集合 A 没有 最 大 数 , 集 合 B 
没有 最 小 数 ,切割 А/В 确定 的 无 理 数 就 是 /2. 

定义 3 由 有 理 数 爹 体 与 定义 2 确定 的 无 理 数 全 体 所 构 咸 的 集合 称 为 实数 集 , 记 为 
R. 

fell RB Ж ЖЕБЕ. {ҤЕ Ж ЖЕТЕ, ШОР ЖУ PHH ИР £ ER”. T ГЭ 
的 Dedekind UJ ЖЖ ЖШ ENRI, ТЕЗ Ж b ВМА Y KS WI ZR T, E 
就 是 说 ,实数 集 R 的 伍 一 切割 ,都 不 会 出 现 上 述 的 情况 (3). 

定义 4 设 两 个 非 空 实数 集合 成 ВЖЕ Tish IR=ALB, Н € À 5 
任意 的 DEB, а ась, UAA SB DR Ей 41,760 А/В. 

EH {Dedekind ЯЕ) ЖАЛ АЕН ТЫ, ПЕЛА ДАХ, 
FB 4 2038 

证 #л 是 和 中 所 有 有 再 数 所 构成 的 集合 ,上 E B 中 所 有 有 理 数 记 构 成 的 集合 Д 
А/В 是 有 理 数 集 合 @@ 的 一 个 切割 .由 前 面 所 述 ,对 于 切割 4/B, 下 述 三 种 情况 有 有 且 仅 有 一 
FBM: 

(1) 集合 A 有 最 大 数 ae, 集 合 BRA RMA: 

(2) 集合 A 没有 最 大 数 , 集 合 НЯ ММ hs 

{3) 集合 A 没有 最 大 数 , 集 合 日 没有 最 小 数 . 

对 情况 (1), 可 以 让 上 明 此 时 an 也 是 集 香 А ВК, ША В ВНАУ. 

用 反 证 法 .车 有 4E 记 ,成 立 ao<a&, 则 由 有 理 数 的 得 密 性 ,在 区 间 (ao,a) 中 必 存 在 有 
理 数 .由 a<a, 可 知 a&EA, 但 a>ae 与 al 是 4 的 最 大 数 发 生 询 盾 , 这 说 明 au 就 是 集合 
À 的 最 大 数 . 

对 于 任意 和 的 5€8, 因 为 ao<5, 于 是 在 区 间 (ao;5) 中 必 存 在 有 理 数 上 8. 由 ao 世 58, 可知 
be B, B p< RRRS B аЛ. 

对 情况 (2), 可 类 似 证 明 此 时 5, 也 是 集合 互 ЮЛ ma Л 没有 最 大 数 . 

对 情况 (3) ,由 定义 2, 切割 ДАВ 确定 一 个 无 理 数 ,将 该 无 理 数 记 为 , 则 对 任意 a € A 
与 任意 ЬСВ, Шз a< < b. 

НХХ сЄН-АШВ,ЮИЛЖРИ ОН Ф CA Ra CB. .СА, гс 
PRA 的 最 太 教 . 若 不 然则 存在 zc А, <a ЖЕ (с,аНИ ЛЭ  а, а<а, 
可 知 C ABH <a MUM a € B AP ET. 

М сБ, сев 的 最 小 数 . 

综合 情况 (1)(2)(3), 可 知 Dedekind Я 0837. 

证 毕 
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下 面 我 们 从 Dedekind 定理 车 发 ,给 出 定理 2.1.1( 确 界 存在 定理 一 一 实数 系 连续 性 定 
理 ) 的 另 一 证 明 ; 

证 ” 设 非 空 实数 集合 3S 有 上 界 , 则 令 集 合 3 的 上 界 全 体 所 成 的 集合 为 兰 ， 

В = {уу е, т C 5}, 
ЗОЭВИЬВ ХА: 
À = jela € B|, 

+ ЖЕ А/В 构成 了 实数 集 R 的 - -个 切割 .由 Dedekind EM, ЖА ARKA, AE BAA 
小 数 . 


对 任意 的 rEA,z 不 是 集合 S WJ EW BB (€ S MB r<. r" ==, 
х<®*<{.Шх* САЯ z ЕЛЕЕ 5 ЕЛ FECA. AH rer BV > 
ЖВАЮВХЖ. Ш.А 没有 最 大 数 . 

由 此 证 得 家 有 最 小 数 ,也 即 集 全 S 必 有 最 小 上 界 , 即 上 确 界 . 


证 毕 


1.{1) 证 明 y6 不 是 有 还 数 ; 
(2W3 + 届 2 是 不 是 有 理 数 ? 
2. 求 下 列 数 集 的 最 天数 .最 小 数 ,或 证 明 它 们 不 存在 . 


A=]ļ]z] r20}; 
B= sin z 04:28 : 
С- Ян т,НЄМ"3ЁН нт. 


3.Д,В8 ERTA AIE, WEH 
(DAUB 是 有 界 集 ; 
(2)S= tr+y|rEA,yEBi 也 是 有 界 集 . 
4. 设 数 集 S 有 上 界 , 则 数 集 T=1xz] - z€ SIW FA, Н supS= 一 
mf T. 
5, 证 明 有 界 数 集 的 上 .下 确 界 唯一 ， 
6. 对 任何 非 空 数 集 5,496 sup SZinf S. 当 supS=infS 时 , 数 集 S 有 
什么 特点 ? 
7. 证 明 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 ， 
8. 设 S-izlzEQ 并 且 x2<3| ЛЕВ: 
(15 没有 最 大 数 与 最 小 数 ; 


-一 一 一 一 -一 + 
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(2)5 在 Q 中 没有 上 确 界 与 下 确 界 ， 
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数列 与 数列 极限 
数列 是 指 按 上 自然 数 编 了 号 的 一 串 数 ; 
ИРКЕ 
通常 表示 成 {zu 刀 其 中 z, 称 为 该 数列 的 通 项 , 在 这 个 数列 中 ,第 一 项 ( 即 第 一 
个 数 ) 是 x1, 第 二 项 是 rz,… ,第 nn 项 是 了 ,等 等 . 
下 面 是 一 些 简 单 的 数列 的 例子 
] 1 1 1 


# :1 4 ' A 


н п 


п+3 "67 "n+3' F 

ELAES DY. U: PETTEE Жи 

1(-13"1:-1,1,-1,1.,5-4(-1У …. 

注意 ,尽管 数列 与 数 集 的 记号 是 类 似 的 ,但 两 者 的 概念 有 重大 区 别 . 在 数 
集中 ,元 素 之 间 没 有 次 序 关系 ,所 以 重复 出 现 的 数 看 成 是 同一 个 元 素 ; 但 在 数 
列 中 ,每 一 个 数 都 有 确定 的 编号 ,前 后 次 序 不 能 类 出, 重复 出 现 的 数 不 能 随便 
会 去 ,例如 上 面 例 子 中 的 数列 i( - 1) 用 是 由 两 个 数 硅 与 -1 无 限 次 重复 变 替 
出 现 面 构成 的 , 它 反 映 的 是 这 个 变量 的 一 种 特殊 的 变化 规律 ,显然 不 能 把 它 仪 
(БЇЇ ЭН 1 与 一 1 所 构成 的 一 个 数 集 .又 璧 如 常数 列 , 它 是 指数 列 | xz, l 中 的 
每 一 项 z, 都 等 于 常数 C ,表示 出 来 就 是 

C,C, Cpe, Cpe. 

在 数学 中 ,要 计算 一 个 元 法 直接 求 得 的 数值 ,经 常 采 用 通 近 的 方法 , 即 计 
算出 一 系列 较 容 易 求 的 .同时 精确 程度 越 来 越 好 的 数 作为 它 的 近似 值 .例如 ， 
古人 为 了 求 圆 周 率 : 即 贺 的 周 长 与 直径 之 比 ,采用 单位 图 (半径 为 1 НО ) йу 
内 接 正 z 边 形 (7 -ERUR 3-2", m EN ) 的 半 周 长 L, ARLE. TAE 
象 , 随 着 的 增 大 , 正 多 边 形 的 半 周 长 就 越 来 越 接 近 圆 的 半 周 长 ,与 的 近似 
程度 也 越 来 越 好 . 正如 我 国 十 代数 学 家 刘 微 所 说 :“ 寡 之 弥 细 ,所 失 弥 少 ; 制 之 
又 割 ,以 至于 不 可 着 , 则 与 圆周 合体 而 无 所 失 狂 .” 这 就 是 说 ,你 想 让 L, 51 л 
的 误差 多 小 都 是 可 以 慌 得 到 的 一 一 只 要 将 n 取得 足够 大 就 行 了 . 

下 面 我 们 对 这 种 朴素 的 极限 概念 给 出 严格 的 定义 . 

定义 2.2.1 设 [zx,| 是 一 给 定数 列 ,a 是 一 个 实 常 数 .如 果 对 于 任意 给 定 
的 <20, 可 以 找到 自然 数 N AIRE >N 时 ,成 立 


|z. -а1< е, 


"273 
42 
"475 
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则 称 教 列 | х, KAF a (或 a 是 数列 |x, 的 极限 ) , 记 为 
Шил, =a, 

有 时 也 记 为 

Za 79 afn -= œ), 
如 有 果 不 存在 实数 a diler KAT a, ШЕЯ e 82. 

我 们 来 看 一 下 这 个 定义 的 几何 意 交 (图 2.2.1;. 首 先 ,数列 可 以 看 成 定 尽 

在 正 整数 集 上 的 一 种 特殊 函 散 

r= flt) € N. 


... N N+] К+? ... 


图 2.2.1 


在 直角 平面 坐标 系 Ош 的 xz Bh oE Да 为 中 心 ,e 为 半径 的 一 全 开 区 间 
(a-e, ate), RESA a 的 e 邻 域 , 记 为 Ofa,e); 
O(a,s) = Iz|a e < z < a +el, 
“Y n>N 时 ,成 立 | zi 一 a | Се ИНА N+1 项 起 的 所 有 项 都 落 在 点 
а 的 s 邻 域 中 , 即 
х, Є Olas), п> М. 

HT, 具有 任意 性 ,也 就 是 说 邻 域 O(a ,e) 的 长 度 , 邑 图 2.2.1 中 上 下 两 条 横 
线 的 距 商 可 以 任意 收缩 .但 不 管 收 六 得 多 和 小 ,数列 一 定 会 从 某 一 项 起 全 部 落 
在 由 这 两 条 线 界 定 的 范围 中 ,不 难 理解 ,a 必 为 这 个 数列 的 极限 值 . 

ЖЕЕ БУЙЛ ИР ХОР ус 既是 任意 的 , 又 是 给 定 的 , 因为 具有 对 确 
定 的 s ,才能 找到 相应 的 自然 数 N， 

从 极限 的 定义 可 知 ,一 个 数列 1 z,| 收 伍 与 否 , 收 伍 于 哪个 数 ,与 这 一 数列 
的 前 面 有 限 项 无 关 . 也 就 是 说 ,改变 数列 前 面 的 有 限 项 ,不 影响 数列 的 收敛 性 . 
例如 数列 


10,100,1000,10000, 4, +, E, 
5'6 n 


的 极限 仍然 是 0. 


---— -rear 一 
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例 2.2.1 ERBA 1 ВІ. 


证 对 任意 给 定 的 >0, 要 使 
n 1 3 


= 7+3 < 6, 


只 须 


NN 可 以 取 任 意 大 于 之 3 的 自然 数 ,例如 取 N= [2 |+ 1 其 中 [z] 表 示 的 


整数 部 分 , 则 当 n>N 时 , 必 有 n> 学-3, 于 是 成 立 


3 
n + 


n" - 
п +3 1Р 


ял 
证 毕 
数列 ?| ;1,4,9,… ,与 数列 (一 1)”: 一 1,1, 一 1,1,… 是 发 散 数 
列 .事实 上 , 随 着 п 增加 ,rz, = пг 无限 增 大 ,而 zx, = (一 1)* 不 断 在 1 与 -1 两 


个 数值 上 跳 颇 ,显然 不 能 满足 收敛 数列 的 条 件 . 
在 收敛 的 数列 中 ,我 们 称 极限 为 0 的 数列 为 无 穷 小 量 ， 例如 数列 | |, 


" TE CU 8829. 要 注意 ,无 穷 小 量 是 一 个 变量 ,而 不 是 一 个 “非常 小 


的 量 "( 如 10 160) ,常数 列 
0,0.0,---,0,:- 

是 一 个 特殊 的 无 穷 小 量 . 

根据 数列 极限 的 定义 ,可 直接 得 到 

limz, =a xr, al 9 1. 
例 2.2.2 Е 141(0< 141 C EERDE. 
证 对 任意 给 定 的 se>0, 要 找 上 自然 数 N 94 n> N 时 ,成 立 
[4-01 = 141" <e, 
对 上 式 两 边 取 对 数 , 即 得 
ln & 


"> ааг 


TË N 只 要 取 大 于 定向 的 任意 自然 数 即 可 ,为 保证 N 为 自然 数 ,可 取 


155 | 4 айм лэг 时 ,成 立 


N шах 


у 


19-01 = |91" < igl = Е. 
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证 毕 

注 根据 前 面 对 数 列 极 招 的 定义 的 讨论 ,可 以 内 考虑 任意 给 定 的 很 小 的 
s >0, 不 妨 考 虑 任意 给 定 的 0<e <|], 则 N 可 取 为 | РЕТ], X n>N, 
Alg -0| <e. 

Е В Ауе ЕТЕ ВЯ 96 рс, ERRENA ЭЕ 0 
寻找 自然 数 N., 在 上 面 的 两 个 例题 中 ,都 是 通过 解 不 等 式 | x а 1 «е 而 得 出 
的 .但 在 大 多 数 情况 下 ,这 个 不 等 式 并 不 容易 解 .实际 上 ,数列 极限 的 定义 并 不 
要 求 取 到 最 小 的 或 最 佳 前 自然 数 NN, 所 以 在 证 明 中 常常 对 |x, — a | z НИЙ 
一 些 放大 处 理 , 这 是 一 种 常用 的 技巧 ， 

例 2.2.3 ба! Ж lima =1. 

证 Фуа=1+у„,у„>0 (а=1,2,3,+). 

应 用 二 项 式 定理 ， 


a = (1 + y)" = 1+ лу, + 21-41 у > 13 ny. 
便 得 到 


Ёл T 1| 一 | Уп 
于 是 ,对 于 任意 给 定 的 цайсан n>N 时 ,成 立 


% -1|< 851 < 


a-l 
=. 


证 毕 
例 2.2.4 RIE: шин 1. 


证 А =] +y, y. 2007 = 1,2,3,-). 
应 用 二 项 式 定 理 ， 


n= (1+ y,)" = 1 + ny, + 1 


+ 


Ун» 


А 2 
m A|= 1514 2. 


于 是 ,对 于 任意 给 定 的 es>0, 取 N= HE n>N 时 ,成 立 


НРЕГ 


即 得 到 
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证 毕 
类 似 地 可 证 ; 
lim Vn =1 (k €N). 
n +] 1 
例 2.2.5 ЖЕ. ja 了 了， 
证 首先 我 们 有 


п* +1 -3|- Ta +2 | 
2п°-7п 21 (124(26-17)| 


_Tn+2 < иг 
2н(2я-7)17 252 АА л 


тьянавхв ол Nonas [3 [EDan a 
СЭРЭЭ М 


Sn = 4 
n 


IEE 
上 述 不 等 式 的 放大 ,是 在 条 件 "n >6” 前 题 下 才 成 立 , 所 以 在 取 N 时 , 必 
яв мэ $ | 与 N2>6 同时 成 立 : 


一 一 一 下 一- 


例 2.2.6 ТЕН. 者 limas =a, H] 


. aitat’ + Q, 
lim —— = a. 


证 ”我们 先 假设 e=0, 即 ja,| 是 无 穷 小 量 , 则 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 
BRE N H n>N, В, |а, < 

现在 а +аз +" tay 已 经 是 一 个 固定 的 数 了 ,因此 可 以 取 М>М,,@ 
R и> МЕЗ 


а taz + ан, <£ 


n 
于 是 ,利用 三 角 不 等 式 , 就 得 到 


qA + a+ ' + a, 81 十 27 += 十 ам, + ам 十 ам +2 жээ ад 


n H # 
... "ay + 
< ац + аз + + ам, + ама 十 ам +2 + 83 
п n 
， Е Е 
< + = Е. 
2 2 


当 as) 时 , 则 |a， -a ЛЭЭ ГЭЖ 


===... -o w - 
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， 好 + as + Са 
lim {| 


түр 


(а: —a)+(az—a)+' t (а-а) _ 


= lim n = 0, 
此 即 
di + 272 + + Ч, 
lim н _ & 
证 毕 
数列 极限 的 性 质 


ЇЕЭР r RAT 的 定义 2.2.1, 为 了 表达 上 的 方便 ,通常 采用 
前 夯 忌 介绍 过 的 记号 "YY " 与 “了 ,将 “对 于 任意 给 定 的 ge>0 5 Үе”, 
将 “可 以 找到 自然 数 N OERE TERRA NOSE IN”, H z >N 
时 "(也 就 是 ”对 于 每 一 个 n > N") 写 成 “¥Y n>N", 于 是 就 有 下 的 符号 表述 法 ，: 

lin z, = а Ve > 0, JN, Vn Dp N:ilz,-—al< e, 

(LRR — t 

定理 2.2.1 收 训 数列 的 极限 必 叭 一 . 

证 Rir, ARR a 与 5 ,根据 极限 的 定 闵 ,Ye>0, 3N V n> Ni: 


z, a |< HIN, Vn>N,: | z, ~ 4553 
取 N= ах, 利用 三 角 不 等 式 ， WY aSN. 
la-6|= la- z, + z, - b| < |z, = а |+ |z, -01< + + > = g, 
H e 可 以 任意 接近 于 O Bl a = b. 
证 毕 
本 定理 证 明 中 用 的 揪 项 (加 一 项 青 减 一 项 ) 并 辅 以 三 角 不 等 式 的 方法 ,是 
一 种 极为 常用 面 重要 的 技巧 ,请 读者 注意 学 习 和 掌握 . 
人 2) 数列 的 有 界 性 
对 于 数列 |z, | ,如 果 存 在 实数 M ,使 数列 的 所 有 的 项 都 满足 
t ŠM, n=1,2,3,", 
刚 称 M 是 数列 tx,| 的 上 界 ,如 果 存 在 实数 m ,使 数列 的 所 有 的 项 都 满足 
m S Eny n = 1,2,3,..., 
则 称 m 是 数列 „ЕГ Ж. 
一 个 数列 |z,| ERALA TA ИМ ЭНН ЭГ. 显然 数列 | xz, | 
有 界 的 一 个 等 价 定义 是 :存在 正 实 数 和 ,使 数列 的 所 有 项 都 满足 
|[z,|< X, n =1.2,3,:" 
定理 2.2.2 KARALAR. 


-一 一 - —— —-  — 
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证 设 数 到 |x,1 收 人 证, 极限 为 a, 由 极限 的 定义 ,到 ee=1, 则 IN,Y n> 

М.х, —a|<l1,Bl 
а-1< х, <а +1. 
取 М =max]zi,z2 "U zm a t ll, т = min} zy ez 28 а — 11, Я 
1, PARJI, RI 
m = +, =< М, n = 1,2,3. 
证 毕 

要 注意 定理 2.2.2 的 道 命题 并 不 成 立 , 即 有 异 数 列 未 必 收 敏 ,例如 长 - 1)" 是 
有 界 数列 ,但 它 并 不 收 敏 ， 

《3) 数 列 的 保 序 性 

定理 2.2.3 设 数列 | х, 15, РКА, 2 lim en = a , lim yn =b, E a< 
b 5 BA М,2 n> N 时 ,成 立 

En < Npe 


证 取 s= 允 “>0. 由 Himzs=a, INu Y n> Nalt, -а|< 2, 因 


而 
b-a ал. 
2-1 27 


ШЇ limy =b, I Nz Y п>Мә:|у„-— В1< 7—4, 


Za < a + 


б-а _а+Ь 


x257 7 2 


W N=maxi Ni Nal, V a> N: 
atb 
2 


Ta < < ун: 


证 毕 
从 几何 图 象 看 ,从 某 一 项 开始 , 2, 与 y 分 别 落 在 两 个 不 相交 的 区 间 


(转生 ) 中 (图 2.2.2), 于 是 显然 成 立 


Ж, < 其 
让 定 理 2.2.3, 可 以 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 #lmy, = 6550, ЯЛ N. 8 n2>N 时 ， 


ЕС 


这 说 明 车 数列 | y, KAARTA 0, 34 л 充分 大 时 ,y 与 0 的 距离 
不 能 任意 小 .这 一 事实 在 后 面 讨论 极限 的 四 则 运算 时 会 用 到 ， 


40 ° ж ы УМБ 


3 e N NH N+ 


2.2.2 


定理 2.2.3 的 逆 命 题 同样 不 成 立 . ШЖ lima, = a, limy, = b, B z, у, 


对 n>NN 成 立 ,我 们 并 不 能 得 出 a<6 的 结论 ,这 只 要 看 数列 ,= 了 与 = 之 
就 可 以 了 ,事实 上 只 能 有 如 下 结论 : 
“limz, а „іту, = 6, E. tEn Wa > N 3, ар.” 
(4) 极 限 的 夹 并 性 
定理 2.2.4 车 三 个 数列 | ху | ,iy] ls 从 某 项 开始 成 立 
Tn > по, 
Я.Ших, = lim z, =a ,Nlimy,=a. 
证 Ye>0, 由 limzs=a, 可 知 j №, о> №: 1х, -а1 <, ДЖ 
a — € < х, 
Hime, =a, АЭ №, V a> №: |z, - a| <£ AmA 
2, < а + е. 
JE № = тах{ т, №, №, V a> №: 
а—&< х, < y < z < а + є, 
此 即 
|x, —a|< е, 
И ау, =а. 
证 毕 
在 应 用 夹 返 性 求 极限 时 | y, | 被 看 成 要 求 极限 的 数列 ,而 ix }, у, 1 往往 
是 通过 适度 缩小 与 适度 放大 而 得 到 的 数列 . 关键 在 于 在 适度 缩小 与 适度 放大 
过 程 中 保持 x, 1 与 1z, | 上 其 有 相间 极 根 ， 
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例 2.2.7 RASI n+1 一 Yn 的 极限 . 


Ж 首先 我 们 有 
m_n Мп ж /n)(Vn+ +n) 
"+1-уп= v 41441 
_ 1 
© М/л+1+уя. 
取 ,=0,y, = ні, 2, = 下 , 则 有 
Үү 
х, < y, < Tn’ 
ш l | 是 无 穷 小 量 和 习题 6 нян |-Ъ | 也 是 无 穷 小 量 , 即 有 
(1 


ina, = imz, = 0: 
AE 8 Е, 18 3 
lm(/ n + - Y n) = 0. 
例 2.2.8 ЖИЕ: 
lim(a? заржээ. аў)» = max 1,1, 
Жас 0 1-1,2,3,/ р). 
证 不 失 一 般 性 , 设 =1= max jai| ,于 是 
а (al + а + "= + a) < a 1р. 


HA lima =1, 利 用 极限 的 夹带 性 ,得 到 


lim(af + a} + + ap) дуах 18 
证 毕 
数列 极限 的 四 则 运算 
定理 2.2.5 іт, =a, limy, 8,9! 
(I )lim(az, + By,) = aa + Bb (4.8 5754) 
(H )lim (zayn) = аё; 
(Шт (2:)-2 (5550). 
证 іх, =а, ТАЗ Х>0, 812, «Х,НҮє20,3М, Үл 
Ni: len- al <e. ну, =b, ТЯ М, Vn Ми», ble. 
№ N=mai NMN, Yn>N: 
| Сах, + Byn) — (aa + Bb)| 
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«1415 | х та| 4185 |> = b| 
< (14145181, 
| суун — ab| = [|z,(y, - b) + b(z,-a)|< (Х 4181), 
Ст) П), 
FODA, HAEA 2.2.3 的 推 沦 ,No,Y n> No: 1,1220. 
Я N=maxl №, N Nol, Y a>N: 


Inal — хилэн 22016180), 
» È Уф b? ' 
因此 ( 焉 ) 也 成 立 . 


证 毕 
在 上 而 的 证 明 中 ,最 后 所 得 关于 | (az, + @ y,) — (aa + B b)| ‚| ху, — abl Ж 
的 不 等 式 都 不 是 小 于 任意 给 定 的 e >0, 而 是 小 于 e Е, 


Жи a 
b 


如 (lal+ lge (X+ 100) 和 外 Le 二 人。. 请 读者 思考 一 下 ,为 什么 这 
冬 做 并 不 违背 数列 极限 的 定义 


例 2.2.9 求 极限 lm 一 (二 2 
© era 3.5" 2.3" ' 
解 
AW 
lim 22-23 2151 15 
me 3.55 +2 3" 3+2.{3) | 


例 2.2.10 RE: 4 a>0 R, limta =1. 
证 我 们 已 经 证 明 当 4>1 时 ,limYa =1. 当 a=1 时 ,结论 显然 成 立 , 现 
考虑 0<a<1, 这 时 二 >1, 利 用 极限 的 四 则 运算 ， 
q= = 1. 


lim Ja = lim 7 
Na 


例 2.2.11 求 极限 imn(Vnz+1-V 2-1) 
解 lima (y n? + 112-1) 


证 毕 


2п 
= lim ——— 
me ntti +y ni 


$2 数列 极限 ' 43， 


= lim = 1. 
== 1 1 
这 里 用 到 了 本 节 习 题 6 的 结论 , 即 车 lim ze = a220, llim xz, =V a. 
值得 注意 的 是 数列 极限 的 四 则 运算 只 能 推广 到 有 限 个 数列 的 情况 ,而 不 
能 随意 推广 到 无 限 个 数列 或 不 定 个 数 的 数列 上 去 .例如 对 极限 


21-41 1 ... l 
mn ==): 
ЖИРЕН 2.2.5 性 质 ( 工 ) 随 意 推 广 ,就 会 得 出 极限 为 0 的 错误 结论 ,事实 上 ， 
由 于 


п 1 1 1 п 
< + жээ < 
м2 + п 44241 мн +2, п +п Vm ti 


HARREN, ни 1:5:1:4::5:8 8 
2.2.12 # a, >0, lima, =a, RHE: 
lim Yaad = а. 
证 当 a>0 时 ,中 应 用 平均 值 不 等 式 (定理 工 2.2), 有 


+aa +‘ +а, 
еа > улауда, 2 „(2+2 +- at) 


@2 аң 


1 


1.1... 1 
Arane д аз TT 


M 
由 例 2.2.6 和 极限 的 四 则 运算 , 即 知 上 面 不 等 式 左 、 右 两 端的 极限 都 是 a. 应 
用 极限 的 夹 导 性 , 便 得 到 


lim А, айта, = а. 
п> 


当 e=0 时 ,显然 有 
> Yara 20 = a. 
同样 可 由 极限 的 夹 尖 性 推出 结论 成 立 


证 毕 


| 5 Ж 
1. 按 定义 证 明 下 列 数列 是 无 穷 小 最 


' 44 + 第 二 草 AIRE 


п +1] дла "|. 
(1) si, (216-1) 0.99)" 1; 
(з) |же, (4) 1121374 ; 
п п 
2 п 
(5), (60150) 
п} 1,1 Ї “үгүү! 
“Ир (8)Ü сут! 17377701 
2. 按 定义 证 了 明 下 述 极限 
(19822512, (2) lim 一 一 tl 
(3) lim(V RFR) = (4) limy 3a +2=1,; 
PE 
i a=] по? п ЖАЙ, 
l-e”, п. 


3. 举例 说 明 下 列 关于 无 穷 小 量 的 定 尽 是 不 正确 的 : 
(1) 对 任意 给 定 的 。>0, 存 在 М Ч лэ N ЛУ, Се; 
(2) 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 无 穷 多 个 工 , ,使 | zx, | <. 
4. 设 六 是 任意 一 个 移 定 的 自然 数 ,证 明 ; lim х, = a 的 充分 必要 条 件 是 
Jmz,, =a. 
| 5. lim tg, = limga 50, Е; lime, =a. 
6.8 1,20, Віл, =a 20, Е: limy z, =V a. 
Tir ЖЛЕ, |у, EARI], ER | хуу, BEARDE. 
8. ЈЕ TF ИЛАШ 


1 

` 1 1 юР 1 M 

оюшйп+у+у+т+у) 
1 


. (1L 上 
сон +53 +): 
ntj) 
(ша{ >, Л 
(4) иуу!2:9:1:08-12, овлада, оч 08:10:11) 


ъ= 21441695 (2н) 
9 Ж РЭНД IR 

. Зл? +4и-1. . ni+2n2-3n+1 
(lm n +1 ` (2) на 247-н43 


н (4) lim (Yn +1- 1)sin ° 


$3 无 穷 大 量 .45- 


Oimn nti-vah (Olima (Y n tl-a ti); 
Мн: м 
(lm 37? вэ(1-2)-5):1-52) 
10. (а + azt + an) FE WEH: 
(Dim (a, +241474 nan) =0; 


(2)lim(n! газарта, Ул =0(4;>0,2=1,2,--). 


п x-i 
{提示 : 设 d] + a> 十 er. ta, = Sp, B) > kas = нэ, = > 8.) 
k=l k=l 
11. BA lima, =a, limb, = b ЖЕ: 
+ ... 
im 2198 t 426ь-1 t + ай = ab. 


amon н 


12. RA 1а, ЯЛ lim ®=а(—%<а< +o), EN, 


ахар 二 ta 
n 


无 穷 大 量 
按 数 列 收 合 定 义 , jx? , 代 一 2 后 一 人 | 等 煞 列 无 疑 都 是 发 散 的 ,但 它们 
与 和 {一 1 之 类 发 散 数列 有 一 个 根本 区 别 , 邑 当 x 增 大 时 ,其 各 项 的 绝对 值 
也 无 限制 地 增 大 .这 样 的 数列 我 们 称 为 无 穷 大 量 , 其 严格 的 分 析 定 义 可 表述 
№; 
定义 3.3.1 TEES ZH (С >0,»[ АЖА М, ARH 3» 
N 时 成 立 
|| > G, 
MHRA r | 是 无 穷 大 量 , 记 为 
тт, = 59. 
若 采 用 符号 表示 法 “数列 | zj 是 无 穷 大 量 " 可 表示 为 ;YG>0, JN, 
Vn2>N:|z,| >G. 
与 极限 定义 中 * 表示 任意 给 定 的 很 小 的 正 数 相 类 似 , 这 里 的 G 表示 任意 
给 定 的 很 大 的 正 数 ， 
ЖЖЖ ЖЖ! zx, | 从 某 一 项 开始 都 是 正 的 (或 负 的 ), 则 称 其 为 正 无 穷 大 
量 (或 负 无 穷 大 量 ) ,统称 为 定 号 无 穷 大 量 ,分别 记 为 


lm z, =+ оо(8 Шил, =- %). 
нв дээ 
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显然 , | ?是 正 无 穷 大 量 , | 一 ce"| 是 负 无 穷 大 量 ,而 !( 一 2)"| 是 (不 定 号 ) 
AFRE. 
例 2.3.1 Hlg >L EH: iP 是 无 穷 大 量 . 


证 VG>1 N= Pr ] ,于 是 Ya> N, 成 立 


uG 
|91" > 14155 = G. 


证 毕 
例 2.3.2 证 明 : | 1 REESE. 
证 ч» 
n?i -1 
п +5 > 
TEV G>0 88 N=max![2G],51 XPF Vn > М, М. 
n° — 1 n 
+5 > >G. 
证 毕 


无 穷 太 量 与 无 穷 小 量 之 间 有 如 下 的 关系 : 

定理 2.3.1 Ж on 夫 0, 则 | zj 是 无 穷 大 重 的 充分 必要 条 件 是 | 寺 | 是 无 
穷 小 量 . 

证 设 1zi} 是 无 穷 大 量 ,Ye>0, 取 G= 二 >0, 于 是 3N,Yza>N:lzu| 
>с, |<. 

нэрж | | 是 无 小 量 ,Y G>0, 取 = 击 >0, 于 是 了 N,Ya> N， 


4| Ke = 去 ,从 而 |z >G. 
证 毕 

关于 无 穷 大 量 的 运算 ,如 王 的 性 质 是 显然 的 : 同 号 无 穷 大 量 之 和 仍然 是 该 
符号 的 无 穷 大 量 ,而 异 号 无 穷 大 量 之 差 是 无 穷 大 量 ,其 符号 与 被 减 光 穷 大 量 的 
符号 相同 ;无 穷 大 量 与 有 界 量 之 和 或 差 仍 然 是 无 穷 大 量 : 同 号 无 穷 大 景 之 积 为 
正 无 穷 大 量 , 而 异 号 无 穷 大 量 之 积 为 负 无 穷 大 量 . 进一步 ,我 们 有 下 述 与 $2 
中 习题 了 7 相对 应 前 结论 ， 

定理 2.3.2 Hin 5Х.3Х4,К826»0,ФҮл2М,у,128,8 
[zy ARKË. 


НБ о ЯХЯ шу, 0,1,5 ZAREN 


一 
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请 读者 自己 完成 定理 2.3.2 及 其 推论 的 证 明 {( 习 题 3) 
根据 上 面 的 讨论 与 定理 ,可 直接 求 出 下 列 极限 : 

lim (en +/n)=+ =, 

бт (я - 2) = + оо, 


lim V narctan n = + оо, 


lim 一 
н SA N 
2.3.3 讨论 极限 


А _ арп 十 ant l+ jan + ау 
іт = =, 
Ho бул? + bn + e + ban + b, 


其 中 Ё,{ 为 ВУК, ,ao 天 0 20520. 


解 
1 ар-р а 
- + 一 十 路 十 一 十 一 
аап + ауп l + + алуп + ар p # Ран и? 
Боп + bin + + Б үп + b Pes 
0 1 ган) bot 21.21 2 
n 
HT 
a ük- a 
aot 2 1. + + 
А п Ў п 20 
lim = — = 0, 
Хн урь a. bF b 00 
„+ иг! i 
可 以 得 到 
0, <L, 
арп“ + аут} ++ 43-11 + ak Ч k l 
Im 一 一 一 一 一 一 
Hm бул! + Бүл 1 十 4 biin + 5, бо? 7 
о, k > 1. 
待定 型 


例 2.3.3 是 无 穷 大 量 与 无 穷 大 量 的 商 的 极限 问题 ,我们 看 到 ,对 于 与 
的 不 局 情况 ,得 出 了 截然 不 同 的 结果 .事实 上 , 若 分 别 以 + оо, — o,o 与 0 表 
示 正 无 穷 大 量 , 负 无 穷 大 量 ,无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 , 则 很 容易 举 出 例子 说 明 ， 


(3 оо) +09), (+) (+ о),( — оо)— (ә), О-оо, 0, =й ЖИГ 
ELA hR H EER sk E ЖЗ К,ара ПОН sI 


的 极限 为 待定 型 . 
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实际 上 ,我 们 前 面 已 接触 过 不 少 待定 型 极限 问题 . 如 limn(v n +1 - n) 


BRE O со ; lima, = а 950 时 ,lm 和 2 一 一 一 和 就 是 加 待定 型 . 讨 
论 无 穷 大 量 ( 及 无 穷 小 量 ) 之 间 运 算 的 极限 ,往往 并 不 那么 轻而易举 ,而 是 需要 
针对 具体 情况 来 作 分 别 判断 的 . 
下 面 介绍 的 Stolz 定理 将 为 求 某 些 类 型 的 待定 型 极限 带 来 很 大 的 方便 .在 
投 述 定理 前 , 先 给 出 单调 数列 的 定义 . 
EX 2.3.2 ЖЖ у ИА 
х, S т, ял 1,2,328, 
则 称 [x, | 为 单调 增加 数列 , 记 为 zx, | ;车 进一步 满足 
х, < хаар п = 1,2,3,0, 
别称 | z。| 为 严格 单调 增加 数列 ， 
可 以 类 似 地 定义 单调 减少 数列 和 严格 单调 减少 数列 记 为 1z,| 4. 
因为 数列 兰 面 有 限 项 的 变化 不 会 影响 它 的 收 和 伍 性 ,所 以 下 面 我 们 谈 到 单 
调 数列 的 场 台 ,都 可 以 将 "从 某 一 项 开始 为 单调 的 数列 "统统 包括 在 内 ， 
定理 2.3.3[Stolz Е) 设 i 光 | 是 单调 增加 的 正 无 穷 大 量 ,日 


im 2—01 =a (а 可 以 为 有 限量 , + со 与 - оо), 
n> Ур nl 
则 
lim = =a 
ns Yn 
Ш ” 先 考虑 a =0 的 情况 . 
H lim 0, 可知 Ve 20, Ni Vn >N: 
я уң н] 


Ty ™ ni | < Elyn т Уа-1)- 
由 于 jj 是 正 无 穷 大 量 ,显然 可 要 求 >0, FE 


+a 7 z |< Е Т Ty- | 十 | ус ш С) 十 十 E TN, 
< Elyn т Ус) 十 Ef Yn] ш 32) + e. + el Yy +1 一 Yy ) 

N, М, 
= elyn — Уу). 


因为 


83 ЖАШ -49- 


Ж 
固定 Ni, 又 可 以 取 到 N> Ni Vn PN: | <=, Ai 
Уһ 
En T Yn ш y x 
= < `, + ые ое, 
Уп Yr T Ум, Ун Ул 
当 a 是 韭 零 有 限 数 时 , 令 х; 一 х, — ayn T Æ 
lim T | — lim Ena = 05-1 _ — 
нэн Ye с Ул-1 o Yn Ya-1 
从 而 由 lm? 一 0, 得 到 
lim ” = lim +a = а. 


m= Ya но Уу 
HF а- оо И HEIN, Yn>N: 
En wn-l > Ун 7 Уял-1°* 


于 是 |z,| 也 单调 增加 , 且 从 z, - ху >л, - ум 可 知 | BERRAR HM 
而 的 结论 应 用 到 | 将 | ,得 到 


lm 2% = lim #2 —@, 


M— Ep n> Ea р] 


因而 


А = 
lim 一 = + оо. 
n Уң 


对 于 a = ~ % 的 情况 ,证 明 方 法 类 同 ， 
ЕЁ 
在 82.2, 我 们 证 明 过 , 若 lmas =a, M lim ж HRE kn 
要 在 Stolz 定理 中 令 з араз +‘ ja, y =n 即 可 直接 得 到 . 
例 2.3.4 ЖЕШ 


k Ë se È 
lim 2 (k 为 自然 数 )， 


解 2 z = l+q2b+q E уул 1.Н 


im 22-281 = jm т 

n= Ун 7 Ул-1 s oo nêt! 一 (n 一 1)“ 

| n 1 
= a (2 гү +], 

шы (3К-1)н — Сыл + е + 


得 到 
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50 + 
l 1620 пі 1 
im yei S +I 


Hr 


例 2.3.5 设 lima=a, 求 极限 
. ар+2ау ++ na, 
lim —— 
нээс л 


解 S т„=а|+2а›+ + na, y = n°, H 
na, 


Їл 25--25-1 2 Jim н 
mro Ya Mn] 2 (п — 1) 
=li May 293 
— 2-1 27 
得 到 
ym 21242 4 3 na, а 
ши п? 一 2: 
2) M 
1. 按 定义 证 明 下 述 数列 为 无 穷 大 量 
| 1 
(1) А, Diw; 
(3) n ~ arctan n}; 21 І + i +... + 1 | 
Tl уп U ən 


2. (Diklima, = + oo( 或 - oo), 按 定义 证 明 ， 


atat +a _ 
]; 1 = п" — + eof 或 -oo)i 


(2) 设 а„>0, lima, = 0, #9 Stolz E EE , ИЕНН: 


базара)" = 0. 
3. (О) 6 х, ЕЛКЕ, |у, 1228220, х,у, E X3 KE. 
(2) |2, | ELFA Æ, lim y, = b=0,W | х,у, 5 Р | 都 是 无 穷 大 


# 


4.(1) AH Stolz 定理 ,证 明 ; 
232652 +: + (2а +1) 4, 
3 T 37 


lim 


Нарийн 


п 
гүз tati а) 
п? 3 1! 


(2) 求 极限 limn | 


54 BADEN) 551. 


5. 利 用 Stolz 定理 ,证 明 : 


(iim os =0 (а >l); 


Dim- (a>1, АЖЖ), 


— Fan- 


6. (1) Stolz 定理 中 ， :着 lm 地 一 5 
#-l 
(HEAT: = (- l)'u,y, = n.) 
(2) 在 Stolz 定理 中 ， Elm 22 UE, 能 否 得 出 lm “不 存在 的 
结论 ? 
(EAT ir =#1-2+3-4+20+(-1)' in, yn.) 
7. 0<A<1,lima, =а, Ш 


= oo ЕМФ Н lim" = "的 结论 ? 


lim(a, + да, + Alana + "+ Aag) = 72%. 
8. ЖА, = Ма, Ш noo 时 有 极限 . | р, | 为 单调 递增 的 正 数 数列 , Н 
pb, + (poo). ӨВ: 
lim 2141 T ра; L + ра, 
тте Р, 
(R AHRR a= A, A- AAM Stolz ж.) 


#4 ШЕЛ) 


单调 有 界 数列 收敛 定理 

知道 了 收 敏 数列 必定 有 界 ,而 有 界 的 数列 不 一 定 收 合 的 结论 之 后 ,很 自然 
会 产生 这 样 两 个 问题 ， 

(1) 对 有 界 的 数列 加 上 什么 条 件 ,就 可 以 保证 它 必 定 收 化 ? 

(2) 若 不 对 有 界 数列 加 任何 条 忻 , 则 能 得 到 怎样 的 ( 比 收敛 稍 弱 一 些 的 ) 
结论 ? 

我 们 先 来 回答 第 一 个 问题 ;只 要 对 有 界 数列 加 上 如 定义 2.3.2 的 单调 性 ， 
那么 它 就 一 定 收 和 敛 ,而 极限 就 是 该 数列 所 构成 的 数 集 的 上 确 界 ( 当 数 列 单调 增 
加 时 ) 成 下 确 界 ( 当 数列 单调 减少 时 ). 

定理 2.4.1 单调 有 界 数列 必定 收 敏 ， 

证 不 妨 设 数列 jz, 上 单调 增加 且 有 上 界 , 根 据 确 界 存在 定理 ,由 1zr| 构 
成 的 数 集 必 有 上 确 界 8,8 满足 : 

(YnEN: х,<4; 


= Ü. 
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(2)V e>0, Я Tn Ea 286. 
W N= пр V n> N: 
#-е< =, < z, < B. 
因而 |x, 一 中 <s, 于 是 得 到 
imz, = 8 
证 毕 

在 按 极限 定义 证 明 一 个 数列 收 伍 时 ,都 必须 先知 道 它 的 极限 是 什么 .这 个 
要 求 对 于 许多 实际 情况 来 说 并 不 现实 ,因为 一 个 数列 即使 收 伍 ,其 极限 也 往往 
无 法 事先 得 知 .定理 2.,4.1 的 重要 性 在 于 , 它 使 我 们 可 以 从 数列 本 身 出 发 去 研 
TERRE, ,进而 ,在 判断 出 数列 收 狂 时 ,利用 极限 运算 的 性 质 去 求 出 相应 的 
极限 . 

下 面 我 们 举例 来 说 明 它 的 应 用 . 


例 2.4.1 82. D0,zrz, = 1 +— 


敛 ,并 求 它 的 极限 . 
解 ” 首先 ,应 用 数学 归纳 法 可 直接 得 到 : 当 иг 24, 
1 < x, < 2. 


Tn — iaa 2 
2202152,3, ) ,可 得 


‚ -An Pal 
Хаа? а (I+ x) (T+ wx) 
这 说 明 对 一 切 z222,z,. i - 具有 相同 符号 ,从 柚 i zx,| 是 单调 数列 ,由 定理 
2.4.1,1т„}&Ж. 


Ві, 的 极限 为 & ,在 等 式 x, ,1 =1+1 


ЕЗ тэл 1,2,3," .证 明 数 列 | х, Н 


然后 由 zs+1=1+ 


二 两 边 同 时 求 极限 ， 得 到 方程 


а= 1+9. 


Маан а = 105 ,由 x,>1, 会 去 负 值 , 即 有 
lime, = 277 
例 2.4.2 BOLL, Err = rail- rz, ),n=1,2,3, WE іх, 
A ,并 求 它 的 极限 . 
解 ” 应 用 数学 归纳 法 ,可 以 得 到 当 (21 时 ， 
Za > 0. 
然后 由 rpe = rall- z. )(n=1,2,3,:-:), А8 
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pl z, =— х1 < 0). 
这 说 明 | x, i 单调 减少 有 下 界 ,由 定理 2.4.1,1x, | 收敛 . 
设 它 的 极限 为 a EFA tnr 5 л, (1 一,) 两 边 同时 求 极限 ,得 到 方程 a 
=all~a), 解 得 a =0. 于 是 得 到 ， 
Im z, = Ü. 
应 用 Stolz 定理 (定理 2.3,3), 还 可 得 到 关于 上 述 j zx, 的 一 个 有 意义 的 结 
Ж: 


. А H . 1 А Tyri € 
lim (пах, ) = lim 个 = lim 1 = lim H 
HN— u н A qto _ 1 nmo Eya 一 H+1 
Карн 5.1 En 
. z2(1 — х,) 
lim 7 = 1 
aon En 


换言之 ,不 管 0< zi<1 如 何 选取 , 当 n EAK, ХН л, | 的 变化 规律 
与 无 穷 小 量 | 二 | 全 来 全 趋 于 一 臻 ,在 许多 场合 ,{zvj 可 以 用 1 工 | 来 代替. 以 后 
我 们 将 知道 这 两 个 无 穷 小 量 称 为 是 等 价 的 ， 

例 2.4.3 їл,-42,1,41-4352х,,н-1,2,3,8 EHA] | х, 14 
敏 ,并 求 它 的 极限 . 

解 首先 我 们 有 0< zi<3. 设 0< 忆 <3, 则 

Ü < х,,|)5-4342х,« 3. 
由 数学 归纳 法 ,可 知 对 一 切 п, 


0 < x, < 3. 
于 是 
(3 — z,)(1 + r,) 
atl Ж, = V En 一 Ey 3 +2r fx, > 


这 说 明 数 列 {z, РЮА ЕЯ. 由 定理 2.4.1 TA | х, Я. ВЕ B5 18 
限 为 a ,对 zurl=w3+2z, 两 边 求 极限 ,得 到 
а =/3+32а, 
解 此 方程 ,得 到 a =3, 即 
lim z, = 3, 
例 2.4.4 Fibonacci 数列 与 锡 群 增长 率 . 
设 一 对 小 免费 经 过 2 个 季度 才能 成 熟 并 可 产 小 兔 ,每 对 成 故 的 兔子 每 季 
庆 产 一 对 小 免 ,在 不 考虑 兔子 死亡 的 前 提 下 , 求 兔 群 逐年 增长 率 的 变化 趋势 . 
解 ” 设 开始 只 有 1 对 刚 出 生 的 小 免 , 则 在 第 一 季 与 第 二 季 , 免 群 只 有 1 对 免 ` 
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子 .第 三 季 , 由 于 这 对 小 兔 成 熟 并 产 下 1 对 小 免 ,和 俩 群 有 2 对 兔子 ,第 四 季 ,1 对 
天 免 又 产 下 1 对 小 很 ,而 原来 1 对 小 锡 处 于 成 长 期 ,所 以 兔 群 有 3 对 兔子 .第 五 
季 , 又 有 上 1 对 小 免 成 熟 ,并 与 原来 的 1 对 大 免 各 产 下 1 对 锡 子 , 免 群 有 5 对 兔子 . 
以 此 类 推 .各 季 免 群情 况 可 见 下 表 : 


T 成 熟 免 对 数 免 对 总 和 
1 0 1 1 
2 0 2001 O 1 
3 1 1 2 
4 1 2 3 
5 2 3 5 
6 3 5 8 
7 5 8 13 


Ба, n 季度 免 对 总 数 , 则 


41 一 l,a; = 1,аз = 2,044 - 3.45 = 5,9 


数列 |a ,| 称 为 Fibonaici 数列 . 

注意 这 样 的 事实 ;到 第 n + 1 季度 ,能 产 小 免 的 免 对 数 为 a,- |, 而 第 n+1 
季度 兔 对 的 总 数 a, ;1 应 等 于 第 n FEARR a, 加 上 新 产 下 的 小 兔 对 数 
а. 1 于 是 我 们 知道 ja,} RAER: 


йз! 二 an T а]. n = 2,3,4,8. 


令 如 = 一 全 , 它 表示 了 免 群 在 第 л + 1 ЖИК DARMA 如 >0, 且 


аң а а» 5, 1 


容易 发 现 , 当 b, > tla үй, «224 0 p <Š Hato > ЗЇ. 


2 
由 此 可 知 15, | 并 不 是 单调 数列 . 
但 是 进一步 探讨 ,可 以 发 现 有 


bz- Є (05H) ox € (Su, + osk =1,2,3,:"”, 


以 及 


-一 -- —— ——— w... . .....--rr АДЫНЫ -ЖШЫПЫШТЫЧ= = = нэрэн x нө 7 
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和 
1 
bazi ~ Bar-t= 1 + J T bx- 
1+ 
928-1 
5-1 5-1 
(8: 一 b I) (SH + ваа) So 


于 是 152; | 是 单调 减少 的 有 下 界 的 数列 ,而 1524 141 是 单调 增加 的 有 上 界 的 数 


列 ,因而 都 是 收敛 数 列 . 记 它们 的 极限 分 别 为 。 УБ, Иса + =. 


о<ь< 821. 


14:26, 


H limbz+2= lim“ SETI 得 到 
_ 1+2а 
= ita’ 
22и. 1; 
以 及 由 jampar+1 一 一 lm 一 得 到 
_ 1+25 
b = Lip” 


这 两 个 方程 有 相间 的 解 a=b=+ дын ,会 去 负 值 解 , 于 是 我 们 得 出 结论 :在 不 
ав. 


考虑 兔子 死亡 的 前 提 下 ,经 过 较 长 一 段 时 间 , 免 群 逐 季 增长 率 趋 于 一 一 
1.618. 
mine 
下 面 我 们 利用 数列 的 “单调 有 界 必定 收敛 ”性质 ,来 导出 最 重要 的 而 个 过 
理 数 一 一 x 和 e. 
187 


WG ЈЕ n 07 РЕЛЕ L, W = nsin 一 .在 本 章 上 2 中 
ШЕЄЧЕШН , | L, | МОН ВОН, DAAR х. 现在 我 们 来 严格 
证 明寺 ,| 的 极限 确实 存在 . 


例 2.4.5 数列 Ч. 


证 Ф = |: n3 时 ,nt 所 45 .于 是 


tantn ~ Dt+tant 
tan(n — L): + tan t z> tann — 1): + tan їл 22 ntent, 


1 – запи ~ litan ғ 


| 180. 
nsin 一 


tan = 


从 而 ， 
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sin[ n + 1): = sin nt cos t + cos nt sin # 


tan # 
) 


= зш пїсозї (1 + 
( tan н? 


ntl. 
=< л Sin nt, 


ВТЕ, У n3t, 


L, = nsin E < (л + 1) віп р Entl 
万 一 方面 ,单位 圆 内 接 正 z 边 形 的 面积 
Š, = nsin 180.5 180 < 4, 
因此 当 z23 时 ， 
ЇГ, = nsin 180 < 180 = — = 8. 
n 


综 上 所 述 |1 1.„ | ЖАЗМЫШ H Е Ж, kS Sik ji L Н ЖЛ F 

母 r 来 记 , 就 有 
limnsin 180 = т, 
证 毕 

注 有 了 Fr 的 定义 ,就 可 以 定义 角度 的 弧度 制 了 . 由 于 单位 圆 的 半 周 长 为 
r, 我 们 就 把 半 个 图 周 所 对 的 图 心 胡 5 即 180 的 弧度 定义 为 n, ЖК Ж BE АЧК 
度 则 按 比 例 得 到 , 于 是 对 单位 圆 来 说 ,一 个 圆心 角 的 弧度 恰好 等 于 它 所 对 的 贺 
ЕЛЖ. 

设 单位 圆 的 内 接 正 я 边 形 的 面积 为 S$;, 则 S. 的 极限 就 是 单位 圆 的 面积 ， 
由 于 

180° 180° 


lm S, = lmasin cos = m, 
zee y= п п 


EP ААО RENERE НЛЕЯНД 0-8. 
在 弧度 制 下 ,上 例 中 的 极限 式 又 可 以 写成 
lim эшлим) — 1 
Non тон 
例 2.4.6 жя! (1+2 Ї 单调 增加 ,| (1+ тү IELE ЖЖ 
于 同一 极限 


证 记 z,= (1+ 二 ) »-(1-1| ,利用 平均 值 不 等 式 


pp rp  - 
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Фаржсэ. 
Jaar a, < 92-88 (a 20k = 1,23, .n) 


得 到 
1 n+l 
aa (rt ae а хөө 
п +1 
和 
п+2 
ati —" _ 
二 = (227) 1% (а +1) tit! = 1_ 
Ун п n + 2 Ул +1 


这 表示 |x, | 单调 增加 ,而 | y | 单调 减少 , 广 由 于 
2 = xj < z, < y, < у = 4, 


TAEA (rl, 1y, | 都 收 全 .因为 y= zx, (1+ 二 ,所以 它们 具有 相同 的 极 
m. 
证 毕 
习惯 上 用 字母 e 来 表示 这 一 极限 , 妈 
tim(1+ +Y _ im{1+ 1) — с, 
e=2.718 281 8… 是 自然 对 数 的 底 ， 
作为 定理 2.4.1 的 进一步 应 用 ,我 们 讨论 数列 1as| ,其 中 


а, = гаа, (p > 0). 
例 2.4.7 4 p> | са, R; 0< pl 时 ,数列 ja | 是 正 无 
FKE. 


证 显然 数列 ta, 是 单调 增加 的 , 它 的 收 伍 与 否 取 诀 于 其 是 否 有 界 ， 
Чэ»! {йу = r N 0<r<1. HF 


1 1.1. 1 1. 1 l,l p 


k 
1 2 + 


1 1 _ 
9 оар) (ОКТ рр 280 


可 知 
1 
l-r’ 


а, «ара <1+юк + tetr < 
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这 说 明 当 pp 之 1 В, 1а, ЭЖ, 


当 ps1 时 ,我 们 有 

1 1 
2852 
1,1541,1.14 
38712474 7027 
11 1 1 4 1 
tt 72 

1 + 1 pep 2124 
(2Ë + 1)? (25 + 2)? (22+1)2 2+1 2 

因而 
ау > 1+3. 


这 说 明 当 ох 14,945 аг ЛЕХА, ҮС»0,4М,,Ул2М(:ат 
>G HAAA a, HERE, E М-27",ҮлэМ: 
а, > а үз > б. 
证 毕 
在 上 例 中 ,特别 当 =1 时 ,fas|={1+ 示 + 二 +…+ 二 | 是 无 穷 大 量 .下 


面 给 出 与 此 有 关 的 几 个 重要 的 结果 ， 


6248 #10 Бу-14-0313:-44-1 л,8| УБ ИЖ. 


证 H#ÍËl2. 4.6, пу 
(1 29! <е< пу", 


由 此 得 到 
1 n+1 „1 
„+i! п <+ 
于 是 有 
ba- b= 1 -lfa +40) + а 
1 n +1 
= р 18 n < 0, 
_ (Il. l... . 1 _ 
бул l+ ty + + In м 


> 2 + + + hina 


— - — —. .— ` ` —u————+Ls s  — w 
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= Іабн +l)-lna > 0. 
ХАНДАК | b. АРН FL, A UR S. 
证 毕 
1 的 极限 у=0.577 215 664 90… 称 为 Ешег 常数 ， 


. (1 1 1 _... 113. 
例 2.4.9 Aaga +2 = 2. 
, _ 1 1 _1 1 
解 Vair +2 “52 -MERA 
c, = ban — b, + In(2n) Кер = b, – b, + ln 2. 


即 得 到 


1 1 
nti n+2 


lime, = lim (+ + 十 … + 15 = ln 2. 
шээх aae 27 


--н(-135341-1Й2. 


812.4.10 Ши(1- 


| 一 коре БЫ 
шин 


十 


Ж Ed, =l- э+(- pnd, 由 于 


1 
2 
+ 


+ 5 


b =1+5 + “L у marano 


1 
tt 9 зу Iti 28-97, (н ©), 


ЖЕ бэл b. H 5, PHR 26821556, нан 01(2= 1,2,6, и ЭХА, 
得 到 


= jl l _1.... 1 l 
bs, — h= 1 7+3 47 55517 74 ln 2 
Sdan aA (n — оо), 
由 于 4+1=4, + 了 т 及 limz- z =0, 即 可 得 到 


limd, = Нш(1- 1 +4- м (19 2] 2. 


2 
GADE Ja: 
X 2.4.1 58-38 8 ij lla, bn ЖАЛ #1} 
(1) [aaa b, A ]Cla,,b, ], n=1,2,3,"; 
(2) lim(6, -а,)=0, 
虽 称 这 列 闭 区 间 形 成 一 个 闭 区 间 蹇 . 
ЖЕЕ 2.4.2(ИИЖ{@ ЖЕЕ) vilan b, 形成 一 个 闭 区 间 套 , 则 存在 
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唯一 的 实数 属于 所 有 的 闭 区 间 [ ,6s], 且 = lima, = limbs (a, ^2 B b, 
48). 
证 由 条 件 (1) 可 得 
a, £ S a, (€ a, < h, <; b,- (<ç SS Б. 
显然 la,| 单 调 增加 而 有 上 界 bi, (6, РШЕ F t ai, 由 定理 2.4.1， 
la, 1-3 15, ЯК. 
Ülima, = 8 , M| 
limb, = lim[ (b, - da) tap] = limfa — а„) + lima, = £. 
由 于 是 1a,1 所 构成 的 数 集 的 上 确 界 ,也 是 15,| 所 构成 的 数 集 的 下 确 界 ,于 
是 有 
a, < 8 =< bns n = 1 23 …， 
PBH 二 属于 所 有 了 闭 区 和 间 [a ,5,1. 
若 男 有 实数 £ БИЛЛ ЛА a,b WEA 
a EE S b, n=1,2,3,., 
БОЛ oo ,由 极限 的 来 逼 性 得 到 
有 
此 即 说 明 满足 定理 结论 的 实数 £ 是 唯一 的 ， 
证 毕 
需要 指出 ,着 将 定理 条 件 中 的 闭 区 间 套 改 为 开 区 间 套 , 则 数 充 |a, |, ibn! 
依然 收 合 于 同一 个 极限 ,但 这 个 é 可 能 不 属于 任何 一 个 开 区 僻 (ay b.) ,请 
读者 自己 举 出 例子 . 
在 定理 1.1.2 我 们 证 明了 有 理 数 集 Q 是 可 列 集 , 利 用 闭 区 间 套 定理 ,可 
以 证 明 
定理 2.4.3 实数 集 是 不 可 列 集 . 
证 用 反 证 法 .假设 实数 集 R 是 可 列 集 , 即 可 以 找到 一 种 排列 的 规则 ,使 
R= {rs ra Te - 


先 取 一 个 闭 区 间 [e ,本 ] ,使 Eland l RET AR. 然后 将 


[ab] 三 等 分 , 则 在 闭 区 间 |a aia], [22 a, eh], 


3 3 3 
а , ] 中 ,至 少 有 一 个 不 含有 хуй WERA Land] ВЭ ЗЕ 
3 


至 少 有 一 个 不 含有 x3, 把 它 记 为 [a3,83].…… 
这 样 的 步 台 可 一 直 做 下 去 ,于 是 得 到 一 个 闭 区 间 套 [a ,5,]}, 满 足 


CO 
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х, C lab], n=1,2,3,. 
由 闭 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 实数 2 FEA BW В a,b] BEZ, EA 
2 一 1,2,3，……, 这 就 与 集合 1zlrz…zz 表示 实数 集 及 产生 矛盾 ， 
证 毕 
+J ' 
为 了 回答 本 节 一 开始 提出 的 第 二 个 问题 , 先 引 人 于 列 的 概念 ， 
定义 2.4.2 Bir, EARR, 
n) < RKO < п < Ap < 
ŽARE e 54. 9] 
| шилээ 
也 形成 一 个 数列 , 称 为 数列 | х, 188 РЭГ 16.3) | х, |. 

ЖШ, m "表示 子 列 中 的 第 大 项 恰好 是 原 数 列 中 的 第 mx 项 . 鲍 如 在 
数列 1z, | 中 , 取 其 偶数 项 所 构成 的 子 列 可 表示 为 1xo41 .又 若 取 n, = 2, W| T 
91 | ху, 1 是 通过 依次 选取 原 数 列 1x, | 中 的 第 2 项 ,第 4 项 ,第 8 项 ,第 16 项 ,… 
而 构成 的 数列 . 

由 于 子 列 下 标 “ nn” 的 严格 单调 增加 性 质 ,可 知 成 立 

n 22 Ё, (13:31: 


n; © нь, V; 2 k, ),k € N. 
定理 2.4.4 FAF =, AT а, АЕТ Я та, ERREF а, Р 
Па z, = а => lim zy, = a. 
证 Н ал, =a, AY e>0, IN, а> М 
'| z, - a |< е. 
Ж К= М, ТЕЧА>К 时 ,有 m>k>N, AMEY 
| En @ I< Е. 
证 毕 
定理 2.4.4 经 常 被 用 来 判断 一 个 数列 的 发 散 . 
推论 AERA zi HADER 0 510, 858839 Х F 
Ит, ЖЕ, 必定 发 散 ， 


例 2.4.11 数列 |sin TRR. 


证 RaP hk, nP =ВЕ +2 АРТ 001254 | хь | 收 
CT, ERROTA >. | ЖШ. 
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证 毕 
Bolzano — Weierstrass 定理 
现在 我 们 来 回答 第 二 个 问题 :如 果皮 单调 这 一 条 忻 去 挤 , 只 考 虚 数列 是 有 
界 的 , 则 只 能 得 到 下 面 稍 弱 的 结论 . 
定理 2.4.5{ Bolzano - Weierstrass 定理 ) ARAILE RAT. 
证 设 数列 jz,| 有 界 , 于 是 存在 实数 a,b, WA 
арх, =< bi, п = 1,2,3, 


ИНЖ БВ а,Ь 82 ЖИТ ЛЕЙ ац, [ай ) д 
中 至 少 有 -- 个 含有 数列 | z,} 中 的 无 穷 多 项 ,把 它 记 为 [aa,b3]. 再 将 闭 区 间 


Газ, д: ] 等 分 为 两 个 小 区 间 | ам, 2223 15 22:95 6, ,同样 其 中 至 少 有 -- 
个 含有 数列 1z,i 中 的 无 穷 史 项 ,把 它 记 为 [a3,53, ],…… 这 样 的 步骤 可 以 一 
HATE, TREI- CAKE Lab l ,其 中 每 一 个 闭 区 间 [ai b, ] 中 都 
АН х, PEN EM. 

根据 风 区 间 套 定理 ,存在 实数 上 ,满足 

t= ma = mh. 

现在 我 们 证 明 数 列 | zu| 必 有 一 子 列 收 伍 于 实数 E. 

首先 在 [ai ,61] 中 选取 1x | 中 某 一 项 , 记 它 为 zn 然后 ,因为 在 [a2, b] 
申 含有 { zu 中 无 穷 多 项 ,可 以 选取 位 于 r, 后 的 某 一 项 , 记 它 为 СЭР УРАЛТ 
继续 这 样 做 下 去 ,在 选取 хэ, Elard ИН, AAEL a бн EBRA | х, 
中 无 穷 多 项 ,可 以 选取 位 于 х, 后 的 某 一 项 , 记 它 为 z, om? n RERI 
到 了 数列 |z。j 的 一 个 子 列 ха, | ,满足 

аһ < z, < bk, Ë = 1,2,3, 

H lima, = limb, 二 ,利用 极限 的 来 通 性 ,得 到 


lm z, = š. 


证 毕 
当 数 列 无 界 时 ,也 有 与 定理 2.4.5 相对 应 的 结论 . 
定理 2.4.6 Flr -AERAN MAETI |z i ,使得 
тл, = ©. 
证 由 于 [x, | 无 界 ,因此 对 任意 M>0, (х, | 中 必 存 在 无 窃 多 个 =, ,满足 
||» M, 
否则 可 以 得 出 1x, | 有 界 的 结论 . 
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令 M1=1, 则 存在 z, ,使 得 | х, | >1; 再 令 Ma =2 ,因为 在 | zj 中 有 无 穿 
多 项 满足 | x, | >2, 我 们 可 以 取 到 排 在 z, 之 后 的 опо >п, | >2. 
ЖЕФ Ms = 3, 同 理 训 以 取 到 х, ул, лэ, 812,23. 这 样 便 得 到 
1х.) 的 一 个 子 列 х, | ,满足 


T, |> E, 


H EX, 
Шил, = обо, 
ШЕР 
Cauchy ЙЛ Е 
ШИН ЭЭН H, А, ЖЕНЕ ЕВИНИ ЖЕ lk tt ЕЛИН Ж 
义 的 重要 问题 ,但 “单调 有 界 数列 必定 收 化 "这 一 定理 只 是 给 出 了 判断 数列 收 
钱 的 一 个 充分 面 非 必要 的 条 件 ,事实 上 ,许多 收 化 的 数列 并 非 是 单调 的 ， 
Fibonacci 数列 的 增长 率 数列 即 为 一 例 . 
所 以 ,有 必要 从 数列 本 身 出 发 来 寻找 其 收 敏 的 充分 必要 条 件 ,为 此 , 先 引 
进 基本 数列 的 概念 . 
定义 2.4.3 如 果 数 列 jz| 具 有 以 下 特性 :Ye>0,3N,Ynpm>N: 
|z, - 2„1< є, 


Пя, | 是 一 个 基本 数列 . 
例 2.4.12 PE z.=l+-; ++ + 证, 则 [zj 是 一 个 基本 数列 
证 ”对 任意 自然 数 n Уут, Ы m > n ‚| 


1 1 1 
Zm 867 (0417 (n+2 m 


1 1 1 
< aln +1) (а + Dla 15) 77 (т-1)т 


_ {141 i 1 __1 ‚_. l 1 
= (1 n + Чен 715) Ч л =] 


ЁС Миг 2» М 有 时 ,成 立 
Tm -= r,| е. 


Б-н 
r 
uB 
ЇЕ 
ёр 
Эр 
Y 
= 
я 3 
n 
r = 


证 毕 


例 2.4.13 É z = l+ жү +, zj 不 是 基本 数列 


证 对 任意 自然 数 n, A 
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取 eo= 方 ,无 论 М 多么 大 ,总 存在 自然 数 n>N,m =2n>N, 使 得 
2 ёр, 


Tn = х. | = | кон = =, 
因此 1x,1 不 是 基本 数列 ， 
证 毕 
EE 2.4.7(Саасву ИШЕ) 数列 |x,| 收 部 的 充分 必要 条 件 是 ; |, | 
是 基本 数列 ， 
Ш REDEE. Bir, КТ а, ERREX, Ys>0, IN, Yn,m> 
N: | 


| ,-а| 01а -а|< 5, 
于 是 
|z, — Ж] |<, -— a| + таа < e. 
再 证 充分 性 . 


先 证 明基 本 数列 必定 有 界 . 取 e =1, 因 为 jzo} 是 基本 数列 ,所 以 了 Nu， 
V n> No: 


Ta — Ty <l 
令 M=maxj| zil ха Га 1. үнд! 十 十, 则 对 一 切 n, S 
|z, |< M. 
H Bolzano — Weierstrass ЖЕ H, TE л, ГЭЛЭН le ak fp]: 
lims, = ё. 


因为 x1 是 基本 数列 ,Ye>0,3N, Yn,m>N: 


+, Ха | < 2 
在 上 式 中 取 z, = xz ah k 充分 大 ,满足 ns >>N, 并 且 令 一 %, 于 是 得 到 
| ха = #155 < є, 


Ж.Ш ЕВЗ УЙ х, ГОХ. 
证 毕 
H Cauchy 收 租 原理 可 知 , 例 2.4.12 Р ЭЛ х, 4 11912.4.13 中 数 
Яа 发散. 这 与 例 2.4.7 电 得 到 的 结论 是 一 致 的 . 
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Cauchy 收敛 原理 表明 由 实数 构成 的 基本 数列 1x,,| 必 存 在 实数 极限 ,这 一 
性 质 称 为 实数 系 的 完备 性 . 值得 注意 的 是 有 理 数 集 不 具有 完备 性 . 例如 


(1-2 | | 是 由 有 理 数 构成 的 基本 数列 ,我 们 将 在 学 习 了 微分 之 后 严格 证 


明 , 其 极限 。 并 不 是 有 理 数 ， 
例 2.4.14 151 | х, | 满足 压缩 性 条 件 : 
ERN - х, k| x, — 21|, Q< <l 2,327, 
ЇЇ | х, Б. 
证 БЖ х, ЖОН Ч. 
首先 对 于 一 切 x , RIE 
EE 
< < р, 一 zıl. 
É m>n, W 
| zw T 2, | < ЕЯ T Tp] | + [zl = Za-2 | 十 十 | ьн 一 z, | 
<  жү-а| А |а ху|++ + МЛ z; zi| 
< Ë |a = жї] 00 o), 
因此 ;zs 是 基 本 数列 ,从 而 收敛 . 
证 毕 
实数 系 的 基本 定理 
我 们 在 $1 中 证 明了 实数 系 连 续 性 定理 一 一 确 界 存在 定理 .在 本 节 中 ,我 
们 叉 依 次 证 明了 单调 有 界 数列 收 合 定 理 , 闭 区 间 套 定理 ,Bolzano — Weierstrass 
定理 与 实数 系 完备 性 定理 一 一 Cauchy 站 合 原 理 .通过 分 析 它 们 的 证 明 , 可 以 
хат НЕЛЕ ЕНК: 


确 界 存在 定理 
1 
ЕЕ рае 
{ 
Р в] ЖЕ 
1 
Bolzano - Weierstrass 定理 
1 
Cauchy 收 敏 原理 


也 就 是 说 ,实数 系 的 连续 性 包含 了 实数 系 的 完备 性 . 


——  . ` 
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下 面 我 们 证 明 实 数 系 的 完备 性 也 包含 了 实数 系 的 连续 性 .也 就 是 说 ,在 实 
数 系 中 ,完备 性 与 连续 性 这 两 个 概念 是 等 价 的 . 

定理 2.4.8 实数 系 的 完备 性 等 价 于 实数 系 的 连续 性 . 

证 ”我们 分 两 步 

Cauchy KARE > 闭 区 间 套 定理 => 确 界 存在 定理 

来 证 时 实 数 系 的 完备 性 包含 实数 系 的 连续 性 ， 

ЖИН : Cauchy KARE > 闭 区 间 套 定理 . 

设 |[ a „Б, АЕ а], Е 

(D[a,. 4. b. ]Cla, hl, n=1,2,3,.; 

(0) а (Б, = an) = 0. 

Ë тон, 

O= a, a, < b, - а, — Ü (n ә), 
所 以 数列 ja 是 一 基本 数列 ,从 而 有 
bo = #, 
并 由 此 得 到 
limb, = lim (5, = an) + lima, = £. 

H 1 а„ ЖЕЛП, 2115, Spek p ЗГ ДЭН: EB T Br HJ E 
а, ИМЕ -实数 . 闲 区 间 套 定理 得 证 . 

ИЕН: ЕЕ Е > 确 界 存在 定理 . 

É S 是 非 空 有 上 界 的 实数 集合 , 叉 设 丁 是 由 S 的 所 有 上 界 所 组 成 的 集 
合 , 现 证 了 含有 最 小 数 , 即 SALAR. 

Ba € T, € T, Ж а <b,. Bl F Bth ij kak pp E — ЖН БН: 


+ Ё + Ё 
Гын! ЁС € T, 
БОГ 
1 1 1 1 p, 
| 2 1281 = 2 Є T; 
+ Ë 
[a 22222], 着 Т, 
шан аз + b ] a, + b 
2 2 += 2 = =+. 
| 2 sbaj» Ф ? Є Т; 


ЕЕЕ 


由 此 得 到 一 个 闭 区 间 会 i[a, ,#, ] ,满足 
a ЄТ. b, € T, n = 1,2,3, 
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由 闭 区 间 套 定理 ,存在 唯一 实数 上 属于 所 有 的 闭 区 间 [a bn], E lima, 
= limb, =E MARAN 是 集合 了 的 最 小 数 ,也 就 是 集合 S 的 上 确 界 . 

车 СЕТ, 不 是 集合 S 的 上 界 , 则 存在 ES, E E< x. limb, = 
8&, 亲 知 当 妈 充分 大 时 ,成 立志 芝 z, 这 就 与 ,ET 发 生 牙 盾 , 所 以 £€ T. 

若 存在 СТ, усе, ДН lima, = ë, ПА n ЖУКЕ, т< 
a, HFa, ce T, T E fff YES, 使 得 )Са,СуйХ Ч Є T 3tE2F)8. M. 
而 得 出 是 集合 S НИЕ MRE E ИПИНЕ. 

052223 证 毕 

因此 上 述 五 个 定理 是 等 价 的 , 即 从 其 中 任何 一 个 定理 出 发 都 可 以 推断 出 

其 它 的 定理 ,所 以 ,这 五 个 定理 中 的 每 一 个 都 可 以 称 为 是 实数 系 的 基本 定理 ， 


ч в 
1. ARARA 575591 E С РЕЛЕ, ПЕНН ТСС ЯК, ,并 求 出 极限 
(1) =/2,z, EV 2+ ,,п=1,2,3,---; 
(2) 1 =42,5,.1=/ к, n =1,2,3,"-; 
(De =1,2,3,е 
(4)хү5:1,хаэ154/4-43л, ,n=1,2,3,."; 
(57/0«х(«1,х,4451-41-х,,п51,2,3,/7: 


(67/0“х:«1,х,:452,(2-3,),я:51,2,3.1411 
ЖАЖА SARA ЖЕЕ] КЕШ , BE BH : 


„2,3,4  п+1 p, 
СО т 89779 Ф105 


(2) ши =0 (a>1); 


| 
(3) 0, 
noe ү 
3.5 51012,62), a 8123.9 r =1 与 Хүр- -2 两 种 情况 
R lim zy. 
+ 
4. rima, = bsr = "үл эл = 1,2,3,-5,ЖШшил,, 


5.HE 0<a<b, да, у= Б. 
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(DE ra= Ta = ул ан, 2,3," 
ШЕ іх, Банн В limar, = limy,. 这 个 公共 极限 称 为 a 与 5 的 算术 
几何 平均 . 


_ 2. Yy 28 ET nYa 
(2) 若 z, = 2 +Ум+1— х, +y, ‚п =], 2, 33 


ШЕВА іх, 1, у, ИСЭЛ, В lim z, = limy. WK FASE БХ а 与 5 的 算术 
调和 平均 . 


6.8 r= ,zsri= 于 二 ,=12,.3,，… 证 明 数 到 jz 收敛 ,并 求 极限 
7. 设 1x,1 是 一 单调 数列 ,证 明 lim z, = a 的 充分 必要 条 件 是 存在 子 列 
EME 
lim zy, = a. 
8. 证 明 : 若 有 界 数列 j zj 不 收敛 , 则 必 存 在 两 个 子 列 jz 名 | 与 1z 人 2] 收 钱 
于 不 同 的 极限 , 即 limzh =a limp =b,a%b. 
9. 证 明 : 若 数列 { ze 无 界 ,但 非 无 穷 大 量 , 则 必 存 在 两 个 子 列 1z 名 上 与 
lPi ,其 中 1z 名 | 是 无 穷 大 量 ,fx 站 是 收 合子 列 . 
10. 设 S 是 非 空 有 上 界 的 数 集 ,sup S= a € S. EB fE Bris S 中 可 取出 严 
格 单调 增加 的 数列 jzsj: ил, =a. 
11. 设 {ta,,b; 儿 是 一 询 开 区 间 , 满 足 条 人 性 ; 
(Dalal e La, Cb <: <b,<b, 
(2) lim (bn ~ an)=0, 
证 明 存在 唯一 的 实数 & 属 子 所 有 的 开 区 间 (a, ,6,), В E= lima, = limb. 
12. 利 用 Cauchy СЭ ЕНБ НЭГ A 
(172, =aotagtag tetang" (lgl la SM); 


O EE ETE 

13. 10888911 х, НӨЖ ЛЕ lim] .z+1 一 | 0,8 le | 是 否 一 定 是 基本 
数列 ， | 
(2) 设 数列 | zu 满足 条 件 | z. alion 1,23, ER en! 
是 基本 数列 . 


14. 对 于 数列 | zz 构造 数 集 А: 
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A, = lela Z k] = (ады 
记 diam А, = supt l £y ~ х |, х. E Ак, Ea E Ар! „ЕВ х, | 收敛 的 充 
分 必要 条 件 是 


lim diam À, = 0. 
15. AM Cauchy RARER : ARAFA GERA. (提示 ;采用 反 证 
Ж.) 


第 三 章 ”函数 极限 与 连续 半数 


Š1 HARE 


函数 极限 的 定 尽 

我 们 在 第 二 章 讨论 了 数列 的 极限 ,现在 来 讨论 另 一 类 极限 , 即 函 数 的 极 
限 . 设 y= 了 (x) 是 一 给 定 的 函数 ,我 们 考虑 这 样 的 问题 ; 当 自 变量 趋 于 某 个 点 
ze 时 , 因 变 量 у 是 否 相应 地 趟 于 某 个 定 值 4. 

先 看 一 个 例子 .在 半径 为 r WEER EI, iE Er 498 
的 弧度 为 2+, 则 圆 弧 长 度 为 2xx ,而 贺 弧 所 对 的 荡 的 长 麻 为 2rsin z , ARES 


弧 长 之 比值 ?是 的 函数 ,其 关系 式 为 ?= AN r Атон, у 是 否 
趋 于 某 个 固定 值 

如 果 我 们 分 别 取 为 0.5, 0.1, 0.05, 0.01,…, 可 求 出 y 的 相应 值 分 别 
Ж 0.96, 0.998, 0.999 6, 0.999 8 可 以 厦 出 MEA х 趋 来 越 接近 于 0,y 


= 吾 . 芝 的 值 也 趋 来 越 接近 于 1, 因此 我 们 有 理由 和 猪 测 , 当 z BFO, у= 
sn Тай F 1, 并 记 为 lm 到 衬 一 1. 后 面 我 们 将 对 这 一 极限 给 出 严格 证 明 . 


x 


必须 注意 ,在 z TOE P RIER с ОО Е, Ч + 一 0 时 , 函 
но 29483 .我 们 当前 关心 的 是 在 х 趋 于 0 的 过 程 中 ,函数 у- Sh 2 


ын 
AEE, MARRE ОДЕВ У ШЕНАУ НАВЕ 
类 的 问题 ,暂时 都 不 予 考虑 ， 
下 面 我 们 给 出 函数 极限 的 严格 定义 ， 
定义 3.1.1 HAR yf rE х 的 某 个 去 心 邻 碟 中 有 定义 ， 即 站 在 
p>, t 


Olzop)\ jzol C Dy. 
如 果 存 在 实数 A ,对 于 任意 给 定 的 上 >>0, 可 以 找到 人 >0, 使 得 当 0<<| 工 一 zj 
хан, ла. 
|f(z)- A|< e, 
WARA EBBAS r EA zo 的 极限 , 记 为 
Em fl) = А, 
或 
flr) А (z — zo). 


31 BARR л: 


如 果 不 存 在 具有 上 壕 性 质 的 实数 А, ШАЙ (r EE х 的 极限 不 存在 . 

图 3.1.1 表示 了 这 个 定义 的 几何 意义 .在 直角 平面 坐标 系 Ory Юу Е 
BUA 为 忠心 ,e МЭЛӨНГ- ТЭГЖ - e, Ate), АХ. WR 
О(А ,є); х 轴 上 存在 一 个 以 zo 为 申 心 ,他 为 半径 的 开 区 间 ({zre ё, zo + 
8) BI zo дї} ó BROC) 33 0<|[z-za| <ó 时, 成立 | f(x) 一 Al< 
E 表示 OCz, 8) Ф z 之 外 的 所 有 点 的 函数 值 都 落 在 点 A 的 e ФН. 

跟 数列 极限 的 情况 类 似 ,e 既是 任意 的 ,又 是 给 定 的 ,一 方面 ,只 有 当 * 给 
定时 ,才能 确定 正 数 0(0 是 由 上 次 定 的 ) 另 一 方面 ,由 于 es 具有 任意 性 ,也 就 
是 说 图 3.1.1 中 上 下 呆 条 横 线 的 虚 离 咱 以 任意 妆 纺 .但 无 论 收缩 得 多 小 ,都 能 
找到 正 数 信 ,使 得 当 二 处 于 ro 8 EGR, (20 ЛЕ НЭХ РЕЛЕ EN 
范围 中 .将 这 两 方面 结合 起 来 ,就 不 难 理解 ,4 必 为 x 一 zo 时 xw) 的 极限 值 
(М 3.1.1). 


3.1.1 


上 述 函 数 极 限 的 定义 牙 利 用 符号 表述 为 : 
lm f(x) = AS V e>0 32520, Vz(0<!z-— zx l< 8): 


|/(z)- A| < е. 
例 3.1.1 证 明 lim e*=1. 
证 ” 按 极限 定义 ,Ye>0( 不 站 设 0<e<x1), 要 找 人 >0, 使 得 当 0< | zl 
<j it, R 
le- 11 < е. 
由 于 上 式 等 价 于 
in(l ~ е) < r< Intl + ë), 
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TERME 8-1 (14 е), - 1301-е) 20, 534 0< |z] <8 H, É 
然 成 立 
[е^ —1|< е. 
证 毕 
同样 ,对 任意 给 定 的 s>0, 正 数 8 并 不 要 求 取 最 大 的 或 最 佳 的 值 ,所 以 对 
具体 的 函数 极限 问题 ,常常 采用 与 数列 极限 证 明 时 类 似 的 适度 放大 技巧 . 
81 3.1.2 UE Wilia д?=4. 
Ж 按 极限 的 定义 ,对 任意 给 定 的 。>0, 要 找 5>0, 使 当 0<|zr-2|<8 
时 成 立 
|z22- 4| < е. 
В51:2-41-1х-2151х 521208 882 х-2| ,而 将 因子 jz+2| 
放大 ,为 此 加 上 条 件 
|z -2[< 1,BD1 < z < 3, 
于 是 |z+2<5, 从 而 有 
|z22- 4|< 5|z - 2]. 
因此 , 取 


Š == min 


E 
1, 5 Ë 
“б< |к—2|<86 时 ,成 立 


| 2-4|- |z+2|: |z -2]<5- ç = e, 


从 而 证 得 
lim д? = 4, 
证 毕 
例 3.1.3 g | 20). 1. 
21 r-i] 2 
证 因为 
(2-1) 1| 1х-1| 
1-1 21:21х411 


我 们 保留 因子 1z -1 ,而 将 因 于 3 一族 大 .为 此 ,加 上 条 件 
0<1х—-1|<1,Ш0< х<2, 
于 是 有 
i < 1 
2|к +1 2 
He = ша1,2:|,240« |х-1|« 时, 成立 


81 НЫ B> 


zi ® +1 
从 而 证 得 
x-1) 1 
lim т?-1 2: 
证 毕 
函数 极限 的 性 质 


deh 与 数列 极限 有 类 似 之 处 ,请 读者 仔 
细 领 会 ,统一 掌握 ,并 注意 区 别 它们 不 同 的 地 方 . 

үүснэ 性 

定理 3.1.1 设 A 与 B 都 是 画 数 f(z) 在 点 xo HAR, A= B. 

证 根据 函数 极限 的 定义 ,可 知 : 


Ve>0, Яёду>б,ут(@<!\®ж-зж,|< 00:15) - А І< = 


, 


Ee 
2 
31222 0,0200 <1 2 z < 05) :1 f(r)- B i< 5. 
He = тіп! 81,21,24 0<|z-zxzə1< 6 W, 
|A-B|< |х) - А|+ |f(z)- B|< <. 
由 于 s 可 以 任意 接近 于 0, 可 知 A= 5. 
证 毕 
(2) 局 部 保 序 性 
定理 3.1.2 #limf(z)=A,limg(z)= B.B A>B, 4#% ó >0, š 
O0<|z- =o | <š 时 成 立 
Кх) > glz}. 
证 Je = А220. (с) А. 30,20, Y х(0< |z- zol < 
61): | Ке) - A| <e AM 


AtB 5 Ë < f(z); 
Н р(х) = B,35,2>0, yao lz- zol<6):| g(x)-B|<eo, 从 而 


glz) «2448. 


E б=тпип|ёү,6›],40<]х— хо] < 8, 
АВ < fla), 


gír) < 
证 毕 
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推论 1 #limf(z)=A,limg(z)= B, B.# £ 020, 3 0<|+*— zx |< 


о. а(х) (х), А] 
BSA. 

证 ЈАМИ. B>A, WHER 3.1.2, FE 8>0,240< |х-хү 

<ë 时， 
giz) > flx). 
Ж у= тіпід,рі, 2 0«|х-ха|Х 8, 9 glr) >fl), XA р(х) 
Гбх), МЕРЕ, 
证 毕 

即使 将 推论 1 ЖИ рч ос |х то < о, р(х) Р(х), {ПШ 
只 能 得 到 BSA 的 结论 ,而 不 能 得 到 B< A 的 结论 ,请 读者 自己 举 出 例子 . 

推论 2( 局 部 有 界 性 } Æ limf (x)= A, MAE 620,648 f(z) £ 


О(хо,8) \ 150 РА. 

证 ИЖ M Em, т<А<М, 5 р(х) = т,А( х) = М1 
常数 函数 ,由 定理 3.1.2 可 知 存在 2220, 4 0< |а - rol < В, sr 

т< f(z) < М. 
证 毕 
顺便 指出 ,如果 A rE re 有 定义 ,我 们 可 以 取 
G = maxl|m | ,| M| ,|f(zo)]|], 
W]e- arol <ë 时 ,成 立 
| /(z)|< G. 


注意 6 不 能 随意 扩大 .例如 ,对 f(z) = 二 ,考虑 点 zo=1, 则 f(x) 在 
fzl0<1z -11< 闻 | 有 界 ,但 (98: 0«|:-11 «18:58. 


(3) 夹 通 性 
定理 3.1.3 FE о>0,1 85 0< 15-х <р ARE 
g(z) = far) S h(z), 
Я табх) = іл (2) =А, 4 (2) =А. 
证 Ye>0, H Шт^й(х)=А,Я8,>0,/х(0<|х-х|< 8): 


[h(z)- A|< є. 
从 而 
hlr} < À +e; 
由 limg(z)=A, 18>0, V z(0< le- roic) | (4)-А| <e, Am 
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А-є« g(z). 
Ж 0 -ши16,,8:50|,Ү2(06|т-хй <à): 


А-—-є<д(х)< /(т)< й(хт) Ate, 
ER lim (х) = A. 


ШЕЕ 
例 3.1.4 证 明 :lim -5-1, 
x—(J a 
证 (图 3.1.2) 设 AOB 的 弧度 为 z,0<z<< 了 ,由 于 
AQAB 面积 < BE OAB 面积 < АОВС 面积 ， 
3.1.2 
可 以 得 到 ( 见 例 2.4.5 的 注 ) 
snz < r < tan z, 0<х<-у. 
从 而 有 
соз r< 002 < 1, 0<=< 5. 
2 
显然 上 式 对 于 -与 <x<0 也 成 立 . 
出 于 
2 
2% 212 
[eos > — 1| = 2sin 5 < 2 ， 
可 知 lim cos 之 =1. 应 用 极限 的 夹 逼 性 ,得 到 
lim am Жо, 
гэ 2 
证 毕 


注 ” 此 极限 亦 可 由 例 2.4.5 的 结果 
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. sin (a/n) _ 
lim ү = 1 


n= T 

直接 导出 ;对 任意 <E | -至 ,至 \ 101, 一 定 存在 自然 数 n WE 
" [< lels 5, 

由 此 得 到 


аш[к/(л + 1)] , п < ЗШ z — inln) п +] 
mr ү 一 一 一 . 


я/(м-1) п +1 п/п п 
令 поо Вр 一 0 利用 极限 的 光盘 性 ,部 有 


. Sn + 
ип — = 1. 


А НЕНЩ ШЕ Ж 
定理 3.1.4 设 lim f(z)=A,limg(x)=B, 则 


( L)lim(af(z) + 8g(z))=aA + BB la B ATR): 
(1 )lim(f(z)g(z))= АВ; 


Ах) A 
| CH) lim $= ( BÆ0). 
证 Blim f(x)=A, 由 定理 3.1.2 的 推 沦 2,360>0,Y zx(0<1z-zol< 


ôo): 
|/(z=)|< X, 
HyYe>0, 35,20,Vz(0<|]z-—-—z|<3,): 
1 (2) - АЇ< є. 
FFH аа (:)-8,4838,20, Ч (06 | -х06| 503) 


|Е(к)-81« e. 
Ж ô= minl ôg di e), V хХ(0<|х—ху|<8): 
(а(х) + B g(z=))- (аА + 8 ВЭ! 
«а Р) А+ |81- \д(х)- B| 


<{(|«|+!8|; 
及 - 
|f(z)g(z)-— АВ! 
=|f(x=)X(g(z)- B)+ B(f(z)- A)| 
«(Х-18В1)в, 
Aei OA R. 


利用 定理 3.1.2 可 知 , 了 了 8. >20,Vz(0<|z-— rls): 
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E 5 = minl, ôL 0), V х(0<}х—уху|<8): 
Pai A = ВОС A) Аше) = B) 
Ве(х) 


2(1А1-1В 


< pl 


Е, 


HE M дй лу. 
证 毕 
13.1.5 对 于 任意 实数 Í 0,8 
lim si аж _ jimo тэн =) а; 
+ 工 тээ) ах 


对 于 任意 实数 ,8 尖 0, 则 有 


sin er _ у. sm ах јап Re) a 
lim ып Br | шү арт r | B 
函数 极限 与 数列 极限 的 关系 


定理 3.1.5[Heine 定理 ) Hmf(z)=A 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 满 
Х.ЁО шал, = х0, A r xz (n =1,2,3,--)0) 3 5] | у, |, ЛЕ) А Ж 
РС, АЖ. 


lim f(z„) = A 

证 ”必要 性 ; 

由 lm (х) = А, ЖҮє20,31620,УҮх(0«|х-01 6): 
|f(z)- A|< єв. 


因为 lim zx, = zo H r roln=1,2,3,; 0), РЕЖ 8>0, JN, Vn>N: 
0< |z,- zol < 8. 
FEH н> М, АГ. 
flr) -А|< e, 
即 lim /(z,)= A. 
充分 性 :用 反 证 法 . 
按 函 数 极限 定义 ,命题 六 zz) 在 z 点 以 А 为 极限 "可 以 表述 为 
Үе»0, 16 >0,Vz(0<lz- zo l< ó): | f(z)—- A I< е. 
于 是 它 的 否定 命 古 “f(x ) 在 хо 点 不 以 А 为 极限 "可 以 相应 地 表述 为 ， 
jeo >0, Yå >0, 32(0 <1 х - zo |< 8):1 (х) -A |> eo. 
亦 即 ,存在 基 个 辕 定 正 数 so, 不 管 5 取得 多 人 么 小 ,总 能 在 Ofzo,GS) Х {zxoi 中 找 
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到 一 个 x, 使 f(x) 与 A 32445 Т єв, /(х)-— А 120. 
现在 取 一 列 |8,1,6, 一 二 ,n=1,2,3,…. 
д =, AFE х1(0« ха 0)),1 1С) - А 1220; 
对 =+ t х)(0< |z- zol < б). 4 (205) Alep; 


于 是 得 至 数列 jzr,| ,满足 z, Z хо» lim z, = xo; 但 相应 的 函数 值 数列 
| (x, 不 可 能 以 A SER. 
由 此 推荐 假定 ,得 到 (x) 在 zo 点 以 A 为 极限 . 
证 毕 
这 一 性 质 被 经 常用 于 证 明 某 个 函数 极限 的 不 存在 . 
例 3.1.6 ШОН sin 一 在 = 没有 极限 . 


证 取 хб) = Ł, H = 1,2,3,5; 
хб = 1 Т Н = 1,2,3, --". 
2пк + 


则 显然 有 2017520, ал09 202130, тх =0. НТР 
limsin -i = 0, 而 limsin -e = 1, 


根据 定理 3.1.5, 可 知 sin L E z=0 没有 极限 ( 见 图 3.1.3). 


В 3.1.3 


注 ; 如 果 我 们 只 关心 函数 f(z) 在 点 zo 的 极限 是 否 存在 ,而 不 管 极限 什 


= -——- — ——r m 
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是 多 少 , 则 定理 3.1.5 有 下 述 另 一 种 表述 : 

定理 3.1.5 lm f(z) 存在 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 满足 条 件 lim z, 
=) E. ЕС: 一 1,2,3, 6 Я] Їх, | , 相 庶 的 © Ж 18 ЖОЛ] {/(х„) | Ж 
Ж, 

对 于 定理 3, 1.5 充分 性 的 证 明 , 只 要 注意 这 样 一 个 事实 ;者 存在 数列 
EMEEN s En Éro Tp A zo, H lim x, = lim z, = Zo, 使 得 lim f(x, ) lim f 
(an) MRAR epl ,使 хое роон = (n =1,2,3,: ,显然 z, 
хо lims, = хо, BEHERAKA /(х„) ЕК Я. 

单 侧 极限 

ERRER lim f(x) =A 的 定义 中 , 自 变量 x 可 以 按 尾 意 的 方式 欧 于 zw 


(只 要 тэту) BERI, х) RE +, 的 一 人 出 ( 左 侧 或 右 侧 ) 有 定义 ,或 者 需 
要 分 别 研 究 f(z)ÉE z, 两 侧 的 性 态 ,这 就 有 必要 引 和 大 单 便 极 很 的 概念 . 
Ж Х 3.1.2 Ж./х)ё(хо-өьлд ЖАХ (020), 43844345. В, 
于 任意 给 定 的 E >0, 可 以 找到 8 >0 4643 - a< x - z <0 时 ,成 立 
|0) - B|< е, 
ДВК СОЕ) zo ЧААК, 120 
дт Кх) = f(za -) = В. 
类 似 地 ,如果 f(z) 在 (xzo,zot+ p) 有 定义 (p 之 0), 并 且 存 在 实数 С, Т 
任意 给 定 的 :>0, 可 以 找到 8 之 0, 使 得 当 0<< 工 一 zo 世间 时 ,成 并 
0-С < е, 
ШЖК С (EA r HARR, iH 
im f(z)= /\ху+) = C. 
显然 ,函数 (OE zo 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 /\х)Е xo 的 左 极限 
与 右 极限 存在 并 且 相 等 : 
limf(x)= А = Шю /\х)= lim fez) = A. 
例 3.1.7 符号 函数 sgn zf 见 $1.2) 在 原点 的 单 侧 极 很 存在 但 不 相等 : 
lim sgn = =- |, lim sgn z = 1. 


因此 符号 函数 sgn z 在 z=0 处 没有 极限 . 


1 
例 3.1.8 函数 (2) er (m 3.1.4) 在 zx=0 的 左 极限 存在 ,limer =0; 
但 右 极 很 不 存在 , 当 х—=0+ В, ЖИЕ CF + оо. 
函数 极 很 定义 的 扩充 
在 本 节 中 ,函数 极限 是 对 lim f(r) =A 定义 的 ,表述 为 ; 
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图 3.1.4 


Ve >0, 3620, V>z(Ü<|] +-—z( |< 86): f(z)= A |< e, 
其 中 xo,A 都 是 有 限 实数 . 

但 实际 上 ,站 变量 的 极限 过 程 有 六 种 情况 ;zzo,zo+、zp 一 \ co、+oc、 
— so ,图 数 的 被 限 值 有 四 种 情况 : (х) вА. оо, + оо, ~ оо ФЯ Б 
limy(z)=A 的 情况 ,可 以 发 现 其 定义 描述 的 是 两 个 方面 :“ Ус >0,+е:| f 
(т) - А < ЖИ Л Р(х) АЕ, J>, Yr 15 arl 


9): "描述 的 是 ”rz 一 zo 的 过 程 . ПТР Ера СЧА ЕЛ, АПАР А 
变量 的 极限 过 程 ,分 别 有 相 应 的 表述 方式 : 


“Кху-АСН ЖЭ)”: “Ve>0, | f(z)- A| <"; 
“f(z)—=oo" : “Үсэ0, ч: Л >G”; 
“(ху + оо” : “ЧО»ЬО Ч f(z)>G”; 
“f(r оо” : “ҮСЭ0й f(x) - G”; 
以 及 

“> : C, JESO, Y 2(0< 12-0140): 
二 “a 3682>0,Vxz(0<zx— z<): ”; 
“rro: IO, Yal- Cr z 6 <0); 7; 
бү-жоо" ; “4,3ХЭ0,Ух(1:12»Х):5 57: 
“тж оо”. “-,ЗХЭ0,Ух(: Хус 7: 

“у-»- 00"; “9, ЗХЭО,Ухї(хС-Х): 7. 


理解 了 这 一 点 ,读者 就 不 难 举一反三 ,对 任何 一 种 函数 极限 立即 写 出 相应 
的 定义 , 讽 如 : 
lim flx) = 02 的 定义 为 : 


VG S00YrO0<r- x < 8):| х) > G; 
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lim f(x)= 有 A 的 定义 为 ; 

Ve >0,IX >0,Yzlz > X):|f(z)- A| < є; 
lim f(z) = + оо ЕУ: 

ҮЭ 0, 1Х» 0 ,Үх(:-ХЭ:5 126. 
例 3.1.9=0 Еше”-0 
证 уеЄ (0,1), G=ln T >0,V z< - G: 

0<e < еб = є, 
于 是 得 到 lim е" =Ü. 
证 毕 
2 

例 3.1.10 іт i=” 
证 对 于 任意 给 定 的 如 >0, 要 找 >0, 使 当 一 5 之 x 一 1 之 0 时 成 立 


= 15-06. 
为 了 活 度 放 大 不 等 式 的 左边 , 先 吉 上 条 件 .证 < z -1<0, 于 是 >F, MA 
2? 1 


221406 210): 
令 s=min|-,46| , 则 当 一 8<x-1<0 时 


х? 1 1 ` 
21153 (C l D 48е S. 


由 此 证 得 lim -= - oo. 
证 毕 

对 于 上 述 扩充 了 定义 的 函数 辍 限 ,可 以 参照 本 节 前 半 部 分 讨论 其 函数 极 
限 的 人 性质 .函数 极限 的 四 则 运算 以 及 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 ,我 们 不 一 一 
作 叙 述 了 ,请 读者 自己 加 以 推导 ,并 注意 以 下 几 点 说 明 ， 

(1) 关于 水 数 极 限 的 性 质 ,例如 局 部 保 序 定理 与 夹 盈 性 定理 ,只 当 隔 数 极 
限 A 为 有 限 数 、+ co 与 - oo 时 才 是 成 立 的 .也 就 是 说 ,讨论 这 些 定理 , 须 排 除 
А 是 未 定 号 无 穷 大 oo 的 情况 .这 是 因为 我 们 无 法 将 oo 与 任意 有 限 数 作 大 小 的 
比较 ,而 对 于 定 导 无 穷 大 + oo gë — о, Ж 7119 2423 <А < +оо 
(A 为 任意 实数 } 成 立 . 

сетки ни 天 算 , 只 要 不 是 待定 型 ,如 co + оо, ( + оо) + 


(- 0), 90+ (290) ,0-90,22,.0, рар, зи 3.1.4 总 是 成 立 的 .如果 出 现 竺 
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定型 , 则 需要 对 具体 的 函数 极限 作 具 体 的 讨论 . 
(3) 对 于 这 些 不 同 的 函数 极限 ,分 别 有 相 应 的 Heine 定理 ,它们 的 叙述 ,证 
明 方 法 和 作用 都 是 类 似 的 . 
例 3.1.11 讨论 极限 


H л-1 
А аш Ба, + + qar +a 
i = lim b 1 s —1 iay = 0,b,, 2-0 
r> (ууд 十 бу-14 ++ бүх 十 Do 
8 当 11 — т 时 
а й 
а + 191 р 0 
. - a 
| = lim 2 £ a, 
ээс b, -1 bi bo я 
9, 十 + т"! ШР 
M + < m B] 
й Ч (FA 
Qi L 一 
l; 1 q" H 0 
{ = lim 二 一 
op д" ш-1 bi bo 3 
bm 十 + үл ү” 
W агт , 
а»-] al 81 
a, t + 十 — _ 
i = lim тё” + -5 бэ 
товбо b. + 已 | + + b) + by 
m + т! m 
所 以 
Ч. 
n н-1 b. ° п — т, 
| = jm -ae t Чыл” + + аут + ар я 
= Hm m = 
кэе Буд + фут” + o. + biz t bo 0, п< m, 


例 3.1.12 lim(1+ 二 | =e. 
证 先 证 lim (1+4 Y =e 首先 ,对 于 任意 x 之 1 有 
1 [z] 1 т 41. ЭРЧ! 
+ т) < (++) < (+) 
其 中 [zx] 表示 х 的 整数 部 分 . 当 = + оо TERA МВ УУ РИ Ж 
列 极限 
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1 н+] 
lim (1 + =+) = e. 
A A BR PR his E FE ,得 到 
lim (1 + r) = = e. 


a — + 


再 证 lim (1+2) =e. Эд у= r PÆN r>- ont, y> o0, 从 
而 有 
Жый +) -了 


= к (1+1) (1+527) |е 


将 lim (1+2 =e5 lm (1+2. =e 结 合 起 来 ,就 得 到 


证 毕 
注 3.1.12 的 证 明 中 包含 下 述 结果 ; 
NE 


е 
在 8$2.4 ФВ ГЭХЭ 3505 Cauchy KARE. РЖ Е ЕТЕ 
的 各 类 函数 极限 情况 , 辣 样 也 分 别 有 相 应 的 Cauchy IK 28 ИР, ПЕ ВЕРА Т 
要 用 到 相应 的 Heine 定理 ,下 而 仅 举 一 例 . 
定理 3.1.6 函数 极限 lim. 凡 z) 存 在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 
任意 给 定 的 >0, 存 在 买 >0, 对 一 切 ,x >X, RA 
| 53 - flr) < є. 
证 先 证 必要 性 . 设 lim A(x)= 有 ,按照 定义 ,Ye >0,3jX>0,Yx ,zx 
>X: 
fz) -Al<F, N-AI š. 
于 是 
| КаЭ-Ж ЭЭЖ |/(хт)-А!+ |f(z27)- Al! < е. 
再 证 充分 性 . 设 Ye>0,3X>0,Yr ,zx >X 
|02) flx) < е. 
任意 选取 数列 | x, ) , lim x» = + oo. 则 对 上 述 X>0, ЭМ, V 2 > N: z, > 
X. FENH m>n> М, E 
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FLEN., - f(r,)| < к. 
х ВА RRRA S rn) АСЗ, ВАТИ Е СЯ, 根据 相应 的 Heine 定 
理 , 可 知 lim f(x) 存 在 而 且 有 限 . 
证 毕 
ЯН НИН BS SR їп С), lim f(r), lim f(x) 存 在 而 且 有 限 的 
Cauchy 收敛 原理 ,并 加 以 证 明 . 


今后 ,在 建 并 广义 积分 的 收 合 性 判别 法 则 等 方 而 ,函数 极限 的 Cauchy 收 
敛 原 理 将 发 挥 重 要 的 作用 ， 


J 48 
1. 按 函数 极限 的 定义 证 明 : 
Was; (2)lim x =2; 
х4 
_ 1 +1 1. 
(3)lim —q z- 53 125: 
(5) lim In r= (6) те” =0; 
25 _ r _ 
人) 区 
2. 求 下 列 函 数 极 限 
2 一 二 | 2-1 
(От (2)їш5:2-221 


2 f _ 
(зш 325 5z:+2r (4)lim МЛ: 1632) 1, 


5 一 了 十 3 i 
_ но. | п __ эн 
05207-1, (6)iim ++) ы) ; 


2 


(Dim 82-2 22 а, (8)lim нээгээч, 

(9)lim SES Эх. (10)lim n 2 an z 
3. 利用 夹 台 法 求 极 限 ， 

аер D me 


ЗЕЕ Е, 
(D tm 至 =0 《ay>L 为 任意 自然 数 ); 
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(2) lim, hr 00 为 任意 自然 数 ). 


5. 讨论 单 侧 极 限 
二 ，0< xz 去 1， 
2x 
(DA(z)=1 2 үгү; 在 z=0,12 三 点 ; 
2х, 2<+<3, 
1 
(DA H E r=0 8; 
(3)Dirichlet БА 
1, £ 为 有 理 数 ， 
Dlr) = B Кеи 
(а) а) 2-21, 在 z= 二 ,м-1,2,3/ 
6 ,说明 下 列 栈 数 极 限 的 情况 
(1)lim sin = =, 


(lines sin z; 
2212 
(3) lim x зіп; 
з? 
(4)lim(1+ ) ; 
== 


1 
Ж 
(5) (1+), 


~J 


Blim (х) = A (4220) 8: limf(z2)= A. 

. 写 出 下 述 命 题 的 “否定 命题 "的 分 析 表 述 

(Diz 是 无 穷 小 量 ， 

(Dir 是 正 无 穷 大 量 ， 

(3) 0 хь WARRE A. 

(4) f(z) 在 ло 的 左 极 限 是 正 无 穷 大 量 ， 

(3) 4 хт» – оо, (т) А. 

(6) 4 х-» + оо, (т) А693 KE. 

9. ШЕВА: lim f(x) = + oo 的 充分 必要 乏 件 是 对 于 任意 从 右 方 站 化 于 хо 


的 数列 | х„} (хь 2 хо), ЖЗЛ 


эс 
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lm / 0 сү) = + оо, 
10. WER: lim б.к) 8 Н.В IRB 3t 2 Ж 2 pe k 51 t 8 ЕД ХЕ 
| х, | AHA EI ЗОН | О) НИ. 
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连续 函数 的 定义 

在 本 节 中 ,我 们 讨论 函数 的 连续 性 . 

消 数 连续 与 否 的 概念 源 于 对 函数 图 象 的 直 现 分 析 . 例如 ,函数 y= f(x) 
= х^ 的 图 象 是 一 条 抛物 线 ,图 象 上 各 点 相互 “连结 ”而 不 出 现 “ 疗 断 ”, 构 成 了 
曲线 “连续 "的 外 观 ,而 符号 函数 y= sgn > 的 图 象 { 图 1.2.2) 也 直观 地 告诉 我 
们 , 它 的 “连续 性 "在 zx=0 处 遭 到 破坏 ,也 就 是 说 在 这 一 点 出 现 了 “间断 ”. 

用 分 析 的 观点 来 看 ,函数 Cr ERA хо 处 是 否 具 有 "连续 "特性 ,就 是 
18 х 在 zo 点 附近 作 微 小 变化 时 , f(z) 是 省 也 在 Ffzo) 附 近 作 微小 变化 . 借 
助 于 已 经 学 过 的 函数 极限 的 工具 ,就 是 看 当 自 恋 量 x ËT rol rri) it, Н 
变量 y EDAT f(xo) (уг fl ro). 

定义 3.2.1 RAR F(z) 在 点 z 的 某 个 邻 域 中 有 定义 ,并 且 成 立 

lm f(z) = fleo), 
ARRA Ол) А хо, Ж: zo 是 函数 (су НИ БЯ. 

ЗЭХ, “Ви f(x) 在 点 хо 连续 "可 用 "se -人 方式 "表述 为 : 

Ve >0, J5 > 0, Yr(l z — za l< ó) :| f(z)— к) |< е. 

从 定义 看 出 ,f(xz) 在 点 xo 连续 "只 是 “在 点 zo 的 函数 极限 存在 ”, 即 
lim f(r) = АЧА fro HAR, ,所 以 表述 中 只 需 将 极限 值 A 换 成 


Эхо) HEH) х - z | >0 的 要求 一 一 因为 当 了 = xo 时 ,显然 有 
| (z) (у) < e. 

同时 可 以 知道 "连续 "反映 的 是 函数 /(х){Е— т 邻 域 中 的 变化 , 因 
而 只 是 局 部 性 的 概念 .但 它 提示 我 们 ,可 以 通过 逐 点 考察 的 办 法 ,了 解 函 数 
了 f(x) 在 一 个 区 间 上 是 否 连 续 . 

开 区 间 (a,5) 的 情形 比较 简单 . 

定义 3.2.2 жай f(x) 在 区 间 (a,5) 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 沿 数 / 工 ) 
在 开 区 间 (a ,58)} 上 连续 ， 


例 3.2.1 函数 (x)= 小 在 区 间 (0,1) 连 续 ， 
证 设 ze 是 (0,1) 中 任意 一 点 ,Ye >0, 要 找 5>0, 使 得 当 |x xol<5 
时 ,有 
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Жо — Чт 
ХХ 


ХҮЧРЭХ MER 01 50, FE z> 2 А 


< ё. 


2 
zzo > 2 ` 


H ó = пип}, zi el,lr- zo | <š 时 ， 


т 1 £ — жр 2] z — х0 
-二 | = |—— | < i Ke, 
х у жа ri 


所 以 /(:)--:8 (0,136. 
证 毕 
为 了 讨论 函数 在 闭 区 间 上 的 连续 性 ,需要 单 侧 连 续 的 概念 ， 
ЖУ 3.2.3 若 im f(z)= (хо), Ж х) r TER; Ë 
dim f(z) = f(z0), MEER flr) хо 右 连 续 . 
dim 大 rz)=A(zo) 可 表述 为 ;Ye>0， 1820, Үх(-46«Кх-хү50): 


|) - ход < e 
im f(z)= хо) ТЯМ: Уе >0, 362>0,W r(0=z- xa <ó): 


0) – fro) < е. 
ЖУ 3.2.4 ж fx) 在 (a,5) 连 续 ,二 在 左 端点 a ЖЕФ, ХЭ b 
左 连 续 , 则 称 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连续 . 
例 3.2.2 Fr)=wzt1-z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 . 
证 设 zoE(0,1i) 是 任意 一 点 , 令 ?=minlzo,1- zol>0, 当 |x-zo|< 
7 时 ， z€(0,1) ,因而 
|V- z) - /zo(1 = zo) | 
-| 
МП а) + х 1- zo) 
< l 
Мт хо) 
所 以 ,Ye>l0, 取 8=minfyw zol1 一 zxo)el, 当 |x ~ ло < 时 ,成 立 


Va x) - м1 7901 Za = 
Вр f(x)=V (1) 00,1) Е. 


|x- xol. 


PERNES Е, 
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现 考虑 区 间 的 端点 ,对 于 任意 给 定 的 es >20, 0-е, ДЧ 0516 8), 
[f(x) - 50) «их < е; 
而 当 - 4< а - 10 时 ， 
if) - ОУ 1-х < е. 

这 说 明 Az) 在 zx=0 右 连续 ,在 荆 =1 左 连续 . 

由 此 得 出 f(z)=/ х(1-х)ЕЙ ВКО, EE. 

证 毕 
例 3.2.3 /(xzx)=sin z #E(- ° +оо) БЖ, 
证 设 zoE(-eo,+o) 是 任意 一 点 ,由 于 
| л z — sin со] 


z tzo., >T 
=2 соз 7 sin = tlg |x- zol, 


WETAN є >0,ҢИ 6= z jx- ть] <8 BF, 0 
[sin z — sin mol < |z — ха] < е. 


所 以 y(z)=sin х (оо, + оо) ER. 


证 毕 

同样 可 以 按 定义 证 明 /(х) =соз х: {Е( оо, ноо) КЕ. 

13.2.4 指数 函数 /(х)=а (а>0,аз51)7Е(— co,+oco) 上 连续 . 

证 首先 ,对 任意 一 点 z€ (— co, +оо), Ж 

а — ао = an(a t — |). 

所 以 证 lim ах = ао АГА на a =l. 

若 :>0, 则 当 a>1 时 ,成 立 

1<а < а, 
Я аја = 1, 由 极限 的 夹 通 性 ,得 到 
lim а = 1. 


当 0<a<l1, 由 极限 的 除法 运算 ,得 到 


最 后 , 若 10,819 w= 一 1, 于 是 


综合 起 来 ,得 到 lim а=, Mm lima = an. 
t к= 
证 毕 


52 БШ .89- 


连续 函数 的 四 则 运算 
根据 函数 极限 的 四 则 运算 ,对 于 连续 范 数 ,也 有 下 述 运算 规则 |; 
设 im /(z) = (zo), аа (х) (хо), 


(1 )lim (а(х) + ба(а 2) ай (хо) + Ва(хо) (ae ,8 为 常数 ); 
СП) а (f(z)g(z))=f(zo)g(zo); 


gil ) lim tn = Газ) (2(20)50). 


H Иа А УУ Ж # СТЕ 3 PC ЇН] ЖЖ, ДЕТЕ К 
MR FRNA , 8113 ВСЕ С НЕК ЕАУ НО АА Я 189 
范围 内 连续 . 

例 3,2.5 对 于 常数 函数 (г) = с 与 恒 等 函 数 &(<)= 工 ,容易 从 定义 出 
发 证 明 它 们 的 连续 性 ,然后 由 上 述 的 连续 函数 的 四 则 运算 规则 ,可 以 得 到 

(LES SIM p. (=) = at tapal te tai т ар  (-00, 


+оо) ЕФ; 
Ш ах” +a mt l+. t azt ар N 
(D08480 QC) =ч == ш оңу 


域 上 连续 , 妈 Ql El со,+ ceo) 去 掉 分 母 Бу" Бр biz + 
Ьу 的 零点 (至 多 m 个 点 ) 的 范围 连续 . 

例 3.2.6 在 例 3.2.3, 我 们 证 明了 三 角 函 数 sin z 与 cos = 的 连续 性 ,由 
JE ВА А UAA ARUN, АГ E И 


хап х= 0 EN зес == я |1 2ЄЕ,хзвк+ 2.8 
COS COS Ж 


17 


Є с == SS Z жщ сус == -一 在 其 定义 域 jx | 
ZER, хэ Ёл, REZ 上 连续 . 

不 连续 点 的 类 型 

按照 连续 性 定义 ,函数 ALz) 在 点 л, 连续 必须 满足 : 

(1985 UEA хо? АХ, ВП (х) AA Н, 

(2) Ж (r) EA хо НА, В f(r- ) = flzo); 

(3) 函 数 f(z) 在 点 xo 有 右 极 限 , 且 FUzo+)= f(x0). 
三 者 缺 一 不 可 . 否则 ,就 称 点 хо 是 函数 /的 不 连续 点 , 亦 称 间 断 点 . 

通常 将 不 连续 点 分 成 三 类 . 

第 一 类 不 连续 点 ;函数 f(x) 在 点 z 的 左 . 右 极 限 都 存在 亿 不 梢 等 , 即 
бао УУЛ хог) 

例如 /(z)=sgnz,z=0 是 它 的 第 一 类 不 连续 点 ; 
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1(0-) = lim sgenx = 一 tt，7FO+) = lim sgn z = 1. 
在 函数 的 第 一 类 不 连续 点 处 ,图 象 会 出 现 一 个 跳 牙 ,所 以 第 一 类 不 连续 点 
又 称 为 跳跃 点 ,而 右 极限 与 左 极 限 之 差 (xo+ ) 一 了 (x0 一) 称 为 函数 rE 
点 <o BJ RK BE. РР E РА sgnz 在 x =0 HREH 2. 
第 二 类 不 连续 点 ;: 国 数 f(x) 在 点 z 的 诺 , 右 极限 中 至 少 有 一 个 不 存在 . 


i 
例如 f(z)= e, r50 是 它 的 第 二 类 不 连续 点 {图 3.1.4): 
10-)= lim e = , 1005) = lim eë =+ e. 
又 如 f(z)=sin-.z=0 BE Ж — ЖЕ AM 3.1.3), RA 
sin 士 在 z=0 的 左右 极限 都 不 存在 . 
第 三 类 不 连续 点 ; 通 数 有 (xz) 在 点 х, 的 左 、 右 极限 都 存在 而 且 相等 ,但 不 
等 于 HEMET 所) 在 点 £T) 无 定义 . 
例如 F(z)= zsin 十 , 它 在 x=0 没有 定义 ,但 在 x=0 的 左 \ 右 极限 都 等 
于 0, 所 以 x=0 是 它 的 第 三 类 不 连续 点 .通过 重新 定义 
nl оу 
Ка) = e PEN = 0, 
0, z = 0, 
则 /(х)йЁ@(- о, + c) 上 的 连续 函数 ， 
在 通 数 的 第 三 类 不 连续 点 ,可 以 通过 重新 定义 在 该 点 的 函数 值 ,使 之 成 为 


函数 的 连续 点 ,因此 第 二 类 不 连续 点 又 称 为 可 去 不 连续 点 ， 

{13.2.7 Riemann Ш 

RG) = |> = = 人 (PE Na EZ p ЕЙ) 
0, х ЖАИ 

在 任意 点 + 的 极限 存在 , 且 极 限 值 为 0. 换 言 之 ,一 切 无 理 点 都 是 R(x) 的 连 
续 点 ,而 一 切 有 理 点 都 是 RCLz) 的 第 三 类 不 连续 点 ， 

证 R(x) 是 以 1 为 周期 的 周 苏 函 数 ,所 以 只 要 讨论 区 间 [0,11 上 的 函数 
性 质 . 


注意 到 z=0 可 写成 = 二, 即 尺 (0)=1. 所 以 ,在 [0,1] 上 ,分 母 为 1 的 
有 更 点 只 有 两 个 :时 和 士 ;分母 为 2 的 有 理 点 只 有 一 个 : 方 ;分 母 为 3 的 有 理 点 
只 有 两 个 : 汪 和 之 ;分 母 为 4 的 有 理 点 只 有 两 个 :证 和 闻 ; 分 母 为 5 的 有 理 点 只 
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PUNE, E ipi ДЖ, SHE BIB k Dau k 的 有 理 点 个 
数 是 有 限 的 . 

R roE [0.1] 是 任意 一 点 ,对 任意 给 定 的 e>0, 设 = [- ] ,因为 分 母 不 
超过 上 的 有 理 点 个 数 有 限 , 设 它们 为 roro ra 


8 = min (15 zo] }, 
т” 


显然 ё>0„ 
#0<]|х-ху!<86 h, E АН, M] R(z)=0;3 z 是 有 理 数 ,其 分 


母 必 大 于 | 一 | ,于 是 
R(z)=< 


1 
Ни 


| (х)-01« є. 
此 即 说 明 R(xz) 在 та 80 МЭ 0(z, =O 时 是 指 右 极限 , xo = 1 时 是 指 左 极 
限 ). 极 据 R(x) 的 周期 性 ,对 一 切 z € (— оо, + о) ЗЕ 

lim R(x) = 0. 


因此 成 立 


证 毕 
例 3.23.8 区 间 (a ,5b5) 上 单调 函数 的 不 连续 点 必 为 第 一 类 不 连续 点 . 
证 ЖИ f(z) 在 (a,5) 单 调 增 加 . 
W хо (a,5) 是 任意 一 点 .显然 集合 {f(z)|zE (a,zxo)| 有 上 界 ,由 “ 确 
界 存在 定理 ” ,必定 存 在 上 确 界 , 记 它 为 a: 
а = вир|/(х)|® € (амтай! 
对 一 切 r €C (а, хо), E Fr) 雪上 而 对 任意 给 定 的 上 >0, 必 存在 Є 
(2,20), ИҢ flr >a- е. Ж блхо-х ”0, 5 — 8 < > - z <0 W , 8 
х < x< za, FERL 
-e L Ке) — a к) — a < (0) 
这 就 涪 明 lim (z) = a. ЖЕГЕ lim, f(e) = P üh 


B = м [f(z)]z € (ход). 
үп: = 
由 例 3.2.8 可 知 ,单调 函数 在 任意 点 的 左右 极限 都 存在 .换言之 ,单调 消 
数 的 不 连续 点 必定 是 跳 眶 点 ， 
反 函 数 连 续 性 定理 
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在 第 一 章 $2 中 ,我们 曾 指出 , 当 f: X> Y 是 单 射 , 即 对 任意 @ € R,C 
Y, 它 的 道 像 >€ X 唯一, 则 存在 AWRA: 及 /一 天 ,对 于 函数 来 说 ,与 
之 相对 应 的 就 是 反 函 数 . 

定理 3.2.14( 反 菌 数 存在 性 定理 ) жай y= /(x),zE Dj 是 严格 单调 
MMR TA MEETA AR r= (y), € R, 并且 1(y) 也 是 严格 
单调 增加 (减少 ) 的 ， 

证 不 妨 设 y= FAzhzEDr 严 格 单调 增加 .对 任意 两 点 хх € D, 及 
ЕЇЙНХ НИ Н у = (x ),y 二 f(x ), 由 f(x) 严格 单调 增加 ,可 知 '<< 
r => y 近 六. 显然 它 保证 了 闭 像 的 唯一 性 ,所 以 存在 反 函 数 z+=f"'(y),yE 
Ry. 

设 ур, уз Є Ку, у < уз, CEMR MRAMA т, =f lly) з= f Уул). 
B) хүулэ, КАНЕ ВЕ. (1) >ar, (aS a, (rda. E хүл 
r) 违背 f 的 严格 单调 增加 性 ,x = z; Н 上 具有 像 的 瞧 一 性 ,于 是 必然 有 
ху хә, ЯН 广 !(y) 也 是 严格 单调 增加 的 ， 

证 毕 


0 W-E X X + Е 


图 3.2.1 


定理 3.2.2( 反 函数 连续 性 定理 ) Жай у= (х) 5 [2,2] Е 
续 且 严格 单调 增加 ,f(a)=a,f(b)=B, 则 它 的 反 函 数 工 二/ !(y) 在 [a,8] 
上 连续 且 严 格 单调 增加 ， 
证 首先 ,我 们 利用 例 3.2.8 的 结论 ,证明 
f([a,b]) = [а,8], 
В 了 的 值 域 (也 就 是 / HERE a, В]. 


-一 一 一 -= 一 一 一 一 
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显然 aÍ BE Fa bD. ВУЄ (a ДЕЕ — A, 1 
S= jr|z Є la,b], f(z) < y|, 
则 集合 S 非 空 且 有 上 界 , 由 确 界 存在 定理 ,$ 必 有 上 确 界 , 记 wo = sup 5, M 
z € la, b). 
根据 六 x ) 的 严格 单调 增加 性 , 当 z< z В, f(z)< у; х > zo 时， 
Кх) >у. РЕНИ! 3.2.8, 得 到 
flxo —) < y =< (хо +). 
H F(x) 在 点 хо 的 连续 性 ,得 到 六 rzo)= (Оо) = (то) = 7. 这 就 说 明 f 
《z) 的 信 域 是 闭 区 间 [e , 81. 
根据 定理 3.2.1, 在 [a,B] 上 必定 存在 /的 反 函 数 xz= f (y). B f 1(y) 
世 基 严格 单调 增加 函数 . 
现在 只 需要 证 明 反 函数 z= f°!(y) 在 [a,B] 上 的 连续 性 . 
设 y C (a,P), 相 应 地 有 ff-!(yo) = z € (a,5). 对 于 任意 给 定 的 >0， 
要 找 出 8>0, 使 当 |y 一 yo| 所 时 ,成 立 
(у) уо) 1 = |f''(y)- al< e, 
Вр 
хәре < (у) < rote. 
S у= (хое), у = Crote), R ô= шпур yi, уз — yo 1 20, ЭЛЧ 
|у = уо < 84, Нэг 
|£ (y) - f '(yo)|< е. 
ШЖ mw = ec, 则 只 槛 证明 右 连续 性 ;如 果 yo = p, URAREN АНЕ, И 
PB 1565: ШЕЯ. 
证 毕 
例 3.2.9 由 例 3.2.3, 例 3.2.6 与 定理 3.2.2, 可 知 下 述 反 三 角 函 数 在 
它们 的 定义 域 连续 : 


узах їл. z€ [—1,1], yE Е53' 
у = анх, х Є [-1,11, уЄ [0,я1; 
у = агмапх, х Є (— °°, + о), y€ (-2,5); 


у = arccotz, х Є (- 20, + о), yE (0,п). 
例 3. Ч 10 由 例 3.2.4 与 定理 3.2.2 可 知 ,指数 函数 y= а" BJ PS у 
=]ов„с(а >0,а5©1){Е(0, + ос). 
复合 函数 的 连续 性 
设 limgtz)=wo, lmf(w)= 有 ,对 于 复合 函数 f°g(x), 我 们 不 能 得 出 


04 ж-ы ВМБ 


lim f*g(zx)=A 的 结论 .容易 举 出 它 的 反例 ,如 ; 


и = Ü, 21 
u = р(х) = rsin 一 ， 


0, 
у= /Д\и) = | 


1 1 


显然 有 
Їйн (4) = 0, іта) = 1 

但 是 复合 函数 eg 在 x =0 没有 极限 (请 读者 自己 证 明 ). 

但 是 当 了 与 g 都 是 连续 函数 时 , 则 上 述 的 结论 是 成 立 的 . 

定理 3.2.3 Жн-д(5)8 ло 8, (зо) ua X. у= [(и)Ж uq 
连续 , 则 复合 函数 у= fogle хой. 

证 对 于 任意 给 定 的 6>0, 由 于 limf(w)= (ао), MUFE 9>0, 当 
|u — uol Сайн ЛААГ 

и) — f(uo)| < e. 

对 上 面 这 个 7>0, 由 于 limg(x)=g(x0) = Wo, 所 以 存在 5>0, 当 | - х1 < 


8 时 ,成 立 
glz) 一 но < 7. 
由 此 得 出 , 当 | 工 - z6|< Bf, 
If g(z=)- Ро (х0)| = | ° g(x)- но) |< e, 
即 
lim f ° g(x) = f ° g(z). 
| 证 毕 

913.2.10 WAEREA she- L SNAREN chr = 

是 实际 问题 中 经 常 遇 到 的 两 个 初等 函数 ,因为 它们 可 以 看 成 是 由 连续 函数 


y = flu) = ÈD, = (= %,0) U (0, + о), 


5 
u = р(х) = e, D, = (— оо, + оо), R, = (0, + eo), 

复合 而 成 ,所 以 它们 在 ( - оо, + оо). 

例 3.2.11 对 于 任意 实数 = Ж f(x)= x° 在 (0,+ оо) 8. 

解 REL PAA (х) =з" 是 由 

Кх) = x° = е, x € (0, + со) 

定义 的 , 即 它 是 由 у=е",н € (— 0, + о) 5 a = ох, Є (0,+ 00) 复 合 而 
成 . 模 据 定理 3.2.3, (x)= т" 在 (0, + со), 


rr 
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Ж 对 于 具体 给 定 的 实数 a (а) xz 的 定义 域 可 以 扩大 . 例如 当 a 是 
В п, (2) = z" 的 定义 域 是 ( - oo, + оо), ща EMER- n 时， 
f(z)=x" 的 定义 域 是 (一 o0,0)U(0,+o0); 当 a 基 正 有 理 数 ， (是 约 分 
数 ) , 若 是 奇数 , 则 定义 域 是 ( - со, + oo), 若 户 是 偶数 , 则 定义 域 是 [0,+ 
бо). ARKH, ЕН (с) = 在 其 定义 域 连续 . 

由 上 面 的 讨论 ,我 们 不 仅 论证 了 篆 函 数 ,指数 函数 ,对 数 函 孝 , 三 角 函 数 ， 
Б = А О 5 类 基本 初等 函数 在 它们 的 定义 域 上 的 连续 性 ,还 进一步 得 到 ， 
从 这 些 基本 初等 函数 出 发 ,经 过 有 限 次 四 则 运算 及 复合 运算 所 产生 的 函数 鞭 
初等 函数 ,在 它们 各 自 的 定义 域 上 也 是 连续 的 .概括 起 来 就 是 

定理 3.2.4 一切 初 等 函数 在 其 定义 域 上 连续 . 

在 函数 极限 的 计算 中 ,经 常 需 要 用 到 函数 的 连续 性 . 


4 
例 3.2.12 计算 极限 lim(cos г)". 
4, 
# HAREA, H (cos zx)” =e, Eh 
а= g(z) = Ñ Infos х) 
x 
= 1 一 2si 5) 


28005 ИРЕ" 
= —— ш(1-2882 3 ) "2, 
Н 3.1.4, 9 3.1.12 和 对 数 函 数 的 连续 性 ， 
. 2 Z a 
віп“ = яр 
2 Њ(1 – 2sinf хув 


limg (5) - lim 23 
= 02-4 
2 е 2 ` 


ЗНЗ РАЎ е" 的 连续 性 ,得 到 
1 
. 32 lme = + 
lim(cos х) lim = 


a 


例 3.2.13 放射 性 物质 的 质量 变化 规律 
设 时 刻 !=0 时 有 质量 为 M 的 某 种 放射 性 物质 , 它 的 瞬时 放射 速率 与 该 
时 刻 放射 性 物质 的 质量 成 正比 ,比例 系数 为 天 . 求 时 刻 工时 该 放射 性 物质 的 质 


HE M(:). 
解 和 随 着 时 间 从 0 变 到 1, 放射 性 物质 的 质量 在 连续 不 断 地 减少 , 面 放射 
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速率 也 随 之 连续 地 减 小 .为 了 便于 进行 计算 ,我 们 采用 下 述 处 理 方法 : 
将 时 间 区 间 {0,: ] 平 均 分 成 n 个 小 区 了 间 
(0,11 = МА Ai = (= Dr), 


п н 
并 在 每 个 小 区 间 A, 上 ,将 放射 速率 近似 地 取 为 常数 ме (ELE), 
在 时 间 段 A, 上 ,内 放 射 速率 近似 为 M, TE 
м(2) M - iM 1 - (1-4) 
TERE A 上 , 因 放 射 速率 近似 为 iM [1 ) ,于 是 
М( | міт -+É )-4M(1 -t)i - м(1 - k); 
继续 不 断 地 做 下 去 ,可 得 到 Mfz) 的 近似 值 
M(:) =M[1- kt] 
很 自然 可 以 认为 ,分 着 的 区 间 数 л 越 大 ,近似 值 就 越 接近 Mt) 的 精确 值 于 
是 


n 


M(t) = imM(1 -Ь L] = M һеч) = Me k. 


ВА 3.2.13 说明 放射 性 物质 的 质量 是 时 间 z 的 指数 函数 .自然界 中 这 类 函 
数 关系 是 很 普遍 的 ,例如 一 类 物种 在 不 考虑 种 种 灾难 性 因素 的 前 提 下 , 它 的 数 
量 也 是 时 间 е 的 指数 函数 ,需要 指出 ,例题 中 采用 的 方法 反映 了 “ 微 积分 "的 基 
本 思想 ,关于 它 的 严格 性 ,我 们 在 学 习 了 积分 学 后 就 能 有 充分 的 认识 . 


J H 
І.У ЕР 83 E tE S ШЕШ. 
(1)y=/ ха: (2)у=зш 2; 


sin £ 
—, = 0 
з=) т * 


1. z=0 
2. 确定 下 列 函 数 的 连续 范围 . 


(1)y= tan х tesz; (Wy ri 
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(у= / 43), (4)y=[zxJin(I+ z); 


(s)y=[+]; (6) y= sgn (sin z). 
3. 若 f(r) 在 点 zx 连续 , 则 (ОЕ) УЕ) НЕК хо 也 连续 .反之 ,车 
PLORIS OEA z 连续 ,能 否 断 言 f(z) 在 点 zo 连续 ? 
4, 若 /(х УЕЛ, хо 连续 ,g (x) 在 点 хо 不 连续 ,能 否 断 言 (х) р(х) 
点 zo ТЖ? Ма Az) 与 &(z) 在 点 zo 都 不 连续 , 则 上 面 的 断言 是 否 成 
з? 
5. 证 明 : 若 f.g 在 [a ,b] 连 续 , 则 махі, рі 5 mnf, gi Ela, РВЕ, 
其 中 


шах}[,д} = max] f(z),g(z)],z € [a,b]; 
min{f,g! = mini (х), (х), C [abl. 
6. 若 对 任意 5>0,f 了 在 [a+6,5 一 51 上 连续 ,能 否 得 出 
(1) Ela, b) LEH? 
(2) Ela, b LER? 
7.8 а/ (ад а>0, їп (а) = 8, 证 明 ， 1 9163 дийн o8; 并 求 下 列 


极限 : 


(Dima (222), сэва( 24) 
Gm (Oz) (im (2 =} 


(limant (251) 


8. 指 出 下 列 通 数 的 不 连续 点 ,并 确定 其 不 连续 的 类 型: 


r?-] Ш 21 
Ч)у= Уз +» (2)у= [zlsin™; 
(3)у= =; (4)»-1251-2151 
1 
(5)у=-е' ; (6)у = хіп" 121: 
22 т м 1+3=2 -1 i; 
шаа 12 1)” 8)» > Tri- 


sn хт, г АШУ sn, НЭЭРЭН 


(9)y= 为 无 理 数 ' юь- P 
0, * Ü, х AKAR. 
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无 穷 小 量 的 比较 

与 数列 极限 类似 ,在 阔 数 极限 中 同样 也 有 :无 穷 小 量 与 无 穿 大 量 的 概念 ,这 
里 先 讨论 无 穷 小 量 . 

ХЄМ, 3.3.1 # lim fla) -0,8 | 4 х-"х, 时 F(x) 是 无 穷 小 量 . 

就 是 说 ,无 穿 小 量 是 以 零 为 极限 的 变量 .这 里 的 极限 过 程 x 一 x 可 以 扩 
充 到 站 了 十 0 一 oo + ОО, — co 等 情况 . 

ulr) ,w(x) 是 两 个 变量 , 当 x 一 zo 时 ,它们 都 是 无 穷 小 量 . 为 了 比较 
атлый, Ж ПИЕ  Өвни Л. 

(1) 著 lm 5053 = 0, 则 表示 当 хэс, M, и () 趋 于 零 的 速度 比 o (z) 
快 .我 们 称 当 АГ Жа 时 ,w(x) 关 于 vo EBREA: hi (Е vlr)ÆFulr)} 
ЖЭ ХЭ Л Ё).25 


ulz) = о(ъ(х)) (х жо). 
例如 
2 1 
“чин ан 
可 表示 为 
1 —cosz = n(+r)(+ — 0). 
又 如 
lim 180 x — sin x = üm 22-2. “Їл сов Ян 
х0 > Arcos r т 
ШЕ рд 


tan z — sin > = o(zr*)(+ — 0). 


(2) 若 存在 А >0, 当 z Er 的 某 个 去 心 邻 域 中 ,成 并 


u(r) 
vlr) SA 


则 称 当 хло, ERARE іс 
и(х) = O(o(.r))(+ — z). 


. 11 
ЧЕ ATAR 


+ 


例如 当 z-=O 时 ,zsin L 5 > 都 是 无 穷 小 量 , 且 


示 式 
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xsin 一 = О(5)х-»0). 
HATE а >20, 4 х TE zo ку л Н, дй зг 


а = 


еј 
则 称 当 r— ла В, ulr) (2)  Х:1ЛЧЁ. 


显然 , 若 lim -ez u(z) 与 v(z) 必 是 同 阶 无 穷 小 量 


(Эй 029 =1, 称 当 一 zo 时,u(z) 与 s(x) 是 等 价 无 穷 小 量 . 记 
为 


ulz) ~ vfr) (z —= zo). 
上 式 也 可 写成 
а(х) = wir) + обо(х)) (z — zo), 
它 表 示 当 rrtt, и(х)- 5 wz) 并 不 一 定 相等 ,两 者 相差 一 个 关于 zz) 的 
高 阶 无 穷 小 量 
例如 lim TE = 1 可 表示 为 
sin r ~ (х в 0) sË snz = z+ o(z) (х 0): 


2sin? 5 
25 二 = 工 可 表示 为 


l-es 1: (=-= 0) 


l- cos z = 145. olr?) (х-0) 


tan 之 -sinz_ |， {sin z 1-—cos z) _ - 
lim 11 = lim S r #2 | 1 可 表示 为 
25 
tan + — sin = 一 (2-0) 
或 者 


tan 区 一 Sin = += +o(+3) (х-0). 


БРЕНД E o" OW" AEA Г ХЕ ДУВЕ RERA, — E 
Эа {Е{ НЕ ВЕТ ЕЗ2 5 e ze)”, A iR BA HE N НО Ж. Аяу. 
明确 ,不 会 发 生 误解 的 前 题 下 才能 省 略 . 


一 чач  —. aaa. -— —l.Á n - d r. 


- 100 ， 8-2 HAARDER 


从 上 面倒 子 可 以 看 出 ,我们 往 件 选取 (zy)= (z — rot EAS a (х) 
行 比较 的 无 穷 小 量 (如 果 极 限 过 程 是 r= , 则 选取 vlr) = h) ,这 样 有 便于 


得 出 w(x) 作为 无 穷 小 量 的 确切 阶 数 . 例 如 由 1- cos z~ 22 (2—0) A 


ZX 一 0 时 ,1 一 cos z 是 二 阶 无 穷 小 基 ; 由 тап z -sin z 一 x(x) 可 知 当 Ён 
-80М tan x 一 sin z 是 三 阶 无 穷 小 量 ， 
特别 ,我 们 有 时 选取 vtx)=1( 即 =0) 与 变量 xfz) 进 行 比较 ,这 时 ， 
ulr) = о(]) (+ — хо) 
表示 当 x 一 zxo 时 , ul EAA; 
и(:)-00(1) (х ж ro) 
则 表示 当 тх, (т) ЕНЕ. 
例如 当 x-*0+ 时 ,一 上 是 无 穷 小 量 ,但 它 关 于 无 穷 小 量 z(a 为 任意 小 
的 正 数 ) 总 是 低 阶 无 穷 小 量 ( 见 下 面 的 例 3.3.1), 所 以 它 只 能 表示 为 


= = 001) (z=0+). 


ЯШ z—0 时 ,esin LEARE NUTARA 
esin È = 00) (x—0). 


无 穷 大 量 的 比较 
ХЕМ 3.3.2 Flim бк) = (A t), Mi š хэд В, РСЕ) 93 


ARCE ХЭ). 

定义 中 的 极限 过 程 同样 可 以 扩充 到 x 一 xo+ хо ,cov+o、 ОНД 
况 . 

设 xs(z),akz) 是 两 个 变量 , 当 rz 一 Zn 时 它们 都 是 无 穷 大 量 ,为 了 比较 两 


者 趋 于 无 穷 大 的 速度 ,同样 我 们 讨论 24 的 极限 傅 况 ; 
(08 lim 好 到 = oo, 则 表示 当 хт 时 ,wz) 趋 于 无 穷 大 的 速度 比 


ofz) 快 .我 们 称 之 为 当 г ВЕ, а(х) ЖР w(x) 是 高 阶 无 穷 大 量 ( 或 v(x) 
关于 &f(zr) 是 低 酚 无 穷 大 量 ). 


+ È 
РАНЕЕ НИЙ EE im % = oe (a DM im 5-008815 


ЕД), ТШ e+ co 时 ,ar(a>1) 关 于 з ВИК, з 关于 x 是 
低 阶 无 穷 大 量 . 
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(DEFE A>0, Ч х 在 zu 的 某 个 去 心 邻 城中 ,成 立 


а А, 
则 称 当 rro N ‚аж жш айж 


и(х) = О(о(х)) (z — za). 
例如 当 z— + оо Е, z (artanr + пх) У т # ВАЎ КЕ, B 


(атап т + зп 1) <3, 从 而 有 表示 式 


rlarctan х + sinz) = O(z) (x —+ оо), 
者 又 存在 а>0, 4 х Er 的 某 个 去 心 邻 域 中 ,成 立 


a 4090) сд, 
vlr} 


则 称 当 x 一 zo 时 ,u(x) 与 以 工 ) 是 同 阶 无 穷 大 量 . 
BA Flim ЬЕ = сэ, u(x) 与 “СОФИ ЕЕ З 


(GE lim 好 1, У rro 时 ,zf(z) 与 v(z) 是 等 价 无 穷 大 量 , 记 


为 
нбх) ~ ulr) {rx zo). 
r’sin + sin + 
Нш = im 一 二 =1 А 
x 
rsin — т? (r — оо) 
X 
对 于 极限 lim (至 -zjanz, 令 y= 了 一 工 ,得 到 
14- 
lim (= – z)tan z = lim 2-20 5 1, 
-- 2 уед» sn y 
些 即 可 表示 为 
лсо (295 -) 
5) Ж 


PREME RES КЕЙИ ЕЕН, IMERESE o”, B 
EERO A~”. 

зэл Уон, k (E) 关于 = 是 低 阶 无 穷 小 
量 
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证 5 у= – ах, 24 х0 +, у + оо, 
im 一 人 im 
цай (52) узэн ey 
їл = 


证 毕 
例 3.3.2 当 xz>0+ 时 ,对 任意 自然 数 户 ,e-+ 关 于 x 是 高 阶 无 穷 小 量 . 
证 + y= 二 ,出 当 r—Ü+HJ,y— + оо, 


等 价 量 
所 谓 等 价 量 ,就 是 指 等 价 无 穷 小 量 或 等 价 光 穷 大 量 . 在 极限 计算 中 ,等 价 
量 起 着 举足轻重 的 作用 .下 面 我 们 通过 例题 ,导出 一 些 基 本 的 等 价 量 , 并 讨论 
它们 在 计算 极限 时 的 应 用 . 
例 3.3.3 P(1+zx)—x(zx—0). 


证 在 83.1 中 证 明了 lm{1+ 士 ] se AREN Tim + r)? е А 
用 对 数 函数 的 连续 性 ,得 到 


lim 20-2) = lim (1+ z): = 1. 

证 毕 
例 3.3.4 єЄ-1-х (х-0), 
证 &Фу=е*-],Ш х=(1+у), 


lim 全 一- y 
了 一 人 


im a +y) = 1. 
8|3.3.5 (+r) -1-аг 


证 毕 
{т-*0). 
证 9(418:3-15-у, Ч z—0 8, у»0, 


im ta үү балай 


“аша z) 
= | (1-2) х 


= |n(1 + у) х 


= za. 
т 


证 毕 
”这 三 个 等 价 关 系 连 同 已 经 知道 的 sn x 一 x 《x 一 0), 是 计算 极限 时 最 党 
用 的 关系 式 ， 


рицини 
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例 3.3.6 Ши()-Ул 901. 
Merton, im = Jam/ 1+ -大 =] 所 以 有 
ulr) ~ z3(x -»- оо); 


当 20+ В, km ° zivar _ limy 1+Yx =1, 所 以 有 
“з уз с 
ulr} 一 жї(®-> (0 +). 
例 3.3.7 1Йо(т}=2у?+3д° 
Ч гэзэн 22—82 =, 
(ж) ~ 3xz5(z — co); 
H a0 时 ,im 2,0327 = 1 所 以 有 
ulr) ~ 2+*(z—= 0). 
考察 例 3.3.6 中 的 变量 20) 03.3.7 中 的 变量 ofz) ,可 以 得 出 这 样 
一 个 结论 : 设 一 个 变量 是 由 几 个 成 分 沈 加 市 成 的 , 则 当 它 是 无 穷 大 量 寺 , 它 与 
阶 数 最 高 的 那个 无 穷 大 量 成 分 等 价 ; 当 它 是 无 穷 小 量 时 , 它 与 阶 数 最 低 的 那个 
无 穷 小 量 成 分 等 价 . 


在 计算 具体 的 函数 极限 时 ,用 等 价 的 无 穷 小 量 (或 无 穷 大 量 ) 作 代 换 ,往往 
会 带 来 很 大 的 方便 . 


Н 


13.3.8 ш RE Хаана!" + 十 ашыл 
` гэе буд" + baez" t! + бу" 
= lim амт = 2и 
«ә b r бы. 
j: apt” + app! + е + аыл” 
im 一 一 一 一 一 
= by” + bazit ++ + б" 
=lim — _ аа 
ba On 
ї 
4148 一 ё3 
B| 3.3.9 lim Lt z ез 
=a 10(1422) 
— E 
-m 01+ 2) 


0 
гэд 2х 


- 104 ° 第 三 章 БИЕН 


全 2r 1 1 


2 
81 3.3.10 ший + £ 74-2) 


ла КИИ “2 Зиг 
= а 2500220) 3 


81 3.3.11 lim(cos z)z° 


1 
=lim[1 — (1 — cos +) je 


上 例 即 例 3.2.12 ,读者 可 以 发 现 ,利用 等 价 关系 1- cos + — (10), 
题 就 变 得 简单 多 了 . 

必须 注意 的 是 , 当 计算 中 出 现 无 穷 小 量 (或 无 穷 大 量 ) 相 互 春 加 时 ,就 不 能 
随便 用 等 价 量 直接 进行 代 换 . 例如 ,在 求 极限 lim 20-28826} 
tan z — r(z—0) Ej sin + 一 zx(x 一 0) 进 行 代 换 ,就 会 得 到 


r—Ü Т. 
的 铺 误 结论 一 一 我 们 已 经 知道 hm megse. 5 


事实 上 ,虽然 当 z 一 0 时 ,tany 与 sin ЗИРЕ > Bukak T X-T 
х 的 高 阶 无 穷 小 量 部 分 后 得 到 的 等 价 关 系 , 所 以 tgzr-snz 并 不 等 于 0, 而 


是 等 价 十 x 的 高 阶 无 穷 小 量 瑟 .对 这 一 问题 ,如 果 我 们 用 tan z= z + ofz) 和 
sin х= х +о(х) #171, Д8] 
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. гар ж = sln + . olz) 
2—4) Ж тй т 


虽然 不 能 据 此 判断 极限 是 否 存 在 ,但 至 少 可 以 避免 出 现 圭 述 错误 ,这 也 就 是 我 
们 在 例 3.3.9 和 例 3.3. 1 的 计算 中 保留 高 阶 无 穷 小 量 的 缘故 . 
1 


v 1+<x-1 УТ 
再 比如 ,在 求 极限 Jim 一 一 一 一 一 时 ,也 不 能 直接 用 х-=0 时 的 等 价 
关系 /TT -1~ 广 z 代 人 ,事实 上 ， 


/l+z-1-5z (1+z)- + а 
lim — = im — — 
Ын * атал) 
_ 1 
а A l1 

- шп 1 =: 

— 177 +1+ 5) 

(ЕТАР, ИЖ RIS DEVTE -L~ -E 22 (х-90) 
Ж.) 


у 8 
1. 确定 a 5a ЕЭ ХЖЛЛУ ЛЭХ 2 РС) ал" 


(1) ибх) = x - Зх tr? (z—Ü,z—95); 


x + 272 
(2)u(z)= z a 3 (х0, r=); 


(3)u(z)=V z+ хт? (z—0+ ,rr +оо); 
(4)и(х)-4 z+“ Raw (290 +, +°); 
(s)u(z)= /l+3z-2 1122 (z—0,z— оо); 
(6)z(z)=V х2-1-ж (х +оо); 
(T)a(z)= V atz- x (z— +) 
(B)u(z)=vV 1t zyr -er (х0); 
(9)u(z)=lncosz -arctan х (2-50): 
(10)н\х)=/ 1+1ап 并 -ww 一 sn z (z—0). 
2.(1) 当 х + о, РИВНЕ ХЕ, ЕПА БИЯ ИТ 


一 一 
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排列 ,并 说 明理 由 . 
ala > 1), 2, (a > 0), (А > 0),[т]!. 
(2) 4 x-*0+ 时 ,下 列 变量 都 是 无 穷 小 其 ,将 它们 从 高 阶 到 低 阶 进行 排 


列 , 并 说 明理 由 ， 
4 
а _1 1 10ү aft 
ээ ET а >11) „In (к) > 0). 
на! 
3. 计 算 下 列 极 限 
(Dlim L 2t, (2) 1i 1-4 соз z, 
I(1+3z) ° + рову. 

(3) lim A rtv atda Jaida Ут! o ial Vitte -vi rte): 
(< 2 а (азыу); (буш < 8 ~ (4220); 


(7) lim z(In(1+ z) In х); (8) anina >0); 


1 24 
(9)lim(z + е); (10)lim (сов х 557 ; 
(11) ал (7::-1)(5250): (12) ат п200 "У 2) (20). 
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闭 区 间 上 的 连续 函数 具有 一 些 重 要 的 性 质 , 这 些 性 质 是 开 区 间 上 的 连续 
函数 不 一 定 具 有 的 .它们 在 今后 的 学 习 中 有 重要 的 应 用 ， 

有 界 性 定理 

定理 3.4.1 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 它 在 [a,5] 上 有 和 界 . 

证 ШАШ. 


若 了 (x) 在 [a,5] 上 无 界 ,将 [4a,5] 等 分 为 两 个 小 区 间 Boni 


[全 ,5], 则 f(z) 至 少 在 其 中 之 一 上 无 界 ,把 它 记 为 [a1,61j ;再 将 闭 区 间 


[a1,61] 等 分 为 两 个 小 区 间 [ a1, 了 并 | 与 [全 于,51 ,同样 7(z) 至 少 在 
其 中 之 一 + 无界 ,把 它 记 为 [a2,52]，;……. 这 样 的 步骤 一 直 做 下 去 , 便 得 到 一 
PARRE (Га, ba ,f(x) 在 其 中 任何 一 个 闭 区 间 [as bn ] 上 都 是 无 界 的 . 

根据 闭 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 实数 e 属 二 所 有 的 闭 区 间 [a,, b] ,并 且 


£ = lima, = limb,. 


54 НЇХ -107 ， 


因为 &Efau,bj, 而 f(x) 在 点 连续 ,由 定理 3.1.2 的 推论 2, 存 在 3>0， 
MM>0, 对 于 一 切 xEOQO(E,8) 间 [a,5], 成 立 
FS М. 
由 于 lima, = limb, = £, ЖИП ЖЕГИЗЕМ ТЭЭХ л. 
| ац»д, | C OCES) (11а,61, 

于 是 得 到 F(z)# x НИ БН a, b a 充分 大 ) 上 有 界 的 结论 ,从 而 产生 蔬 
ЖШ. 

这 说 明 所 作 的 航 设 不 能 成 立 , 即 函数 f(x) 在 [a ,gj 上 必定 有 界 . 

证 毕 

开 区 间 上 的 连续 函数 就 不 一 定 是 有 界 的 . 例如 (а) = 过 在 开 区 间 (0,1) 
上 连续 ,但 显然 是 无 由 的 . 

最 值 定 理 

定理 3.4.2 ХАЖ EAEN a, bh] bR, Еа, b] EAE 
BIRAOA, RAE Ef gEla bl] ,对 于 一 切 ЄЇТа,518, 3. 

FD =< а) < (р). 
证 由 上 述 定理 3.4.1, 集 合 
Re e= if(z)|z € [a,b]i 
是 一 个 有 界 数 集 ,所 以 必 有 上 (下 ) 确 界 , 记 
а= inf Ку, B = sup Ry. 

现在 证 明 存 在 £C [aI b]. Et 02) = а. 

按照 下 确 界 的 定义 ,一 方面 对 一 切 та, р], л (к) 20:9 A 
对 任意 给 定 的 s >0, 存 在 zxE[a,5], 使 得 рг) <о+е. TER s = 二 ,= 
1,2,3,…, 相 应 地 得 到 一 个 数列 | zj n Elab HERE 


a =< f(z,) < а ‚+. 
Ни. 是 有 界 数列 ,应 用 Bolzano Weierstrass €W, FERATI | >, |: 
imz, = & RB gE [a,bl. 
考虑 不 等 式 
a f(z) <a кар k = 1,2,357, 
令 & 一 oo, 由 极限 的 夹带 性 与 f(x) 在 点 的 连续 性 ,得 到 


/(8) = a. 
这 说 明 所 z) 在 [a ,加 ] 上 到 到 最 小 值 ,如 a = min Ry. 
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同样 可 以 证 明 存 在 Elaa] EE (р) = B= max Кү. 
证 毕 

同样 , 开 区 间 上 的 连续 函数 即使 有 界 ,也 不 一 定 能 取 到 它 的 最 大 (小 ) 值 . 
例如 , f(z)= + #E(0,1)E Se HR 8 SL m E. FAR a =inflf(z)1 > € 
(0,)}=0 #1 p= supi flr Hr € (0,11 = 1 fB, f(z) 在 区 间 (0,1) 上 取 椒 
2|а -048-1. 

零点 存在 定理 

定理 3.4.3 PAR /(х) 9 )К a bht, E Fe) 六 5)<0, 则 一 
EAE EECa, b) tE РСЕ) = 0. 

证 不 失 -- 般 性 , 设 f(a)<0,F(58)>0, 定 义 集合 V: 

V = Jri filz) < 0.z C [а,Ь]. 
显然 ,集合 VW 有 界 , 非 空 ,所 以 必 有 上 确 界 . 令 
£ = sup V, 

MIE 2С (a b), Я (2) =0 

由 F(x) 的 连续 性 及 f(a)<0,361>0, Ух Є[а,а+ 01): f(z)<0;38 
H /(6)>0,38,2>0,V>C€(b-j,,b]: zx)>0. 于 是 可 知 

a +ó <&&< 0 - 0), 

Вр Є (4,634. 

Ж.| л, Є У, х, r Eln), E Р(х.) <0, И) 

Рё) = lim fz) < 0. 

若 /(e)<0, F(x) 在 点 的 连续 性 ,38>0,Y zxE0O(8,6): 


f(z) < 0, 
这 就 与 € =supV FEFE. РЕН 
fee) = 0. 
证 毕 
例 3.4.1 讨论 多 项 式 p(x)=2x 3 一 3x 一 47+2 零点 ( 亦 称 为 “ 根 ”) 的 


位 置 ， 
Ё 道 过 简单 的 计算 ,可 以 得 到 


——— 
т | -2% | 


由 此 得 知 p(x) 的 三 个 零点 (或 根 ) 分 别 落 在 区 间 ( 一 2,0),(0,1) 与 (1,3) 
内 .事实 上 ,p(x)=2(7 +1)(x C 2), 它 的 三 个 零点 为 1= -1,z = 


,x3=2. 
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013.42 Ж (ERRAL, b] Е, B la р) Са, Б]. 
则 存在 上 E | а,61, РЕ) Е. (3088) Є Ж [(х)®@—1 Жл.) 

证 рб) = (5) - х, (х) Ela, БЕЖ, Н (а, 51) 
[ab], ME о(а ) 20, (8750. 

# р(а) = 0, ДЖ ё= а; glb)=70, WE = 6; (а) >20, (6) <0, 
则 由 定理 3.4.3, 必 存在 EE (a db) E 6(2)-0, (5) = ё. 

证 毕 

本 例 中 闭 区 间 [a,6] 不 能 改 为 开 区 间 , 例 如 (с) = 3 在 开 区 间 (0,1) 上 
连续 , 且 /((0,1))С(0,1),1Н {xz) 在 开 区 间 (0,1) 中 没有 不 动 点 . 

中 间 值 定理 

定理 3.4.4 ЖАЙ Ffz) 在 闭 区 间 [a,B] 上 连续 , 则 它 一 定 能 取 到 最 大 
值 М = тах| (х) хЄ[а, БЖ df m =minlf(z)izC[a,b5]12 B] 6 
任何 一 个 值 . 

证 由 最 值 定理 ,存在 2, La,5], 使 得 

КЕ) = т, [ор = M. 
不 妨 设 上 < ?9 ,对 任何 一 个 中 间 值 С, т < C< M ,考察 辅助 函数 
ф(х) = f(z) - С. 
因为 р(х EARLE g ЕЭЕ55,(6)-106)-С«0,4(:) = 569) С> 
0, Ж ТЕЛЕЕ „Б ЕС (Е, q), 18 
elg) = 0,80 100) = C. 
证 毕 

推论 КЕНЕ a, 22, m 是 最 小 值 ,M 是 最 大 值 , 刘 flr) 

891838, И] 14] 
К; = [m ,M). 

在 定理 3.2.2 中 ,我 们 利用 确 界 存在 定理 证 明了 :[a,5] 上 严格 单调 增加 
的 连续 明 数 的 值 域 是 闭 区 闻 [ (а), РСР) К АЕТ ЖЕНУ 
推论 中 . 

一 致 连续 概念 

函数 f(z ) 在 某 个 区 间 上 连续 ,是 指 FA 如) 在 该 区 间 上 的 每 一 点 连续 .而 了 
(zz) 在 一 点 xo 的 连续 ,可 以 表述 为 : 

Ye>0, 180, Үх(1 z- xo |< 6): | f(z)— Лха) 1< e. 
常 要 强调 的 是 ,这 里 的 6 的 选取 与 两 个 因素 有 关 ; 它 依赖 于 的 大 小 是 不 言 
而 喻 的 ,同时 它 还 依赖 于 与 所 讨论 的 点 хо 也 就 是 说 ,即使 对 同一 个 = ,在 不 
EH хо Ab EIC) 六 zol<e 的 z 的 允许 取 值 范围 可 以 大 相 径 庭 ,所 以 
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准确 地 说 ,8 应 表述 为 = (то, е). 

这 样 就 产生 一 个 问题 ;对 任意 给 定 的 >0, 能 否 找 到 一 个 只 与 e 有关, 而 
对 区 间 上 一 切 点 都 适用 芍 8=8(e)>0, 只 要 x ,x 满足 | x —- z”| < 6, ЖЕЕ 
保证 不 等 式 | /(т')—- /(х”)| < € 成 立 ? 

这 一 问题 的 答案 是 不 一 定 的 ; 它 不 仪 与 所 讨论 的 函数 f(x ) 有 关 , 也 与 所 
讨论 的 区 间 有 关 . 对 给 定 的 s, 若 将 z 处 允许 的 最 大 的 Ó (zo, е) iU 35 
6* (zo,e), 则 显然 ,存在 上 述 统一 的 86=6(e)>0 等 价 于 对 于 区 间 . 切 点 rn， 
SG"(zog) 有 非 零 于 葡 界 .但 实际 上 ,对 8” (xo,e) 在 区 间 上 取 下 确 界 ,得 到 的 
结果 可 能 是 inf ó (roe) 50 RAR 3.4.4). 


下 面 我 们 就 这 一 关于 函数 在 某 区 间 上 整体 性 质 的 问题 作 严格 的 叙述 . 下 
文中 提 到 的 区 间 X 表示 任意 一 种 有 限 或 无 限 的 区 间 , 如 闭 区 间 [a ,5 , 开 区 
间 (e ,的 -oo 的 (一 ooo), 半 开 半 闭 区 间 [a ,5).(—ee.b].[a, + oo) 
等 等 . 

IM 3.4 1 ЖЕЙ DEBRA X 上 定义 , 若 对 于 任意 给 定 的 上 >0, 存 
在 68>0, 只 要 工 EXE -r |К8,88,3.| f(> ) —f(a)| <, WJ 
称 函 数 (1) ХХ 1-3 . 

在 上 面 定 义 中 ,着 面 定 x = xz € X ,就 得 到 [(x) 在 点 ху 的 连续 性 .由 于 
Xo 可 以 是 区 中 的 任意 一 点 ,于 是 得 到 

Г) 在 XX 上 一 致 连续 > у(х) EX БЕ Ж. 

至 于 反问 的 命题 ,就 不 一 定 成 立 .下 而 先 看 几 个 例子 . 

例 3.4.3 FIzrh=snz 在 (-o,+oo) 上 连续 , 且 一 致 连续 . 

证 由 不 等 式 


, ар ^ 
+; А > — л 5 
Їл х — sin z"| = 2 cosi— sin 2—1 = |z - x], 


对 于 任意 给 定 的 s>0, 取 8=e, 则 对 于 任意 两 点 r, € (- оо, + оо), ИЯ | 
хо-х |Х58,. - МАГ 
[з z —-апх|&|л-х|<8=сєє. 


由 定义 ,sin z (оо, +оо) Еж ВОЕН). 


证 毕 


例 3.4.4 (xz)= 寺 在 (0,1) 连 续 , 但 非 一 臻 连续. 


证 对 于 任意 给 定 的 e,0<e<1, 我 们 通过 精确 地 解 出 5(xo,e), 来 说 明 
不 存在 适用 于 整个 区 间 (0,1) 的 8(e)>0. 


对 任何 ,zo€ (0.1), 关 系 式 E-E < NL - <l <l St 
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+ 
Л TO 
+20 < * < 1 一 жує 
或 写成 
2 2 
206. ын 
I+ хе <" Хо 1 oe’ 
由 此 得 到 
2 2 2 
2 Х06 ХЕ _ E 
(zo, ë) = min 1+ za 1 — xoel 1+ oe’ 


显然 ,这 就 是 Q (xo,e). 
TEH rotit, g (xo,e)=6(xo,e)>0, 换 言 之 ,我 们 找 不 到 对 区 间 


(0, 了 ) 中 一 切 点 都 适用 的 S(e) >0, 因 此 f(z)= 二 在 (0,1) 上 非 一 至 连续， 
HE 

需要 指出 ,对 于 大 部 分 函数 ,要 精确 解 出 383"(zo,e) 往 往 非 常 困难 ,因而 
这 种 方法 对 于 判断 基 一 表 数 在 某 一 区 间 上 是 否 一 致 连续 是 不 实用 的 .下 面 给 
出 的 定理 为 判断 非 一 致 连续 性 担 供 了 很 便利 的 方法 . 

定理 3.4.5 HAR (2) X LR X m Fz) 在 天 上 一 致 连续 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 任何 点 列 | | (х, ЄХ) 98 үл (xiEX), 只 要 满足 
(д а) =0,%җҖ жа (л) 705) =0. 

证 “必要 性 ; 

DA FLz) 在 X 上 的 一 致 连续 性 可 表述 为 :Ye>0,3 了 3>0,Yz ,x EX 
((х-х{<8):}/(ж)-Д(\х)|<є 

对 上 述 的 820, 8 шт, – х) = 0, НЯМ, Vn > М: |х, z, 1< 8, 
从 而 得 到 

Fed- fr) « е, 

RER T lim (Sen) ба) = 0. 

充分 性 :采用 反 证 法 ， 

函数 Az) 在 三 上 的 非 一 致 连续 性 可 表述 为 : Ае >20, У д>0,, Эх," 
ЄХ(|т—х|<8):|/(т„)—/(х „)\2®ев(. 

Ж 8, = 二,n=1,2,3,…, 于 是 存在 ху. EX BE 

аа а РС) = Сад) |2 o: 


БЭХ, limhe, о) 0,1 (Са) – /(х) КАВЕР 0, ЕТ, 
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对 例 3.4.4, 只 要 取 х=, = = ч 上 ,就 有 lim( —xr,)=0,ÍH 
lm(f(z,) ~ f(x)) = (ший -01) = ©, 


由 定理 3.4.5, 即 可 知道 /(x)= 寺 在 (0,1) 非 一 致 连续 
但 是 车 将 区 间 (0,1) 换 成 [wy,1), n>0, 则 f(x) = 十 就 在 [9， 1) 上 一 致 连 
续 . 这 是 因为 


1 l| |x -—- z] |z -x"| 


| х" | rr р 
对 于 任意 给 定 的 e>0, 只 要 取 = 六 e>0 即 可 . 

例 3.4.5 /(т)=х*° 在 [0, +o) 上 非 一 致 连续 ,但 是 在 [0,4] 上 一 致 连 
(А 为 任意 有 眼 正 数 )， 

证 R z/= nti, zi =n, п=1,2,3,--, TE 

lim (x; — zp) = lim (v п+1- 4н) = 0, 

22 а (Ла) – fzx))=1, 由 定理 3.4.5 可 知 fz) 在 [0, + со) — 3 £ 
8, 

当 区 间 限 制 在 [0,4] 时 ,有 

[x rtl Hr +х®)(ж-)|=2А|х'—-х]|, 


对 于 任意 给 定 的 上 >0, 可 以 取 人 一 5 二 >0， 对 任意 x ,x Є[0,А],НЖ ИЕ 


lr -rics у |х°-—х муна f(z)=x?°#[0,A]E— 致 连续 . 
证 毕 

通过 上 面 几 个 例子 可 以 知道 ,长 度 无 限 的 区 间 , 如 [La, + со) ЕВ Жэй 
数 不 一 定 一 致 连续 ;长 诬 有 限 的 开 区 间 (a,5) 上 的 连续 函数 也 不 一 定 一 致 连 
续 . 但 是 对 于 长 度 有 限 的 闭 区 间 [a ,5] 上 的 连续 函数 ,我 们 有 下 面 的 著名 定 
FH, 

定理 3.4.6{Cantor 定理 ) ЖЕ A(z) 在 闭 区 闻 [a ,5] 上 连续 , 则 它 在 
[a blt- Ri. 

证 ”采用 反 证 法 ， 

很 设 /(xz) 在 [a,5] 上 非 一 致 连续 ,由 定理 3.4.5 的 证 明 过 程 ,可 知 存在 
6620 RANAR Н), ,ELa， b] MÆ 


|z; -三 [< H| f(r) — 1012 eon = 1,2,3, 
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因为 jz 有 界 , 由 Bolzano- Weierstrass 定理 ,存在 收敛 子 列 Е £ 
Emz, = Ё,РЄ lasd]. 
EAPN a PRTI a |, 其 下 标 与 jx: | 下 标 相 同 ,出 由 
| 35, 一 | < 1 一 1 ,2,3,.…, 
нь 
区 得 到 
шах, = та, + (т, р х) 一 lim z, -6 
由 于 函数 f(z) 在 点 & 连续 ,因而 有 
lim flan) = imf) = ДЕ), 
于 是 得 到 : 
аа) — f(x)) = 0, 

但 这 与 | /(х„)— РО) 1260) 产生 序 盾 . 

从 而 推翻 假设 ,得 到 F(x) 在 [a ,5] 上 的 一 致 连续 性 结论 . 

证 毕 

我 们 已 经 知道 ,有 限 开 区 间 (a,58) 上 的 连续 函数 РО) ЯЕ ДАА Е 
样 的 各 件 ,才能 保证 它 在 ta,5) 上 一 雍 连 续 呢 ?下面 给 出 队 数 本 身 语 具 有 的 特征 . 

定理 3.4.7 函数 fr ДЖЕК (а, Б), | Arla b) E-i 
14:25 0) Ал 2-2-Ё-2-185:1(04)45 A- AE. 

证 ЯМ: 

设 Жа+)=А,Ь-)= В, ЖЕ fe): 


_ A += а; 
x= a < у < b; 
В, r= Ё, 


ПИТ 
由 Cantor 定理 , F(x) 在 [a ,5] 上 . -BUER dhi AT AGEE ЕЙ, ИРЕ И ҖЫЙ 


В, Н ОЕ КЕ. РЕ ра РЭ (а ,56) 上 也 是 一 致 连续 的 ,这 就 说 明 
ВОХ 六 x) 在 ta ,b) 上 - RER. 
HEH RRA OERE  (,БГ- ЭЕ ,  Үс»0,34820,Үх,л6 (ua, 

b)(|z 168): 

П) f(a) | < е. 
ЁС (а, b) HAERERAA хх, Elab) Н ima, а. ЖЯ х, ЖЖ], 
于 上 述 40, М, Ун, т>: |а, Tale, МЕ 

| Flan) fiam | < е. 
这 说 明了 函数 导数 列 |7(x,) | 也 是 基本 数列 ,因而 必定 收 襄 . 
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出 定理 3.1.5 HMU Кав) = lim (r Ek. 
间 理 可以 证 明 f(b )= lim УН 
125 
ЖЕЗ 4.7 uñ T ХЭГ EE ER. ИП. Р.) = mnr Е оо, оо) F 1 -— 998 BE 
Ф.Н i- соу Д +оо) fe. TP B УЛТ -- F , ЕАС Л БНН ЯГ. rh 
时 一 步 林 能 通过 ， 


最 后 我 们 指出 两 点 : 

1 本 太 员 给 出 的 5 个 定理 ;有 和 界 性 定 埋 ,最 值 定 愉 、 等 点 存在 定理 ,中 间 值 
定理 Cantor 定理 ( 即 一 致 连续 定理 ), 是 闭 区 间 上 连续 函数 最 重要 的 分 析 性 
质 , 请 读者 务必 牢记 并 熟练 掌握 . 

2. 作 让 明 这 个 定 亚 时 ,我 们 分 别 采 用 了 确 界 存在 定理 , 闭 区 疝 冤 定理 ， 
Bolzano — Weierstrass 定理 和 Cauchy 收 伍 原理 .事实 上 ,出 于 实数 系 的 5 个 基 
本 定理 是 等 价 的 ,所 以 在 理论 上 ,可 以 采用 从 实数 系 的 连续 性 到 实数 系 的 完备 
性 中 的 任何 一 个 定理 ,来 证 明 上 述 的 团 区 间 上 连续 函数 的 任何 一 全 性 质 ,只 是 
证 明 的 难度 稍 有 差别 黑 了 . 

作为 对 这 些 重要 内 容 的 一 种 很 好 的 复习 和 总 结 方式 ,建议 读者 能 日 行 斌 
著 用 各 种 不 同 的 方法 重新 证 明 这 几 个 性 质 { 和 参见 习题 4 和 5). 


习 M 

1. 证 明 : 隔 数 F(x) 在 [a,+ oo) kE, А lim fz) = ARO, Д] 
fierla, + co) 3. 

2. 证 明 : 若 函数 О) Е 0а, h EER, Н Fla +) 和 (о), 
划 它 可 取 到 介 于 f(a + ) 和 了 f(# 一 ) 之 间 的 一 切中 间 值 . 

3. 证 明 : 若 闭 区 间 [a ,5] 上 的 单调 有 界 两 数 了 (x+) 能 取 到 f(a) 和/(5) 之 
їнї — ВИЕ, Д0 х) а, РТ ЕЭ Р . 

4. 应 用 Bolzano — Weierstrass 1E РЕН И] X B| F 822 НН УЕА E. 

5. 席 用 册 区 间 套 定理 证 明和 零点 存在 定理 . 

6 按 …… 致 连续 的 定义 论证 ; 


(Dsin 二 在 (0,1) 上 不 一 致 连续, 个 在 (a ,1(4 >0) 上 - 致 连续 ; 


(2)sin х T- оо, +оо) ЕЖ ИТЕ О, А Е-е; 
(3) r 在 [0, + oo) Б, 


aer- ——. —- ra хэр ree ССС С 
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(lor 在 [1, +оо) Е- RE. 
7. 证 明 : 对 椭圆 内 的 任意 一 点 已 ,存在 椭圆 过 P 09-32, 8 P ER 
的 中 点 ， 
(提示 :用 零点 存在 定理 ,】 
8. 设 函数 zx) 在 [0,2] 上 连续 ,有 目 f(0)= 了 (2), 证 明 :存在 z, yE [0,2], 
у-х=1,18 /(z)= (у), 
9.ЖОЭВЖ ALz) 在 有 限 开 区 间 (a ,5) 上 一 致 连续 , 则 f(x) 在 (a,b) 上 有 
Ж. 
10. 证 明 : 
(也 某 区 间 上 两 个 一 致 连续 函数 之 和 必定 一 致 连续 ; 
(2) 某 区 则 上 两 个 一 致 连续 函数 之 积 不 一 定 一 致 连续 . 
LERAAR f(x) 在 La, + о) ЕЖЕ, Н lim = A{ 有 限 数 ), 则 


f(x) 在 [a,+ co) 上 一 致 连续 . 
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$1 微分 和 导数 


微分 概念 的 导出 背景 

人 们 通常 所 说 的 “ 微 积分 "实际 上 包含 了 微分 和 积分 两 个 部 分 ,这 一 章 我 
们 先 来 谈 谈 微分 . 

当 一 个 函数 的 自 变量 有 微小 的 改变 时 , 它 的 因 变 量 一 般 说 来 也 会 有 一 个 
相应 的 改变 .微分 的 原始 思想 在 于 去 寻找 -… 种 方法 , 当 因 变量 的 改变 也 是 很 微 
小 的 时 候 ,能 够 简便 而 又 比较 精确 地 估计 出 这 个 改变 量 ， 

我 们 先 来 看 一 个 简单 的 例子 ， 

维持 物体 围绕 地 球 必 永 不 着 地 (理论 上 ) 的 飞行 所 需要 的 最 低速 度 称 为 第 
一 字 宙 速度 .在 中 学 里 ,利用 计算 向 心 加 速度 的 办 法 已 经 求 出 这 个 速度 约 为 
7.9Кт/з, ЖЕ 201155: .种 思路 去 推导 它 ， 


4 В 
С 


4.1.1 


Л ЖЕ] ЕН ЖИ Т A 点 没 着 水 平方 向 飞行 ,假如 没有 外 
力 影 响 的 话 , 那 么 它 在 一 秒 钟 后 本 应 到 达旦 点 ,但 事实 上 它 要 受到 地 球 的 引 
力 ,因而 实际 到 达 的 并 非 是 互 点 而 是 C 点 ,BC =4.9m 是 自由 落体 在 重力 加 
速度 的 作用 下 ,第 … 秘 中 所 走 过 的 距离 . 

容易 看 出 , 若 C 点 与 地 心口 的 距离 与 4 A | О 的 距离 是 相等 的 ,那么 由 
运动 的 独立 性 原理 ,就 本 以 推断 出 卫星 在 沿 地 球 的 一 个 间 心 图 轨道 运行 ,也 就 
呈 作 环绕 地 球 的 飞行 了 .因此 ,卫星 应 具有 的 最 小 飞行 速度 应 为 满足 下 述 条 件 
的 直线 段 AB КВ: АЛОВ 是 直角 三 角形 , OA 和 OC 可 近似 地 取 为 地 球 
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的 平均 半径 6371km, 也 就 是 6371 000m, 而 BC=4.9m. 于 是 由 久 股 定理 
AB2 = (6 371 000 + 4.9)2 — (6 371 000)2. 

显然 ,就 这 样 按 上 式 去 计算 АВ? ЖАКО R --26 ЖИ t O (1015) 
量 级 的 数 直 接 相 减 ,工作 量 较 大 ,并 且 在 字 长 较 短 的 计算 机 上 还 可 能 产生 较 大 
的 误差 

利用 乘法 公式 

а? ~ В? = (a + hb)(a — b), 

可 将 上 式 疏 写 为 

AB? = (6 371 000 + 4.9 + 6 371 000)(6 371 000 + 4.9 – 6 371 000) 

= 2 х 6 371 000 x 4.9 + 4.92, 
HT 4.9 < 6 371 000, Nt 4.9 这 一 项 与 2x6371 000x 4.9 这 一 项 相 比 可 
以 忽略 不 计 , 于 是 可 以 把 计算 简化 为 
АВ? == 2 x 6 371 000 x 4.9, 
由 此 算出 
АВ == 7.9km. 

这 就 是 说 , 工 星 的 速度 至 少 要 达到 7.9kmvs 才能 维持 其 围绕 地 球 的 飞行 ,此 
即 所 要 求 的 第 一 宇宙 速度 . 

上 面 所 计算 的 4B? ,实际 上 就 是 函数 у= z2 # z =6 371 000 4, ËB FE 
出 现 了 一 个 微小 的 政变 量 4.9 之 后 ,函数 值 的 相应 改变 量 . 然 面 在 计算 过 程 
中 ,我 们 并 没有 完全 精确 地 去 算 

AB? = 2 x 6 371 000 x 4.9 + 4.92, 

而 是 抛弃 了 最 后 那 一 项 对 整个 计算 结果 而 言 可 以 忽略 的 量 ,得 到 了 具有 足够 
精度 的 计算 值 . 这 样 的 思想 方法 和 处 理 过 程 ,恰恰 就 是 微分 概念 的 应 用 . 

微分 的 定义 


图 4.1.2 


下 面 我 们 来 考察 一 般 情况 , 设 y= fz) 是 一 个 给 定 的 函数 ,在 点 = 附近 
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有 定义 ,车 f(z) 的 自 变 量 在 x 处 产生 了 某 个 增 量 Ar. EAT z+ Ar( E 
Az 可 正 可 负 ,但 不 为 零 ) ,那么 它 的 函数 值 也 相应 地 产生 了 一 个 增 量 

Ау(х) = f(z + Az) - f(z), 
这 里 的 增 量 Ar ЯП Ау( с) ШЖК Е ИЧТЕ НЕ y (ТЕЛЕЕ 
的 场 台 ,或 者 是 无 需 特别 指明 自 恋 晶 的 时 候 , 我 们 一 般 就 将 Ayla 8 Н 
Ж Ay). 

SS 4.1.1 对 函数 y= f(z) 定义 域 中 的 一 点 zx,， 著 存在 一 个 只 与 x 有 
关 、 而 与 Ar 无 关 的 数 g(+) ,使 得 当 Ar->0 时 恒 成 立 关系 式 | 
åy = д(х)Ах + о(Ах), 

ЮЖ: f(z) 在 工 处 的 微分 存在 ,或 称 f(x) 在 x 处 可 微 ， 
由 定义 4.1.1 知道 ,车 A(z) 在 х 处 是 可 微 的 ,那么 当 Ax*0 时 Ay 也 是 
无 穷 小 量 ,是 当 g(x) 关 0 时 ,成 立 等 价 关 系 
Ay- g(<x)À<x. 
ах) Де 这 一 项 也 被 称 为 Ay 的 线性 主要 部 分 ,很 明显 , 当 |Az | 充分 小 的 时 
候 , 和 干脆 就 用 "g(x)Ax 这 一 项 来 代替 因 恋 量 的 增 量 Ay, 所 产生 的 偏差 将 是 
微乎其微 的 ， 
于 是 , 当 F(z) 在 xz 外 可 微 且 Ax-*0 时 ,我 们 将 Az 称 为 自 变 最 的 微分 
( 它 总 是 存在 的 ), 记 作 dx ,而 将 Ay 的 线性 主要 部 分 g(xjdx{ 即 g(x)Ax) 称 
为 因 变 最 的 微分 , 记 作 dy, 这 样 就 有 了 以 下 的 微分 关系 式 
dy = g(z)dr. 
例 4.1.1 yS (х) = WAFER A El- оо, оо) т 0 
E ^r, Н 
Ay= (= + Az) – х? 
= 2хАт + Ax:, 
由 定义 ,函数 у= х2 在 x 处 是 可 微 的 , 它 的 微分 为 
dy = d(+2) = 2rdzx, 
这 正 是 我 们 前 而 用 来 求 出 第 一 宇宙 速度 所 用 的 近似 式 . 
这 里 提醒 注意 以 下 几 点 : 
(1) 微 分 dr ,dy 应 理解 为 是 差分 Ax ,Ay 趋 丁 0 时 的 情况 ,因而 是 ~ 个 动 
态 的 概念 ,而 差分 只 是 一 个 静态 的 概念 . 
(2)" 可 微 "是 逐 点 定义 的 ,所 以 它 是 一 个 局 部 的 性 质 ,这 与 连续 "是 局 部 
性 质 是 类 似 的 .对 于 某 些 落 数 ,确实 存在 着 一 些 不 可 徽 的 点 . 


#412 对 函数 y= /(z)= V 二 ,在 z=0 处 ,有 
Ay= Ат) ~ f(0) 
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= v баз, 

Ж Areh ET А 0 0 Ar 的 阶 还 要 低 ,因而 Ay 决 不 可 能 表示 
成 Ax 的 线性 项 与 高 阶 需 的 和 .由 定义 , 它 在 z+ =0 处 是 不 可 微 的 ， 

若 对 任意 点 zE fa,6), f(x) 都 是 可 微 的 , 则 称 ОЕ Са, р) E 
可 微 .如 例 4.1.1 中 的 函数 y= zz 在 ( - 00,00) 可 微 ,而 例 4.1.2 中 的 函数 
区 虽然 不 是 ( — оо, оо) ЕП Ж, BEE — co ,0) 和 {0,co) 上 却 都 是 
可 微 的 ( 留 作 习 题 ). 

(ЗЭР f(x) 在 xz 处 是 可 微 的 ,那么 当 Az->0 时 定 有 Ay 一 0, 于 是 f(z) 在 
r 处 是 连续 的 , 即 可 微 必定 连续 . 


但 要 注意 其 逆 不 真 , 例 4.1.2 中 的 y= 祥 xz 在 zx=0 处 显然 连续 ,但 我 们 
已 经 知道 它 在 这 一 点 处 不 可 微 . 

(HH а) НГЕ, ЕВ ЧА dy 和 差分 值 Ay HAE АХ (8 dr) 的 一 
个 高 阶 无 穷 小 量 . 尽管 这 个 高 阶 无 穷 小 量 对 于 求 Ay ЖИ, ВЕДУ ТВА ЗЕТЕ E: 
太 微 和 不足 道 了 ,但 真 要 精确 地 把 它 算 出 来 , 却 往 往 是 十 分 复杂 的 ,工作 量 也 非 
常 之 大. 因此, 若 能 够 有 一 个 较为 简 恒 的 导出 gz) 的 法 则 ,那么 当 |Az| 充 分 
小 的 时 候 , 用 微分 ау = g(x)dx 来 代替 差分 就 不 失 为 一 个 有 效 的 近似 计算 方 
法 一 一 事实 上 ,很 多 实际 问题 也 正 是 这 人 么 算 的 . 

下 面 我 们 就 来 研究 glr). 
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若 Рх) л Н ШЕ 

Ау = g(z)Az о(Ах) 

ЦЕ gz) 与 Az 无 关 , 即 知 р(х) Et Ах- 0 时, 因 变 量 的 差分 与 自 变 量 的 


差分 之 比 人 ( 称 为 差 商 ) 的 极限 值 
定义 4.1.2 车 函数 y= 六 z) 在 其 定义 城中 的 一 点 工 处 极限 
m {(х + Ах) f(x) 


А0 АЛ Aa Ал 
ДЖ Я f(x) 在 工 处 是 可 导 的 ,这 个 极限 值 称 为 (I) 在 x 处 的 导数 , 记 为 
KOLA 
MEX 4.1.2 B 8:3:6:1: 01547 BER AEA, 1931 Л 
一 个 局 部 的 性 质 , 但 若 将 一 个 函数 (x) 的 定 头 域 中 的 所 有 可 导 的 点 看 成 一 
个 集合 , 则 这 个 集合 中 的 每 一 点 与 其 相应 的 导数 值 广 (z) 建 立 了 一 种 对 应 关 


系 即 函数 关系 ,因此 我 们 将 六 (x) 称 为 f(z) 的 导 函 数 ,一 般 就 简称 为 导数 . 
由 上 面 的 讨论 可 以 知道 ,车 leE х 处 可 微 , 则 它 必 年 在 z 处 可 时 ,而 
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前 面 所 述 的 函数 g(x) 不 是 别 的 , 正 是 它 在 这 - -点 的 导数 六 (x). 于 是 ,差分 的 
关系 式 和 微分 关系 式 分 别 成 为 

Ay = f'(zmz)Ax + otAr) 
和 

dy = f£(z)úr. 

因此 ,导数 也 可 以 看 成 是 数 在 可 微 的 情况 下 , 因 变量 的 微分 与 自 变量 的 微分 
之 比 ,所 以 导数 又 被 称 为 “ 徽 商 ", 这样 ,9> 既 可 以 看 成 是 一 个 完整 的 记号 ,也 
可 以 看 成 是 微分 之 间 的 一 种 除法 运算 一 一 这 种 观点 有 助 于 更 深刻 地 理解 微分 
和 导数 的 本 质 及 其 相互 关系 ,也 有 利于 实际 的 应 用 . 


反 过 来 , f(xz) 在 x 处 可 导 也 足以 保证 它 在 x 处 可 微 .由 定义 4.1,2, 这 时 
存在 极限 


. Ау _ 
即 


由 无 穿 小 痢 的 定 交 ,有 
Ay a, 
也 就 是 
Ay 一 了 《FJ)A = о(1)Ах = о(Ах), 

由 定义 4.1.1, 了 站) 在 工 处 是 可 微 的 . 

上 述 结 果 可 以 表述 为 以 下 定理 ， 

定理 4.1.1 ik у= (=) x 处 可 给 的 充分 外 要 条 件 是 它 在 之 处 可 
F, 

定理 4,1,1 告诉 我 们 ,对 一 元 函数 来 说 ， 任 -点 的 可 微 性 与 可 导 性 实际 上 
是 一 回 事 , 因 面 ,微分 与 导数 总 是 形 影 相 随 ， 是 密切 难 分 的 "计生 兄弟 ”. 


у M 
1. 半 径 为 1em HERRIZ- БЕ ЕВР 0.01ст 的 铜 ,试用 求 微 分 的 
方法 算出 ,每 只 球 需要 用 钢 多 少 克 ? 《 钢 的 密度 为 8.9g/em . ) 


2 用 定义 证 明 ,函数 y= 世 在 它 的 整个 定义 域 中 ,除了 z=0 这 一 点 之 
外 都 是 可 微 的 . 
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产生 导数 的 实际 背景 
从 数学 的 发 展 历史 来 看 ,导数 是 伴随 着 微分 的 诞生 而 顺理成章 地 产生 的 ， 
也 就 是 说 ,人 们 先是 有 了 微分 的 概念 ,随后 才 发 现 ,对 于 处 理 微分 问题 来 说 , 像 


_ Ау _ , хо Ах) - fir) 
Bm Ar = am АС 


这 么 一 种 特定 形式 的 极限 , 即 导 数 ,是 一 个 有 力 的 工具 . 

说 导数 是 处 理 微分 问题 的 有 力 工具 ,是 因为 一 方面 ,从 微分 形式 

dy = f (x)dr 

来 看 , 任 一 点 处 的 微分 事实 上 都 必须 通过 这 一 点 的 导数 来 表达 和 计算 ; 另 一 方 
曾 , 在 比较 复杂 的 情况 下 (比如 以 后 会 学 到 的 高 阶 的 微分 和 导数 以 及 多元 函数 
的 微分 和 导数 等 ) ,无 论 是 形式 地 思考 还 是 实际 地 处 理 问 题 ,由 导数 人 手 都 要 
比 由 微分 和 A 人手 更 容易 和 简洁 一 些 ,以 后 ,人 们 进一步 认识 到 ,导数 有 它 本 身 的 
意义 ,在 数学 研究 及 其 实际 应 用 方面 都 扮演 着 重 机 的 角色 . 

微 积分 的 发 明 人 之 一 Newton 最 早 用 导数 研究 的 ,是 如 何 确 定 力学 中 运 
动 质点 的 瞬时 速度 问题 . 

设 一 个 运动 质点 在 t 时 刻 的 位 移 可 以 用 蚂 数 ;= s(:) 来 描述 ,那么 如 何 来 
求 出 它 在 这 一 时 刻 的 速度 呢 ? 

因为 它 在 [t,t + Atj] 中 走 过 的 位 移 为 As = (нА) 一 s(t), 所 以 当 At 
很 小 的 时 候 , 它 在 上 时 刻 的 瞬时 速度 可 以 近似 地 用 它 在 [+ :+ A: 1 中 的 平均 
速度 


_ _ Às ЗЕРДЕ) = s(t) 
201) = гүйн Ге 


来 代 圭 .但 是 ,对 于 任意 给 定 的 ЛР, Z Ó H BJ АА ЕТП ЛЕ B 
时 速度 ,真正 的 瞬时 速度 显然 是 当 Лг 0 时 502) ДЕ BB [8 , Вр 

lim 3060 At) - s(t) 

мэ At " 


-p Аз 
vle) = lma; 


由 于 在 任 一 给 定时 刻 , 运 动 的 速度 总 是 一 个 有 限 的 定 值 ,因此 上 述 极限 必定 存 
在 ,于 是 


: v(t) = s (t) 
也 即 运动 质点 的 速度 是 它 的 位 称 函 数 的 导数 . 

我 们 可 以 将 "速度 "这 个 概念 加 以 推广 一 一 凡是 牵涉 到 某 个 量 的 变化 快慢 
的 ,诸如 物理 学 中 的 光 、 热 、. 磁 电 的 各 种 传导 率 ,化 学 中 的 反应 速率 乃至 经 济 学 
中 的 资金 流动 比率 、 人 口 学 中 的 人 口 增长 速率 等 等 ,统统 都 可 以 看 成 是 广义 的 
“速度 ”, 因 而 都 可 以 用 导数 来 表达 . 换血 话说 ,导数 实际 上 是 因 变 量 关 于 自 变 


ET or ara 
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量 的 变化 率 . 
EAn RAR p= ptt) 表示 某 个 地 区 在 z 时 刻 的 人 口 数目 ,那么 在 г + A: 
时 刻 的 大口 数目 就 是 р + Л.) 本, 因此 这 个 地 区 在 从 + 到 :+At ВЕНЬ, 
增加 的 大 口 数 应 为 
Ар = p(t +At}— р(2). 
Жын {шы {НЕ K КРАН EKER, FEEL, +A EEF, 
该 地 区 的 人 口 平均 增长 速率 为 


Ар _ plt+At) ~ ри) 
Ағ Ål , 


3 At~*0 时 , 便 求 得 了 该 地 区 在 + 时 刻 的 人 已 增长 速率 为 
Ap |， plt+At)— pl) 
At At ` 


р 00 = тле m 
НАНАК Ж ЖА ЕШ ӘИТ. 
导数 的 几何 意义 


导数 研究 的 另 一 重大 动力 来 自 于 数学 本 身 一 一 如 何 求 出 一 条 给 定 曲 线 在 
任意 点 处 的 切线 ? 

这 个 问题 的 起 源 可 以 追溯 到 古 希 工时 代 对 圆锥 油 线 的 切线 的 研究 .到 了 
17 世纪 前 叶 , 在 法 国 数学 家 Descartes 和 Fermat 分 别 独立 完成 了 解析 几何 的 
发 明之 后 , 它 便 转 化 成 了 如 何 确定 给 定 的 曲线 方程 y= 大 xz 在 任意 点 处 的 切 
线 斜 率 的 问题 .Descartes 和 Fermat 本 人 以 及 英国 的 数学 和 物理 学 家 Barrow 
(Newton 的 老师 ) 都 对 这 一 问题 进行 过 深信 的 研究 并 取得 一 定 成 果 ,而 最 终 对 
此 找到 了 一 套 系统 可 行 且 有 效 的 -~ 般 分 析 方 法 的 ,是 微 积 分 的 男 一 位 发 明 人 、 
德国 数学 家 Leibniz. 

我 们 首先 来 定义 什么 是 切线 . 


切线 


图 4.2.1 


在 中 学 的 解析 疙 何 里 ,我 们 学 过 圆 和 椭圆 的 切线 (图 4.2.1). 那 时 的 定义 


-CO 人 -rr 一 
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是 ,“ 若 一 条 真 线 与 圆 {椭圆 ) 只 相交 于 一 点 ,那么 称 这 条 直线 为 该 贺 ( 椭 圆 ) 的 
切线 ”. 但 是 要 将 这 个 定义 运用 到 一 般 的 曲线 上 去 是 不 行 的 ,例如 ,对 任意 常数 
а,ЁЖ r= a 与 抛物 线 y= x? 只 有 一 个 交点 (图 4.2.2) ,但 它 显 然 不 是 切线 . 

设 y= 六 zz) 是 平面 上 前 一 条 光滑 的 连续 遇 线 ,(z, flA 
个 定点 ,而 (w+Ax,f(x+Azr)) 是 曲线 上 的 一 个 动 点 (一 般 假 定 它 就 在 
(xz, 玉 z)) 的 附近 ). 显 然 , 过 (xz ,A(z)) 和 (z+ Az,f(z+Azr)) 两 点 可 以 唯一 
确定 曲线 的 一 条 过 (z ,F(x)) 的 割 线 ,并 且 , 当 点 (z+Ax, f(x + Ax)) 在 曲线 
上 变动 时 将 引起 割 线 位 置 的 不 断 变 化 .曲线 的 切线 的 严格 定义 应 该 是 这 样 的 : 
如 果 在 点 (XAr ,f(z +Ar)) 江 着 曲线 无 限 赵 近 于 点 (zx, Ул) Ar) 
时 ,这 些 变 化 的 逢 线 奉 在 着 唯一 的 极限 住 置 ,处 于 这 个 极限 位 置 的 直线 就 被 称 
为 AZ) 在 工 处 的 切线 {图 4,2.3), 


图 4.2.2 Ш 4.2.3 


设 过 (x ,A(x)) 的 切线 已 经 作出 ,我 们 来 求 它 的 斜率 .从 图 4.2.3 中 可 以 
看 出 , 割 线 的 斜率 为 


Ay _ fz + Ar) ~ fir) 
Ar ` Ал , 


随 着 Ar 越 来 越 接近 于 0, 全 也 就 越 米 越 接近 切线 的 斜率 ,但 十 ,只 要 Ar 是 
个 不 为 0 的 常数 ,人 就 只 是 审 线 的 斜率 面 非 切 线 的 斜率 .因此 ,要 获得 切线 的 
斜率 ,就 必须 在 AY 中 令 Azx-*0, 由 此 得 到 ,过 (z, f(z)) 的 切线 斜率 为 极限 

. Ау _,_ f(z + Az) fir) 

lim Az ` lim Ax 


的 值 , 也 即 (eE х 处 的 导数 值 F(z) 一 一 这 就 是 导数 的 几何 意义 ， 
Leibniz 蕊 大 贡献 之 一 ,就 是 发 现 了 函数 的 切线 斜率 与 它 的 导数 之 问 的 联 
系 ,同时 得 到 了 计算 导数 的 一 般 法 则 . 从 这 个 意义 上 来 说 ,对 任意 一 个 能 够 写 


—— er ee на тае 
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出 表达 式 的 函数 , 求 其 相应 的 曲线 在 他 一 点 上 (只 要 在 该 点 上 切线 存在 ) 的 切 
线 方 程 的 问题 已 经 迎刃而解 了 ， 

过 点 (x ,f(z 日 与 f(x) 在 该 处 的 切线 垂直 的 直线 称 为 f(x ) 在 该 处 的 
法 线 . 由 于 法 线 的 斜率 与 切线 的 斜率 下 为 仙人 倒数 ,因此 ,求法 线 记 程 的 问题 也 
一 并 解决 了 . 

14.2.1 Ж у =2ре(р>0) ЕЕ (хо, уо) КТА. 

E 设 (xo,yo) 属 于 上 半 平 面 (属于 下 半 平 面 时 是 类 似 的 ), 将 方程 改写 


成 
у= f(z) = Y 2рт (220), 
则 它 在 z = rp Л R RRENA 
li f(z a + Ах) — хо) 
хен Ах 
р YZP ! Ах) — y 2 bro 
ar 下 Ат 


=v2p lim Ах 
ас 0 (/ rg t Ат + 4 ха) "Ах 


图 4.2.4 
由 些 很 容易 求 得 它 在 任 一 点 处 的 切线 方程 . 
从 这 个 结论 出 发 可 以 得 到 抛物 线 的 -个 重要 的 光学 性 质 . 
Elroy o А8 5 r MARAA ,出 于 (xo,yo) 在 拖 物 线 了 上 , 即 满 


Æ 
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因此 该 切线 的 斜 迹 可 以 与 成 
— l _ Pb -P 
8, = V3 = Ё = Р. 
tan бү EN =a Ур 


再 记 (zo,yo) 与 抛物 线 的 焦点 (去 ,0) 的 连 线 与 = 轴 的 来 角 为 所 , 则 有 


„Ур 


tan fa = , 
u- 

设 它 与 过 该 点 的 切线 的 夹 角 为 6, 则 有 

tan 65 — тап б, 


1 + an 05 - tan | 


— Jj А 
D yo 


Л 


tan 0 = 


因此 8 恰好 等 于 切线 与 z 轴 的 夹 角 . 

根据 光 的 反射 定律 ,人 射 角 ( 人 射 光线 与 反射 面 的 法 线 的 夹 角 ) 等 于 反射 
角 ( 反 射 光 线 与 反射 面 的 法 线 的 夹 角 ). 于 是 , 任 一 东 从 扼 物 线 的 焦点 处 出 发 ， 
AHASS -0 WER ШИВ Е (тозо) RRAZ = 0 = 2 = 0, 
反射 后 ,反射 光线 与 x 轴 是 同 向 的 .也 就 是 说 , 放 在 焦点 处 的 点 光源 发 出 的 光 
经 扫 物 线 (严格 来 讲 应 是 掀 物 面 ) 反 射 后 成 为 一 束 平行 光 射 出 .由 于 光路 是 可 
逆 的 ,因此 反 过 来 ,车 有 一 东 与 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 的 光线 射 人 人 擅 物 线 , 则 经 
过 反射 后 它们 将 会 从 于 抛物 线 的 焦点 .探照灯 ФУКЕ хаа 
是 上 述 性 质 实际 运用 的 例子 . 


例 4.2.2 Жш; + 与 = 1 (а>Ь>0) EIE -点 (royyo) 处 的 切线 方 


Ë. 
fg 设 (zoyyo) 属 于 上 半 平 面 (属于 下 半 平 面 时 是 类 似 的 ), 将 此 区 域 中 
的 椭圆 方程 改写 成 
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у= ба) = 2 48-21 (-—a < r< a), 


则 它 在 x — zo 处 的 切线 斜率 应 为 
f(xot Ах) ~ flxo) 
Ах 
b.. Ja- (rot Ах) уа? — zà 
=— Jim —— C 
G Ага Ат 
zÓ — (za + Ах) 


са Үр: — (zg t Ах) +y a° — zŠ) Ах 


lim 
起 (下 


-È 4 – 2ra" Ах — (Ах)? 
атара) гау 
b n 
于 是 它 在 x= zr 处 的 切线 方程 为 
ут 50 = = r хб), 
HEP то, yo НА Е, El ДЕ 
шил 12 
2 2» 
两 边 整理 后 便 得 到 切线 方程 
tort уу 
а? Ы bo 1, 


这 正 是 我 们 在 平面 解析 几何 中 已 知 的 结论 ， 

用 与 例 4.2.1 类似 的 方法 可 以 证 明 燃 加 的 一 个 光学 性 质 : 从 燃 圆 的 一 个 
焦点 发 出 的 任 一 束 光 线 ,经 贿 圆 反射 后 ,反射 光 必 定 经 过 它 的 另 :个 焦点 (图 
4.2.5)( BFA). 


4.2.5 
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利用 导数 的 几何 意 关 以 及 导数 和 微分 的 关系 很 容易 给 出 微分 的 几何 意 
交 : 它 是 用 底 迎 为 dz .斜率 为 (z) B f 838 BJ dy= f (+)d= ЖИЛД 
КА ЛЕШ dr 和 曲线 六 x) 相应 的 -- 段 及 决定 的 曲 边 直角 三 角形 的 "高 
Ay( 图 4.2.6), 其 误差 是 dr 的 高 阶 无 穷 小 量 . 


Bl 4.2.6 


单 侧 导 数 

出 于 
op (= + Az) - f(x 
f C) = ын Ат ° 


HIR RTE ЙДЕ Ж.Ж 六 x) 在 处 可 时 的 充分 必要 条 件 是 相应 的 左右 极 


PE 
f (z) = lim шинэлж z) 
和 


ty = ha АЈ f 


Añx—Ü+ 


存在 并 且 相 等 ,我 们 把 它们 分 别称 为 fx) 在 x 处 的 左 导数 和 右 导 数 . 换 句 话 
说 , 著 f(z) 在 zz 处 的 左右 导数 中 译 少 有 一 个 不 存在 ,或 是 左右 导数 都 存在 但 
不 相等 的 活 , f(r) 在 .x 处 就 是 不 可 异 的 . 

例 4.2,3 考察 函数 y= |z| 在 z=0 处 的 可 导 情 况 . 

Ж 当 z<0,Ffz)=|zl= 一 所 以 在 zx=0 处 的 左 导数 为 


/-(0) = lm 52 =- 1; 
m 208, (0) = 1х1 =x, PTA y &K z =0 А 
. Ах 
(2119) = dim Ар = 


因此 ра) = lz E z=0 处 的 左右 导数 都 存在 但 不 相等 ,由 定义 , 它 在 x=0 
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图 4.2.7 


处 不 可 时. 
例 4.2.4 «Р 


在 x=0 处 的 可 导 情 况 . 
解 当 Ars0 时 ,AIAz)=0, 二 是 显然 有 
f (0) = lim HAr- АО) = 0, 


+ 


m Arz>0 时 ， 


Ах) [(0)_ Алс sina Шин 
Ах Е Ах TSN Ar? 
当 Axr->0+ 时 ,上 式 的 极限 不 存在 , 即 衣 数 在 x =0 处 的 右 导 数 不 存 在 ,由 定 
X rik A A HL SP. 
需要 指出 的 是 ,尽管 单 侧 极限 发 散 到 无 穷 大 也 是 极限 涉 存在 的 一 入 形式 ， 
如 例 4.2.2 中 , 当 += + 时 ,相应 的 左右 导数 值 分 别 趋 于 和 %, 但 它 不 同 于 
例 4.2.4 情 况 .事实 上 ,前 者 在 x = +a 处 的 切线 是 存在 的 ,只 是 切线 的 倾角 


ES 而 已 ;而 后 者 在 xz 0 处 的 右 侧 根本 就 没有 切线 存在 .因此 ,在 讨论 问题 
时 应 注意 区 分 这 两 种 不 同 的 情 帝 ， 
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31 A 
1. 证 明 : 
(1) 3 JJ 0, КЇН] НД ЧЫ W (:)(0<:;= T), Wi) 
ID AD Bs 58 Ju ШЇ ТН Ч 0) 8 N) JI N =W (t). 
(2) 一 个 物体 存 [0,z] 时 间 中 转 过 的 角度 为 0( )(0< = T), 00:31 
导 , 记 相应 的 角速度 (单位 时 间 内 转 过 的 角度 ) 为 ш(1).-8  ш(2) 50 (z). 
2. B 让 (x0) 存在 , 求 下列 各 式 的 值 ; 
(1) lim fro ~ Ar) — (zo), 
дад Ах 
27 =, 
(Зур 2 24771 
3. (1) 用 定义 求 抛物 线 уг 2123-32-10 28Ж: 
(2) 求 该 抛物 线 上 过 点 ( -1, -2) 处 的 切线 方程 ; 
(3) 求 该 抛物 钱 上 过 点 (一 2,1) 处 的 法 线 方程 ; 
(4) 问 该 抛物 绕 上 是 否 有 点 ta ,8), 过 该 点 的 切线 与 抛物 线 项 点 与 焦 
点 的 连 线 平行 ? 
4. 证 明 : 从 椭圆 的 一 个 焦点 发 出 的 任 一 东 光 线 ,经 李 贺 反射 后 ,反射 光 必 
EAIC -TEA E 4.2.5). 
5. 证 明 ; 双 曲线 ry= а 上 任 一 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 构 成 的 直角 三 角 
形 的 面积 恒 为 2a2. 
6. 求 函 数 在 不 可 导 点 处 的 左 导数 和 右 导 数 . 


(1}y= lsin zl; (2)у541-08 m; 
(3)y=e !“!; (4)y= На (2410. 


7. ЙЕ ГРАЖ: z = 0 处 是 否 可 导 ， 
itagin -L а>0) x=ÜQ 

Dt Ё 24 ) = р 
0, х= 0; 


хо, r>, 


ах +ф, х6; 


(2)у=4 


а 
“ `> ` r 
B=” хо» (4)y=4er ， r=, 


ar’, 10, 0, 2=0. 
8. i% Pr BJ БАХ n] т: ,证 明 : 
(LA BS $K РА СЕ ТАРА: TB PS 9k IJ А Сар р; 
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(2) ЯЯ ӨК ЕР РЕ ЖЛ ЖЕ КЇЙ РЕ. 
9.19 rE х=0# И 9 EMAAR F] f(x)| 在 x=0 ВА? 
10. 设 f(x) 在 有 限 区 间 (a ,5) 内 可 导 ， 
(1)# lim A(x)=o0, 那 么 能 否 断定 也 有 im (к) = 907 
(DË lim / (z) = oo, 那 么 能 否 断 定 也 有 lim f(x)=%? 
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从 定 久 出 发 求 导 函 数 

计算 -- 个 果 数 的 导 范 数 的 运算 称 为 对 这 个 莱 数 求 导 ， 

一 些 简单 函数 可 以 直接 通过 导数 的 定义 { 即 差 商 的 极限 形式 ) 来 求 导 , Ч 
然 也 可 以 直接 使 用 微分 的 定 头 ( 即 差分 的 等 价 无 穷 小 量 关 系 ) 来 求 导 , 下 面 我 
ELEREN F. 

显然 ,常数 函数 = C 的 导数 恒 等 于 零 . 

例 4.3,1 3K y=sin r РАЖ. 

ж 因为 


sin (z + Ат) — sin л = 2сов [z + 
` Az—0 时 ,由 cos х 的 连续 性 ， 
cos Ё 十 сан cos r + otl), 


2 
而 由 +—0 时 的 等 价 关 系 


Ак \ „Ат 
2 Jein 


sin + — x, 
可 知 此 时 有 
Ат Ar 
sin у, 
所 以 


sin (z + Az) -sin z = cos r° Ar + oAr), 
HES, BIIH 
(ұп r) = соѕ =. 
ШЕШ. 
(сов zr) = — sinr. 
例 4.3.2 求 y=lnx H FAR. 
解 ” 当 Axr0 时 ,内 为 
а (z +Ar)}-Inx 
=In È + Аг 
т 


— r. -— 
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= іп (1 + Ат | laz, 
最 后 一 个 式 子 利用 了 x 一 0 时 的 等 价 关 系 


№ (1+ r) — x. 
所 以 ,由 定义 , 姑 有 


(In x) = 1. 
£ 


以 上 两 个 例子 都 是 直接 从 微分 的 定义 出 发 的 ,下 一 个 例子 我 们 改 从 导数 
例 4.3.2 Жу-с ИЛЭН 
解 因为 


е^ — еї Ах __ 1 


Ат 一 хэд ÂT 


利用 当 Ax->0 时 的 等 价 关 系 式 


lim 
ñz —Ü 


便 有 


即 
(ет) = e. 
事实 上 ,利用 Ах-»0 时 的 等 价 关 系 
a® -1-Ах “ша (а > 0,а з 1), 
容易 导出 
(а?) = (па)а*. 
也 就 是 讲 , 当 将 a 取 为 e НИНЕ, у ет О Sp PR 38 IA A ЕАО ИЯ —— ЈЕ А 
ЭР СЭЭР ЭРЭН ЖЕП А] ЖЕРЕ ЖОКЛЕ, e 的 缘故 .以 后 我 们 会 知道 ,在 一 
Ле ТРЕ KH MARTES узе 至 多 相差 一 个 常数 因子 ， 
EtA 
y = Ce 
的 形式 . 
{4.3.4 ЖЭ у= r (ат ОЧИЖ. 
W ”对 任意 常数 4, 当 x 一 0 时 部 成 立 等 价 关系 
(1+5) — 1 ~ ах. 
цг >20, Ат 0 8,9 
(= + Ar) — z“ 
Ат 
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Ат 
х 
+ 
1+8: 
— 41 Ка 
x Ат 
+ 
жах), 
于 是 得 到 
(z2) = a!l. 


ПА АБЕНЕР у= x* 在 x=0 fd z <0 时 的 导数 存在 情况 {假定 
х0 у= к 的 定义 域 中 ,见习 题 2). 

除了 少数 儿 个 最 简单 的 函数 之 外 ,可 以 直接 用 定义 方便 地 求 出 导数 的 函 
数 实 在 是 微 手 其 微 ,因而 就 有 必要 对 林林总总 的 画 数 全 体 导 出 `- 系 列 的 求 导 
运算 法 则 ,主要 包括 四 则 运算 法 则 , 反 函 数 求 导 法 则 和 复合 孙 数 求 导 法 则 .本 
节 中 我 们 先 讨论 前 两 个 问题 . 

求 导 的 四 则 运算 法 则 

定理 4.3.1 设 了 (zx) 和 g(xz) 都 是 可 导 的 , 则 对 任意 常数 cl 和 ca 它们 
的 线性 组 合 clf(z)+ceagfz) 也 可 导 , 且 满足 如 下 的 线性 适 算 关系 

[cz)+egfz)] = ef (zr) + суд (т). 
证 对 任意 给 定 的 xz, 由 于 f(z) 和 g(xz) 可 导 , 则 有 
Ке + Az) - f(z) = f(r)Ar + о(Ат) 


和 
girt Az)- glr) = р (т)Ат + ol(Ar), 
Шр ЕЕ Е су Жс, 后 相 加 ,整理 后 便 有 
[cif(z tAr) + oglar + A)Tg)]—- [ci f(z) + csgÜz)] 
=[с|/ (ж) + саа (х)]Ах + olAr), 
由 微分 前 定 义 ,c РО) + egl) B. 
ас) + сэн (51-16: (к) + сад (х) Ја 
或 者 等 价 地 
[e С) + єї 8 (341 =c flz)+ сод (r). 
证 毕 
由 于 六 zjdz=dlAz)] 和 gz)dr=dgtzij, 因 此 这 个 结论 也 可 以 
用 微分 的 形式 表达 为 
d[c, f(z) + сэд(3:)1 = са) + c;d[ g(x)]. 
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例 4.3.5 Ж у= 10р, х +33 е (о >0,а5®1). 
解 ов, = Z 84.3.1 ВИП 0318 aS 5380 
导数 会 式 , 即 有 
(Іор, х + 3 rY 
= 1-0 х) +30) 


2-1 23. 
rha + 2 
定理 4.3.2 设 f(r) 和 g(x) 都 是 可 时 的 , 则 它们 的 积 函 数 也 可 时, 且 满 


Ж. 


Ге) (х) = f irdeler) + Tr)g lz), 
或 者 用 微分 的 形式 表达 为 


4 /(z)g(z)] = g(z)d[ f(z)] РС) g(x)]. 
证 у= у(х) абл), ШУМЕ ВА) х, 


[f(z)g(z)1 = lim $ 


flx + Az)g(z tar) = f(z)g(>) 


= lim 
Ari 


“рд taz)a(z t Аа) fe + Az), 


(240 :)8(1)- fl z)gp (xr 


р ) glr + Az) – р(х) 
= lim f(z + Az) lim АХ + 


. fx + Ах) - fir) 
р(х) lim АХ . 
由 于 六 zz) 和 gfz) 可 导 , 妆 Ar 一 0 时 有 


и 2 А) Кл) (а), — lm/(z + Az) = fla) 
和 
кылай чш -aa 
代入 后 即 有 定理 结论 


ЇЕ 
例 4.3.6 Ж у= Зсов х HTAR. 
解 ” 由 定理 4.3.2， 


一 -一 一 
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(3' cos z 
=(3 Yes z + 37 lsr) 
=jn 3 - (32) cos z — 3sin + 
=3" (In 3 ° cos z — sin z). 
例 4.3.7 Ж у= Хн аж, 
Їй 由 定理 4.3,2 和 例 4.3.4， 


чийн (sin z) 1 + sin z [+]J 
x ж т 


_ 1 L. 
= COS Жо уеп T 
+ Кн 


Yops 工 一 Sn 于 


т? 


定理 4,3.3 设 gSfz) 可 导 , 且 gfz)A0, 则 它 的 倒数 也 可 导 , 且 满足 


2) _ _ — (z) 
glz) [а(х)]?* 
相应 的 微分 表达 形式 为 


21-11 
aD) epte 
证 0 у= , 则 对 任意 给 定 的 ,有 


= lim g(z)-— glr + Az) 
a gfx + Ах)‘ g( z) Az 


_ 1 [lm g(x + Az) = le l | 
(ж) AD Ах меб glr + Ат) 
由 于 р(х) 9, УЧ Aro 时 有 
шщ AtA) = үүх, limg(z+Ar) = gla), 
代 人 后 即 知 定理 结论 成 立 ， 


证 毕 


例 4.3.8 Ж у=ѕесл КРА. 
解 因为 secx= 一 一 ,于 是 


cos r’ 
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о 
Шиний Ч 577 х) 
совт 
әп + 

созт 
= 1ап сес л. 
TEDES 
{ese z) 三 一 cot rcsc <. 


结合 定理 4.3,2 和 定理 4,3,3, 即 有 如 下 推论 :; 

推论 i firj (х )3 5657-5428 g(r), A È 4182 A 44, T 
导 , 且 满足 
z)— f(z)g (= 
| СЭР | 


(440) = 0а) 
Гат) 
这 一 结论 的 微分 形式 为 
10321. 
425 |= 
14.3.9 K у= tan х Ё) РУ. 
解 因为 tan х= 5 жи 


х) х) gir 
[glr] 


r 


; sin + 
(tan +) = (222) 
cos 2 
+ + - ” 
ат zr) cos zr — sin r(cos х) 
cos: > 


сов + fin z 


со т 
= зех. 
同 理 可 得 
(cot r) =- estr. 
Б. ЖЕКЕ 


定理 4,3.41{ 反 函数 求 导 定 理 ) ЖАЙ у= f(r) 在 (a,5) 上 连续 、 严 格 
单调 、 可 导 并 且 f'—(z=)Z0, a =min(f(a +), fÉ(b-)),B=max( f(a +), 
FO- ВНД К а= (у) (а, ЕТАЖ 


” 1 
Lo) = pO: 


证 因为 函数 y= f(x) 在 La,5) 上 连续 日 严格 单调 ,由 反 孙 数 连 续 定 理 ， 
Юк К .z= (у) (о, д) БЕЕН. 


— -5-08ал a 
` —..— n 
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对 任意 定点 Є (а,в), НР у= f(z)f#E(a b) Ep] IR. E. 广 (z) 天 0, 因 
而 
Ду — f СО )Ах. 
因此 可 将 上 式 改写 为 


_] 
пж жанин tii ha 
[r ЧЭ = + 
ЇР 

例 4.3.10 求 y=arctan х Ж y= arcsin х BJ 28 2. 

解 ” 容 易 验 证 хлап y 满足 定理 4.3,4 的 所 有 条 忻 , 将 y= arctan + 看 
RESAH, TEE 

_ | _ 1 _ — 1 

(tany) | есу 1l+tany 1622 


类 似 地 ,将 y= arcsin х Ar = sin y АЈБ РАК, 8 n] 8 2 


(arctan rY = 


(arcsin r) = 1 = 12 і = 1 
(ап у) соѕ y Г = sin° y 1 3:2. 
读者 不 难 由 同样 途径 得 到 
522 1 
(arccos т) =- 
l-z 
和 
(arcot zY =- Ta 
81 4.3,11 ЖР 2 XK IH РЕП Н РЕЖ. 
解 由 于 
PEV А} е 
(е У = |=) (yy = ° 
于 是 


(ch х) = sh х. 
二 和 cthz=(th z)-!= 单 过 ,利用 定理 4.3.3 的 推论 ， 


НТ = 6 
е? + 
可 以 求 得 


mr r — мэл 
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h 
和 
(ah к} = EER = escht р 
T XX HE PE $k A ВА АГ z = # A E E Hi ‚ШШ 


‚_ 1 1 1 _ 1 
(arsh z) = (sh y) Фу /l+sh2y Е 1 + x 
DW EJ TY W ЕД Еи —sh'r=1. 


作为 习题 ,请 读者 自行 导出 其 它 反 双 曲 函数 的 导 函 数 


{arch z) = 


х? —1 


{а z) = (arcoth х) = 1 5. 
1- + 


ЖАШ АЖ (ДОС БЕРЕ ЖЕ) ЕЕ ЖС y =} (Ж ЖБ PS 8k) 8532 ЕДЫ 
以 比较 的 语 ,就 可 以 发 现 , 不 仅 双 曲 函数 本 身 间 的 关系 与 三 角 函 数 有 类 似 之 
处 ,而 且 它 们 (月 至 它们 的 反 消 数 ) 的 导 函 数 也 有 其 为 相像 的 相互 关系 . 


下 面 我 们 列 出 基本 初等 函数 的 导数 和 微分 公式 


(C) =0 
(45) -аа2 1 
(sin z) = cos z 
(cos х) = -sin r 
(tan z) = sec z 
{соб z) = -estr 
(sec z) = lan z ѕес = 
《csc x) = 一 cot хс = 
{arcsin zr) = 1 
l- х? 
(arccos zY = -——} 
1-х? 
‚_ 1 
(агсїап т) “1.2 
< ___1 
(arccot z) = 14-42 


(ar) = ата 


特别 地 (er) = e" 


d(C)=0-dz=0 
d(22)= ах" idx 
dísin х) = cos гах 


d(cos z)= —sin хах 
Ч(тап =) = зес хах 
d{cot х) = –- сэсёхах 
а(ѕес х) = їап x sec х= 
а(сзс х) = – сос z ese rdr 
dr 
d(arccos х) = 
yl- >° 
d(arccos х) = zdz 
1- х? 
d(arctan х) = dz 
1+2? 
_ -dr 
df arccot х)= т 2 


Оа") = ааах 
特别 地 dle") = ezdz 
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2121 oi dr 
Cogar) na т dllogar) = a X 
特别 地 (ln z) =t 特别 地 401 z) = ŠZ 
(sh cr) =ch < dish z)=ch тах 
(ch >=) =sh z d(ch х) = zdz 
(th zr) = sech2 x dith x) =зесћ rdx 
(eth zY = csch х Ас z) = csch rdr 
Р 1 dx 
(аш z) = d{arsh ж) = 
V L+ z“ V L+ z 
ё 1 d.r 
{arch +) = darch х) = 
v x-1 ve-l 


dz 
_ „2 


(arth л) = (arcoth r= а d(arth z) =4(атсо1һ +) =) 

从 表 中 可 以 看 出 ,所 有 基本 初等 图 状 的 导 一 数 都 仍然 是 基本 初等 立 数 的 
有 限 次 四 则 运算 和 复合 ,所 以 ,在 这 些 肾 数 的 定义 域内 ,至 多 除去 有 限 个 点 , 它 
们 不 你 可 导 面 且 导 函数 连续 《这 有 限 个 总 属于 这 些 畏 数 本 身 的 定义 域 而 不 属 
十 它们 的 导 函 数 的 定义 域 ,如 у= 局 在 整个 (- co, + oo) 上 连续 ,但 其 导 函 
数 


байг 
> зуу 
在 zx=0 处 无 定 六 ,所 以 , 它 的 导 煞 存在 并 连续 的 范围 仅 限 于 (- оо,0) Ш 
(0, +оо), ) 
EH 4.3.1 ЖЕШ 4.3.2 УЯ ЕН] ШИЕ Ж| #1 А ЖЕН: 
(1) 甸 个 函 数 线性 组 合 的 导 阔 数 : 
DIAES = У (о). 


i=l 


(2) 多 个 函数 乘积 的 导 范 数 : 
[IL Co) = DOA. 


请 读者 利用 数学 归纳 法 自行 证 明 这 两 个 公式 ,下 面 我 们 分 别 举 一 个 例子 . 
B|4.3.12 R n RETA у= ata "7l +e T arz Бар BJ) ES 
Ж. 
解 ” 科 用 逐 项 求 导 , 便 有 
y = (aa tapaa"! q o аш + ao) 


= fat") + (адал) + = + (az) + (00) 


-——— s - 
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= amr" l+ а, (п = Пат? +e 
也 就 是 说 ,n ЖЭЛЖИЛЭН н-1 pi k. 
例 4.3.13 ЗИ y= [е*(г?°+3т-1)атсзш т} FAA. 
解 由 多 个 函数 乘积 的 导数 公式 


[e7 (x? + 3g — І)агсвіп +] 


+a, 


=(e*)'(z2 + 3r — larcsin z + e* (22 + Ix — 1) arcsin т 


te (r+ 3x — l (arcsi z) 


. .T+3r—1 
=e (x? + 3д — lJatcsin z + er(2x + 3)arcsin х + е" 2—00 
41-28 
3-1 
=ef (22 + $x + 2arcsin т + 13211 
41-22 
2) 题 


1. НАЕ Е (сов z) = 一 sin x. 


2. 讨论 y= 刀 在 z=0 和 xz<<0 时 的 导数 存在 情况 (条 定 zs0 在 y = x° 


HERH). 
3. ЕЯ: 
(1)(cse ж} = – сої rec zr; (2)(cot х) = -cae z 
(3 (arccos z) = 一 o (4)(агссот r) = -r a 
(5) (ага zY =-= (6) (аг z) = (areoth z) = 
4. ЖТА НУ: р: 


(1) =) = Зап z+] ху; 
(3) 02) = (22—72 – 5) 9и z; 


(2) (х) = хов л + +3; 
(4) (x) = x {tan x + 2вес т); 


kasunaka бууг) 202222. 
= лэп хах. 
а) 1: 80а) tn, 


Ofle ал, 
(1) F(x) = (ех + loga jarat z; 
08/0) giset, 


z7r 


_ Sin r+oos r, 
0) а) in r cos. ee r: 


(12) 0х) = (ссх ~ 3ln х) а т; 
(14) f(x) = Zh z ah x. 


arot =+ 
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х + єп . r(z2— ch zr 
(s) = 258, пб) meu tha) 
5. 求 曲 线 у= ln r 在 (e,1) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
б. Ча 取 何 值 时 ,直线 у= z REH HER y= log, х Ж, ТЕЩИ? 
7. 求 曲线 y= wx"(nEN') 上 过 点 {1,1) 的 切线 与 轴 的 交点 的 横 坐 标 x, 
ЖЭЛ шад. 
8. 对 于 抛物 线 =ar + brte BER 
5S. 二 1(x,y)| 过 (x,y) 可 以 作 该 扳 物 线 的 两 条 切线 |; 
Sas x,y)| 过 (xz,y) 只 可 以 作 该 雪 物 线 的 -- 条 切线 }; 
Si = (x,y)| 过 (xr,y) 不 能 作 该 抛物 线 的 切线 |， 
分 别 求 出 这 三 个 集合 中 的 元 素 所 满足 的 条 件 . 
9.(1)%# (СМ x= то КЁ, р(х) Е х= хуй ЛУН], ЕНД су (е) 
+ єс; (УМ х ry АЕН Г Я (сэх 0). 
(2) 设 f(z)- 与 g(x) 在 z= z ЖЖП] SF, EENE сї/ (2) + 
cg(7) 在 工 = 了 0 处 一 定 可 导 或 一 定 不 可 导 ? 
10. 在 上 题 的 条 件 下 ,讨论 站 rr)gtz) 在 =zo 处 的 可 导 情 况 . 
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复合 函数 求 导 法 则 
对 于 复合 卫 数 的 求 导 , 我 们 有 如 下 的 结论 . 
定理 4.4.1( 复 合 函 数 求 导 法 则 j AAA a= glr) r= z TH, mh 
Ж у= (а) а= по вхо) Я А y= f(g(z))£ x= +o 可 
导 , 且 有 
[f(g(z))] е, 一 f'lua)g (za) = f (g(xzo2)g (9). 


证 因为 y= (и) ug 处 可 导 也 即 可 微 , 由 微分 的 定义 ,对 任意 — T 3 
分 小 的 增 重 Au 天 0, 都 有 
Рио + Àu) ~ Flug) = Г (но) ди + о(Ан). 
显然 ,上 式 对 Au = 0 也 成 立 . 
令 Au=glfzro+azr) 一 gfzrol 两边 同 除 以 增 量 Ах 0,018 


f(g(xzə + Ar)) - f(g(zo)) _ f'lua)An А їе 
Ах Е Ах й S), 


令 Az->0, 由 于 函数 = z(z) х= ro 可 导 ,因此 lim $H = (лр) = 常数 ， 


Жий до( $E )=0, РЖ 


-er 
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313. 


dy iim f(g(zú + Ат)) — fleir) 
, Az 


dr ao 


= f Cuo) lim A + limo[ Az 
= f (ug (хо). 


复合 函数 的 求 导 规则 可 以 写成 
dy _ dy du 
dr da dr’ 
我 们 一 般 称 它 为 链 式 法 则 . 
由 导数 与 微分 的 关系 ,复合 函数 的 微分 公式 为 
d /(g(z=))] = f (ua)g'(z)dz. 


例 4.4.1 ЖЕК у—=л" (аз) Нур. 
解 


函数 的 求 导 公式 再 来 做 一 次 . 
利用 对 数 恒等式 ,把 y= x° = et БИН 
p=, 
lu = aln z 
复合 而 成 的 函数 , 则 让 链 趟 法 风 
(25) = (e“) + (aln z) 


й 1 
一 (е“)] ,-анг " T = z“ * т 
= az“ l 


例 4.4.2 求 ?=e Р. 
解 Eys FREM 


у = в“, 


H = COS ж 


ЯТАК, , 则 由 链 式 法 则 
(et) = (e) + (cos z) 


= (ех) | ，。 6 (— sin x) 


СУЗ Г 


= е 


Ж, Ж u = -之 , 便 可 得 到 


sinr. 


d, dyp „уш 
JE S 4062) az 


— N . d(— z) —— p 7 
= (e lasa) d£ 一 Ë А 


ЭР 


{ЕЙ 4,3, 4 我 们 已 由 定义 求 出 了 (x*) зал! ,现在 我 们 改 用 复合 


。j42 ， зде A 分 


这 是 例 4.3.11 中 求 双 曲 函数 的 导 哨 数 时 所 得 的 结论 . 
在 运算 熟练 之 后 ,就 可 以 默 记 ¿ 后 直接 求 导 ,而 不 必 写 出 w 关于 xz 的 表 
达 式 ,如 


Зүг 1 PN: х 
тч = түү ra 
KTERAK, RM HATIA: 
(二 无论 在 理论 分 析 还 是 实际 解决 问题 中 ,纯粹 的 单 式 函 数 都 是 极为 少见 
的 ,即便 如 最 简单 的 正弦 波 
у = Asin (wt + p) 
也 是 复合 盟 数 .因此 ,复合 函数 的 链 式 求 导 法 则 是 最 常用 的 求 导 工具 之 一 
(2 上 上述 的 链 式 法 则 可 以 推广 到 多 重复 合 函 数 的 情况 : 
EANA = 81. 92... Оза, а, 
读者 可 用 数学 归纳 法 虽 行 证 明 . 
例 4.4.3 Жий у=е' Р р. 
解 Ж#у=у(ху)=е' ЇГ л ДОН 
y= f(u) = e“, 
u = д(ъ) = Zo, 
= А( ғ) = 1 + cos £ 
复合 而 成 的 函数 уб) = Си СО: (133) ,运用 上 面 的 公式 ， 


Чу _ df. dg , dh 
dr ач dv dr 


=e“, _1_ 
2wm 
еу 1+008 4 


. (— sm т) 


sin £ 


2/1 + сол 
《3) 到 目前 为 止 我 们 所 得 到 的 全 部 的 求 导 和 求 微分 的 运算 规则 (包括 函数 
的 四 则 运算 TA . 复 台 函数 的 求 导 和 求 微分 公式 ) 可 以 列表 如 下 : 


导数 运算 法 则 微分 运算 法 则 
线性 组 合 {cif + (28) Sef toag абс сов) = сүйГ + cdg 
乘法 (fg) = f g+ fu' d{f*g)=gdf + fdg 
Ly Pg fa £\_gdf- fdg 
除法 (2 ) 4: | Ён 


в? 
яаж ORA ат= 0217105) dy 
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RAAR [/(g(z))] = f (u)g (z) d[/(g(z))]= f'u)g'(z)dz 


ВТЗ Es H Ж Ж 9] КАНИ Pú ЖИЙ AE ДН И.А 1 
8 3 АУАДА ЗАО ЧЕ ЖОЕ FE Jl X sk R, ВЗ АО КИЛ 
问题 已 经 彻底 解决 了 ， 
(4) 有 时 为 了 便于 处 理 ,我们 还 故意 将 原本 的 单 式 函 数 
у= fia) 
再 作用 一 全 函数 请 ,成 为 复合 函数 
z = h(y) = h(flz)) 
Аж. 
HRR h 取 为 对 数 函 数 时 ,这 个 方法 叫 对 数 求 导 法 ,主要 用 于 形 如 
у= f(x) = ula)“ 
的 所 请 宪 指 函数 .计算 时 , 先 两 边 职 对 数 , 令 
rlr) = 1а у= vrlin ufr), 
再 分 别 求 导 .一 方面 ， 


z (x) = [v(x}n ulz) = vrn ulr)+ vlr) HR., 


另 -- 方 面 ,将 z(z)=l]n y EFRA 


х= р x, 
у= х), 
则 有 
z (xz) = >. 
y 


综合 两 式 , 就 得 到 
y= y|” ()ln ибх) + olr) н) | 
= ula) о Сеа и(х} + olr) а]. 


读者 应 掌握 这 个 方法 的 思想 并 会 实际 应 用 ,而 不 必死 记 上 面 的 公式 . 
例 4.4.4 RRR у= (sin +) НЯ. 
解 ”两 边 取 对 数 ， 


In y = cos л IDn sin z, 
再 分 别 求 导 
(sin z) 


' = (cos r)'ln sin + + ; 
{ш y) = (cos x) In sin z + cos + sin z 


也 即 
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COS 工 
sin д’ 


y =- sn z In sin z + cos + 


于 是 求 得 


2 
. cos r o. . 
y = (sin z) “| - sin xlnsin z J. 


ain > 
一 阶 微 分 的 形式 不 变性 
复合 函数 的 微分 公式 为 
d /(g(z))] = f (и) (z)dx, 
HF da = g xjdz, 代 人 上 式 就 得 到 它 的 等 价 表示 形式 
d[f/(a)] = fldu, 
RE ид (х) ЕЧЇ ЗУН х 才 是 真正 的 自 变量 .但 我 们 发 现 , 它 与 以 z 为 自 
KEHRA y= F(a) 的 微分 式 
d f(a)] = f£'(u)du 
一 模 一 样 . 换 句 话说 ,不 论 и эг ААУ АТР ЛЕ ЗИ у= flw) 的 微分 形 
式 是 相隔 的 ,这 被 称 为 "一 阶 微分 的 形式 不 变性 ”. 
这 是 一 阶 微分 的 一 个 非常 重要 的 性 质 , 有 了 这 个 “形式 不 变性 " 作 保 证 ,我 
们 拿 到 一 个 函数 y= f(w) 之 后 ,就 可 以 按 wx 是 自 变量 去 求 得 它 的 微分 
f'(u)dua ,而 无 须 顾忌 此 时 „ 究竟 真 的 是 自 变量 ,还 是 一 个 随 自 变 量 x 变化 
Hh B EE. 
FARAH TEE Eok КЕЖИИ. 
从 第 -APE Е, ӨЛ -- 1125 Р F (ET ТЕЗЕ 3J РАЖИ 
分 学 时 再 来 详细 探讨 这 些 条 侍 ) ,方程 
Ё(х,у) = 0 
决定 了 一 个 关于 xz Юу у(х), ЖЕ АРЕ. A Ж ра ра u i 
通过 某 种 方法 解 出 у 关于 x 的 变化 规律 Е П y= f(x) 形 式 ( 称 为 隐 
岗 数 的 显 化 ) ,如 梢 加 的 标准 方程 
2 


确定 了 上 下 平面 的 两 个 显 国 数 
y =+ /a = z (-ах +) = a). 
TB E E Z B; да РЕЖ JS Bb sk. TR АЕ t W ПЕ, Ri S В л ЖЛ E 
F(z,y) = у? + ах?у* + bayt + cy + d = 0, 
尽管 由 代数 基本 定理 ,对 什 意 实数 с, fr ЛЭХ y ШЫН F(r,y)=0, 
即 F(x,y)=0 和 至少 决 定 了 一 个 у 关于 x 的 看 图 数 ,但 由 Galois 理论 ,一般 不 
能 或 很 难 找到 它 的 显 薄 数 形 式 . 
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虽然 许多 隐 丙 数 的 显 式 形式 找 不 到 或 找 起 来 很 困难 ,但 我 们 仍 可 以 求 它 
的 导数 和 微分 ， 
例 4.4.5 REFE e+ ry- 1= 0 MERRER y = у(х) 
y (х). 
解 一 ”将 方程 
е + z2y— 1 = 0 
的 两 边关 于 kF, EER y E: z 的 函数 ,由 复合 函数 的 求 导 法 则 
(е9 + x iy — 1) 
=(e”)(zy) + (27у) 
=( Hy + жу) + (25у + ху) 


解 出 
, _ yt2ry (ev +2r)y 
ИН” ЭН (е + z)z 
НЗМПЖЭ Л 38 Ж НХХ ЭРХ, [н ЖЛ. 
解 二 方程 


е = z2y — 1 = 0 
两 边 求 微分 ,尽管 y 是 x 的 函数 ,但 在 求 微分 的 过 程 中 ,可 以 利用 一 阶 微分 的 
形式 不 变性 ,把 y 视 为 自 变 量 , 因 此 有 
4(е?) = eSd(zxy) = (zdy + ydz), 
d(z2y) = 2zydz + ху, 


代入 整理 后 得 到 
(е? + zr)zdy+ (е? + 2x)ydz = 0, 
即 
dy __ (е® +2х)у 
dz (em + r)z ` 
对 方程 两 边 同 时 求 导 或 求 微分 的 办 法 ,无论 对 于 显 函 数 . 可 县 化 的 隆 函 数 
抑或 不 可 显 北 的 隐 函 数 都 能 有 效 地 使 用 ,可 以 说 是 最 重要 的 一 种 方法 .要 提醒 
注意 的 是 ,在 用 求 导 的 方法 时 要 将 y 看 作 是 + 的 通 数 ,从 而 利用 复合 函数 的 
求 导 法 则 ;而 用 微分 的 方法 时 却 必 须 在 形式 上 把 у 视 为 自 变量 ,利用 一 阶 微 
分 的 形式 不 变性 . 
这 样 求 出 的 导 函 数 中 大 多 仍然 含有 隐 函 数 y ,但 就 有 具体 使 用 而 言 ,这 一 般 
不 仅 无 妨 于 事 ,相反 还 能 使 得 结果 更 为 简洁 ， | 
4.4.6 求 由 方程 зп у? = cos vz 确定 的 隐 函 数 y= у(х) BJ F 
y (>). 
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sin y = cos r 
BHRR AA., 
dísin у2) = 4(со84 r). 
因为 


dleos y r) =- sin x d(sin 32) = cos y? 2уду, 
2/х 


所 以 
2у(соѕ y)dy = -a 
REEI y 的 导数 
dy _ зп V = 
dz 4 V zy(cos 52). 
Жж a| XJ k l rh ПЧ РЕ ЖСН АЁ 


y = + У arcsin(cos / =) 

ARREA у (rz) ,并 将 运算 过 程 加 以 比较 ， 

例 4.4.7 REHE егу zy -e=0 ЕА у=у(х)т=0 
处 的 切线 方程 . 

E ”容易 看 出 ,由 e''Y 一 xy 一 e 一 0 ЕН РЕЖ у ТЕ =0 4 Р ИН 
3 у(0)=1. 

将 方程 

Є"У-ху-е-0 

的 两 边关 于 x 求 导 ,由 例 4.4.5 同样 的 过 程 ,得 到 


将 zx=0 和 3y=1 代 和 人 > 的 表达 式 , 即 得 


Р _ di-e 
у (0) = ний 


于 是 得 到 ?=3(z) 在 =0 处 的 切线 方程 名 
y = (8) +1. 
参数 形式 的 函数 的 求 导 公式 
复合 函数 的 求 导 法 则 给 出 了 一 个 相当 一 般 的 求 导 方法 ,许多 求 导 公式 都 
可 以 看 成 是 它 的 特例 . 
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例如 ,可 以 将 у= (уййн 


复合 而 成 的 示 数 , 则 由 复合 函数 的 求 导 公式 ， 
(2) -glad =- R (z) 210804). 


l 
(25) Ан [g(z)]°' 

БОЛ ГЭ 110 32 By RRA. 

ЕШ, Бе y= (ж) Б ЖК h E Fi ЭГ ЖЕ БЕ ТЗ 
х= f (y), MJQ AK 

z = f'l(f(<x)). 
对 这 个 式 子 两 边 求全 ,右边 利用 链 式 法 则 , 即 有 
I= (=) = [f''(f(z=))] = [Fy Fix), 
或 者 写成 
[СОЎ = Еруу, 

PI E КТЕН. 因此 , 反 函 数 求 时 公式 也 可 以 看 成 是 复合 函数 
求 导 法 则 的 特殊 人 情况. 

作为 一 个 实际 应 用 的 例子 ,下 看 我 们 用 它 来 虹 出 参数 形式 的 函数 的 导数 
AA. 

设 自 变量 x 和 因 变 县 y 的 函数 关系 由 参数 形式 

, _ ИЛЧ EE оп 

确定 ,这 里 ,参数 上 的 函数 Pt) 和 OWE ЯГ, рг Elot) E 
严格 单调 且 o (1:1560. 

由 反 范 数 求 导 法 则 (定理 4.3.4),z=ofi) 在 (1,6) 上 有 反 函 数 := 
Ф 7) 存在 , 且 成 立 


_ А 1 
(g Hz)) = Py’ 


这 样 ,y 关于 x 的 函数 关系 可 以 写成 
y = @(t) = 0(e !(х)), 


由 复合 函数 求 时 法 则 ， 
dy_ dy. dt 
dr dt dz 
_ d(2(2)) (оф (:3 
d dz 
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2441) 
e (t) 
这 就 是 参数 形式 的 函数 的 导数 公式 . 
也 可 以 直接 从 微分 定义 出 发 ,将 
dy 001348, 
dz = z (t)d# 
两 边 分 别 相 除 , 即 得 到 与 上 面 同样 的 结果 . 
例 4.4.8 求 由 参数 方程 


сти» 


0 = ; = 2x 
у= I - cos z, 


确定 的 函数 y= f(z)8J P y. 

E 这 和 是 位 于 上 半 平 面 与 z 轴 相 切 的 单位 圆 沿 * 轴 无 滑动 地 滚动 一 周 
时 ,圆周 上 的 一 点 的 运动 轨迹 ,也 就 是 摆 线 ( 即 旋 轮 线 ) 的 方程 (更 图 1.2.6 和 
图 7.4.7). 


由 参数 形式 的 函数 的 求 导 公式 , 即 得 
dy _ (1 — cos tY sin z 4 
dr  (t-sintY 1-езт "Z 
例 4.4.9 383 | 435516 2-0 МЭ Ж ЭЭГ ЕНЕ ЕЖЕ ЯР 
vl 和 mw , 问 在 什么 时 刻 该 物体 的 飞行 倾角 怡 与 地 面 平 行 ? 
解 将 抛射 体 送 动 按 水 平分 量 和 垂直 分 量 写 开 , 即 得 参数 方程 


£= vit, 2 
1 O< < 2. 
y = 01-8, 8 
于 是 ,由 导数 的 儿 何 意义 ,物体 在 任 一 时 刻 上 的 飞行 倾角 日 应 为 


p= aretan[ 8 | 
х 


== uy 


| 1 | 
vat 一 уві 
(t) 
vı gz 
| ! 


= arctan 


= arctan 


显然 ,要 使 飞行 倾角 与 地 面 平行 , 即 0-0, RETE =0, 即 解 得 


17: 
t= Z 


这 是 我 们 在 高 中 力学 中 熟知 的 结果 . 
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4.4.1 


最 后 指出 , 显 式 表 示 、 隐 式 表 示 和 参数 表 水 是 表达 函数 的 三 种 重要 形式 ， 
各 有 不 同 的 适用 场合 ,有 很 多 函数 只 能 用 其 中 的 某 一 种 来 表达 .即使 有 些 函 数 
能 够 用 它们 中 的 任何 一 种 来 表达 ,运算 的 难 易 和 繁 简 程 度 也 可 以 大 相 径 庭 , 因 
此 必须 全 面 地 掌握 相应 的 求 导 公式 ,根据 实际 情况 选择 使 用 . 

举 一 个 简单 的 例子 ,如 果 想 求 出 柳 圆 上 某 一 点 的 导数 , 既 可 以 从 它 的 显 函 
数 形式 


人 手 , 得 到 
_ b l -2r 45. 8 
y =t 7 aa Та 22-12 
__ ЁЁ т __ bzr 
a 225 а? = x° а? у Н 
а 
也 可 以 通过 它 的 参数 方程 
z U аса! о, 0л, 
у = bsn z, 


шилээ 
_ (Бап?) _ bost [=-® асов 4 = -与 三 )， 


s T (acs) -asint a2(bsin t) а? у 
Е солин 
= ын сар = 1 


b° 
人 手 ,利用 一 阶 微分 的 形式 不 变 狂 , 由 


就 直接 得 出 
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1 


ш 


， _ dy __ 2 = 
> тах a? у` 


53 a 
求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1)y=(2z2- х +1); (2) у= езіп 3z; 
_ 1 Ла. 
(уи (4) у= 203 
(5)у= зіп z*; (6) у= ову; 


(Ту (М8);  (8)y=arcsin(e"2); 

_ 2011, = 1! . 
(9)y=b (22-45) ШУУ n z) 
1+1 x 


(11)у= ; (12}y= ; 
й х - z? У 1+ сәс x° 
2 3 — sin? 
(13)y= + ; (14)y=e nT, 
> /2х1-1 43341 ин 
Ш 2 
(15)y= rva- r+ : (16) у = arccos =— 
41-23 th = 
. 求 下 列 函 数 的 导数 ; 
(1)y=lnsin z; (2)y=Intcse r~et r); 


(3)y= [2 Va = a? + а?акып 2); (4)у= а (z+ z? +a’); 
(5)у= (х =a -aln (z +/ zŠ — ab). 


‚Ж f(x) 可 导 , 求 下 列 函 数 的 导数 ; 

WY 2); ОЛ: 

GW f(z); (4}атсїап (х): 

SUE); (6)sin (f(sin z)); 

1 

ее! DFG 

‚ 用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 : 

(1)y= ="; (2)у=(х®%+зш хх: 

(3)cos"=;i (4)y=lr (2x +1); 
y., -Îi (z- r): 

(5)у= z VT (6)y H( ЭГ 


-— Í —r —m. . m s сш шалынан —. 
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(7)y=(V rtta- z)”; (8)y= sin т, 
kdy. 

. Ж : 

(1)y= z +агсгап у; (2) у + хе” = 1; 


(3) z- cos у= іп у 2; 
(5)е" +7- зу? = 0); 
(7)2уѕіп = + rln у= 0; 


6. 对 下 列 参数 形式 的 函数 求 4.>， 


(4) ху – 1а (у+1) =0; 


(6)tan(z + у) – ху= 0; 
(B)? + у? - Зату=0. 


х= at, х=1-1?, 
1 2 
на ( N Na 
= sini, шав ', 
өх? и di W 
y= "cos t: у= Бе; 
= JP = sh + 
28 шэн (Ol at 
у= ази, у= bt; 
|= ttl 
! =y +z, 
(0 of 
一 =//1-1; 
n t 
=e со, =n (1+2), 
Тун ° ТЛТЫНн п (1-2) 
Dí 2 
уе “sint; у? – агсќап /. 


7, 设 所 x ) 满 足 反 函数 求 导 定理 条 件 ， 将 下 列 函 数 的 导数 用 广 (z) 的 复 
合 阵 数 形式 表达 出 来 ; 


(1) f~! (arcsin х); (2) (е); 

- 1 
Өгч 85) ӨЛ ОЛ 
(8)f (f l(z)); (усас Tp 55): 


8.28 и = р(х) r= zo 处 连续 ,y= f(u)f и = ug™ g(xo) 处 连 
续 . 请 举例 说 明 , 在 以 下 情况 中 ,复合 函数 y= FLg(z)) 在 工 =z 处 并 非 一 是 
不 可 导 : 
(1)и= р(х) хо 处 可 导 , 而 y= /Си) ua 处 不 可 导 ， 
(Du = g(x) 在 zo 处 不 可 旱 , 而 y= 了 (ww) 在 wo 处 可 导 ; 
(3)u = а(х) xo 处 不 可 导 ,y= flut 如 处 也 不 可 导 . 
9. 设 fu),g(tu) ,h(n) 可 微 且 (Cw)>0,&= plz) 也 是 可 微 函 数 ,利用 
一 阶 微分 的 形式 不 变性 求 下 列 复合 函数 的 微分 : 
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(0/04)8(408(40 рш, 
(зһ (u); (#Уш би); 
Тал, — Í — 
со Ро) юа) 
55 ”高 阶 导数 和 高 阶 微 分 
高 阶 导数 的 实际 背景 及 定义 


一 个 画 数 的 导数 仍然 是 一 个 函数 ,因此 车 有 必要 的 话 ,可 以 对 它 继续 进行 
求 时 .事实 上 ,大量 实际 问题 的 研究 中 都 会 遇 到 这 类 情况 . 

Newton 在 研究 质点 滑 直 线 运 动 的 运动 规律 时 发 现 ,一 个 受 力 质点 的 速度 
的 改变 量 Avw 二 wv(12) 一 (1) 与 所 受 的 力 下 及 受 力 的 时 间 дг = 成 正 
比 ,而 与 它 的 质量 m 成 反比 ,在 定义 了 合适 的 单位 之 后 ,其 比 倒 系数 可 以 取 为 
1,8) 

FA: = måv, 

这 是 熟悉 的 冲 量 定律 . 

将 上 式 改 写成 

Ас 


F = m — 


At’ 
FOEREN R Р ОЖ ЭЭЛЖ ЭР ERR іа a ,就 得 到 了 
著名 的 Newton 第 二 运动 定律 

F = ma. 
在 一 般 的 变速 运动 中 ,加 速度 a 并 非 是 常 值 ,而 是 随时 间 变化 而 变化 的 
函数 а(:) 38315 82 类 似 的 讨论 就 可 以 知道 , 它 在 с 时 刻 的 瞬时 加 速度 应 


为 当 At->0 时 , 它 的 平均 加 速度 A2 ИЕБИ, 
20 _ у yta _ 
Twana = to, 


也 就 是 说 ,加 速度 函数 a Сс) АЕ PSS v(t 的 导 函 数 .而 从 有 前面 已 经 知道 ,% 
Сона (с), ЯВА а ССО Т 61:54:54 041260 
们 将 它 称 为 s(:)0 ЗР. 

(与 此 同时 ,Leibniz 也 引进 并 运用 二 阶 导数 来 研究 曲线 的 曲率 问题 ,我 们 
将 在 其 它 课程 中 展开 这 个 问题 . ) 

设 y= 了 fz) 可 导 , 且 它 的 导数 / (>) uj 0828, (xz) 的 导数 


ӘЙ = (8) 
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被 称 为 f(z) 的 二 阶 导 数 , 记 为 
F(x) 或 和 Л 


这 时 我 们 称 F(z) 是 二 阶 可 导 函 数 (简称 f(x) 二 阶 可 导 ) 或 者 说 f(z) 的 二 阶 
导数 存在 . 
若 ГОХЕ ОЖ, 风 它 的 导数 称 为 fz) 的 三 阶 导 数 , 记 为 


re) 或 二 3› 


并 称 fz) 三 阶 可 导 或 者 f(x) 的 三 阶 导 数 存在 . 
以 此 类 推 ,我 们 可 以 定义 一 般 的 n 阶 导 数 (n 实 2 时 称 为 高 阶 导 数 ): 


定义 4.5.1 RAR уа) 19-58 fOD a 84 :-2(л- 
1,2,…) 仍 是 个 可 导 函 教 , 则 称 它 的 导数 
(9901-2153) 
为 (xz) 的 nn 阶 导数 ,认为 
Fa) (8431, 
ЗЭВ f(z) п ИЛГЭЭВ (ИЖ /(z)n 阶 可 导 ) 或 者 у(х) п 阶 导数 存 
在 


显然 ,车 Р(х) п ОТТЕ, ДЕНЕ н 阶 的 导数 都 存在 ， 
利用 上 述 记 号 ,加 速度 函数 可 以 写成 
„ Ф; 
alt) = s(t) = 412 
Newton 第 二 运动 定律 可 以 写成 
F = п: (ЕЙР = m БХ). 
可 见 , 高 阶 导 数 与 一 阶 导 数 一 样 ,也 完全 来 自 于 研究 实际 问题 的 需要 . 
由 高 阶 导 数 的 定义 ,只 要 按 求 导 法 则 对 站 xz) 逐次 求 导 ,就 能 得 到 它 的 任 
ЖИЕ Ж. 作为 例子 ,我 们 先 来 求 几 个 常用 的 基本 初等 函数 的 高 阶 导 数 . 
例 4.5.1 Жу-с 的 n ВР. 
解 由 
(e) = е", 
显然 有 
Er = (ez)” = (ey = .= (ету) = e, 
顺便 可 以 得 到 
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(ат) = (ln ay'a", 
14.5.2 求 y=sin + у= cos. 的 nn Р. 
E ”因为 


(sin r) = cos r = sin (а + 2| 
利用 复合 函数 的 求 导 法 则 


(sin х) = (sin [z 237 = cos (> +3) sin Ё -5) 


这 样 以 此 类 推 , 用 数学 归纳 法 容易 证 明 
(sin х)° = sin [z + gz). 
FH, y = сов х 的 n 阶 导 数 为 
ы). a [s 5 Ds) 


( cos CONA = cos [z + 2 


14.5.3 RRAK у= "(т 是 正 整数 ) 的 n MERR. 
ЯХ IH EPS kI) S PUES, A 
(47) = m", 
(Y = m(m — 1)z272, 
("Y = m(m - 1)(m - 2)", 


ажиннч 


因此 ,不 难得 到 它 的 л 阶 导 函 数 的 一 般 形式 为 


т\т -1}(т-п+1)хл" ”, нот, 
ан (л) = 
(2) 0, п> т, 
特别 地 
(7 tm) = пі, 
Ві 4.5.4 Ж у= а + An ИТЕРА. 
ж ”因为 
Оа х) = 1 = r}, 
于 是 
(ах) = (z) =- r, 


(In >)” = (72) = 2z š, 
(In x)” = (2573) --3-257, 
依 此 类 推 就 可 以 导出 它 的 一 般 规律 
(n ж) = (- 127 (2 ~ 1)}(n 2063 267" 
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= 【一 1)! (л — 1)! 
2% 
我 们 还 附带 地 得 到 了 
{н 
(2) = aye = C p nh. 
МЭ ЕЕ 


xT НЫ Ө ЖЕНУ КЕН АЗЕ УА АЗАА F Pk ЕЩ). 
定理 4,5.1 设 /(z) 和 g(x) 都 是 次 可 导 的 , 则 对 性 意 常数 cI 和 ca， 
它们 的 线性 组 合 c f(x) 十 coglx) 也 nr 次 可 于, 且 满 是 如 下 的 线性 运算 关系 
[cf(x) + сэв (42197 = aflar) + сэ (а). 
ТЕ ТЕГ ВАКА Е 28918 55: 


[Zaft J” = Май”, 
HERH ARE. 


定理 4.5.2(Leibniz AA) H f(z)je glr) RE n AT ы, Ж] EN 
HRR n ATF ВЖЖ, 


[/(z)g(=)]O) = Lafe (х) (e), 
这 里 (= rti 系数 . 


证 用 数学 归纳 法 . 
H ncl, ERA 
[f(z)g(=)Y = Cf (xr)g(r) + Сх) (z) 
= f (х)в(х) + f(z)g (z). 
ЖЕЕ 9 3 中 的 结论 ， 


БЭ п = т В Leibniz 公式 成 立 , 即 有 
[Alega] = Ў" (о) la), 
Е=р 


则 当 ”= 有 +1 时 ,利用 归纳 靶 假 设 
С) (а) = (F(z) 401291 


SaO) 
= YIL (д)]д® (ж) + р(х) ЭС ТҮ! 
8-0 


= УУС "ТЕП с) 0 (а) + УОИ (с) gD Cr). 
k=0 


k= 0 
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将 右边 的 第 -一 项 改写 成 
У) СЕ А 2) в (а) 


-реЭ ggr) 十 SC ft у 002), 
而 将 右边 的 第 二 项 改写 成 


SD Gf (а) ва) 
j=0 
= Cf (ад a) (553 = j+1) 


= es 1-0) 00) FOCr)g mt „у. 


两 式 合并 后 利 用 组 合 恒等式 

С! + А = Сун 
和 

C 一 ийн = L, 


EA 


[/(х)а(х)]"*) = Усы Ю(ж)а®(х), 
即 公式 对 n= m + EEZ. 
所 以 ,定理 结论 对 任意 正 整 数 成 立 . 
证 毕 
请 读者 将 Leibniz 公式 和 二 项 式 展开 公式 
(а + b)" = Scary 
的 形式 加 以 比较 ， 
例 4.5.5 ЖЕ у= (3rz2- 2)sin 2x 的 100 阶 导 数 . 
E ”由 攻 函 数 的 高 阶 函 数 的 表达 式 ， 
(3:2-2) -6х, 
(3z2 2)" = 6, 
(3х2 2) = 0 (н 2223), 
因此 Leibniz 公式 中 的 和 式 中 ,只 有 三 项 不 为 零 .而 由 例 4.5.2 容易 知道 
(525197 = 2"sin (2z+ 25), 
于 是 
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100 
у1%®®) = ЭС (эш 2х) (322 _ 2)'® 
8-0 


= (sin 2r) (3x 2) + Cløolain 2r) (3z? — 2y 
+ Cholsin 2z) (352 — 2)” 

= 20 (3r? – 2)sin 2x — 100 + 2” . (6z)cos 27 
- 4 950 - 226. 6 · sin 2x 

= IÒ (12x7 ~ 29 708)sin 2+ — 1 200xcos 2s]. 


两 个 函数 之 商 的 эн О| ”可 以 先 改 写 为 滋 积 型 
0225 | ,再 用 Leibniz А. 


复合 函数 , 隐 函 数 和 参数 形式 的 函数 的 高 阶 导 数 十 分 复杂 ,比如 对 复合 函 
Ж у= f(g(z)),BB 
у= flu), 
u = в(х), 


其 求 导 的 链 式 法 则 为 


dy _ dy du 
х da dr’ 


由 乘积 的 求 导 公式 ,关于 的 二 阶 导数 为 


de (de) 4 (8674) 


yg pad 


хаж жна (49) = 上 当然 是 没有 问题 的 ,但 要 注意 ,第 一 项 中 的 
dy 仍然 是 的 函数 , 即 仍然 是 х 的 复合 函数 ,因此 生 关 于 的 导数 仍然 必须 考 
PEREN, Вр 


dz \du du\du; dz da? Ях’ 
代 人 前 式 , 得 到 

(884840 

z\dr; du = ds d< 
初学 者 很 容易 从 


у(х) = f(u)g (z) 
想当然 地 得 出 
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у(х) = (ш) (х) Г = flag (ж) + Си) (=) 

的 错误 结论 ,请 多 加 注意 

y 关于 zx 的 三 阶 以 上 的 导数 的 表达 式 就 更 加 复杂 了 ,很 难 用 一 个 一 般 性 
的 公式 来 表达 . 前 且 容 易 看 出 ,即便 能 够 求 出 它 科 的 n 阶 导数 的 一 般 形式 ,也 
无 劣 大 的 现实 意义 .实际 上 ,只 要 很 好 地 掌握 了 求 复合 函数 . 隐 范 数 和 参数 形 
式 的 一 阶 导 数 的 方法 ,再 加 上 耐心 和 仔细 ,就 不 难 求 出 它们 的 高 阶 导数 

下 面 各 举 一 个 求 二 阶 导数 的 例子 . 

例 4.5.6 ЖЕЕ y=e™" "的 二 阶 导数 ， 

Ж Eyre 7 看 成 是 由 


复合 而 成 的 函数 , 代 人 公式 


Alb) Sy. ayu 8 és 
dx\dx} ` 


便 有 
(ёл Уу = (eY -cosx + (е) (~ sin r) 
= enz (ооз — sin л). 
但 更 直截了当 的 做 法 是 对 
(енп), = enz, cos x 
再 求 一 次 导数 ,就 有 
(ейт г)" = (ебат. cos z 
= (+Y cos z + en z (cos т) 
= еч" (соб r — sin z). 
这 样 做 ,不 必 去 记 什么 公式 ,也 不 容易 出 错 . 
8|4.5.7 求 由 方程 e+ zx?y 一 1=0 ЮЙ Еа Ж y= у(х) В-Ф 
数 (x). 
E 在 例 4.4.S 中 ,我 们 由 复合 孜 数 的 求 导 法 则 ,通过 对 方程 
е + т?у -1-0 
的 两 边关 于 z 求 导 ,已 经 求 得 
. (ely + ху ) + (2zy + зу) = 0, 


对 上 趟 的 两 边 青 次 关于 求 时 ,并 注意 到 y 和 都 是 x 的 函数 ,使 有 
[e”(y + лу) + (2zy + д у)] 
= (е) (y + ху) + (7H y+ zy ) + (2zy + yy 
= (е9) (у + лу) + ley +y + ху) + Сул ху + 22у) 
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=0, 
整理 后 有 
„_ (е? + ту)? + 2у |+ (2y + 45у’ 
У х(е + x) 
其 中 y 由 
e+ 
> (еу + r)z 
给 出 RET EAA v(x) 的 二 阶 导数 . 
对 参数 形式 的 函数 
s Иш ESY NIH, 
已 知 其 关于 x 的 导 函 数 为 
dy _ 2 (t) 
dr gu) 
因此 4 学 实际 上 是 本 数 
elr), 

5. HH = ё(1) 
关于 х 的 导数 ,对 它 再 使 用 参数 形式 的 函数 的 求 导 公 式 

‚ “(фу 0 

Фу didz’ ЁО) 

dz? dr g)’ 

dt 

就 得 到 了 


Фу Ф 04060) -4(06(01) 
dz Tg a) 
在 实际 计算 时 ,读者 应 抓 住 本 质 对 所 给 的 函数 逐次 求 导 , 同 样 不 必死 记 公 
Ж.К, НЕЕ, 
340, 
жанка SURBAN. 
例 4,5.8 RER 
ї=1—ып/, 


у= Í — cos z, 


E 1 == 4 22 Wi XN. 
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解 由 例 4.4.8， 
Чу _ (1 -— cos £) sin ё t 
2 


dz (一 sn) “I æ COL 


х= Ё- sn, 
dy Í 


dz 一 СО» 


再 对 函数 


KAT z 的 导数 ,得 到 
Фу согу 一 Les? > 
dz?  (t—sint) — 1 -- cost 
所 以 当 сю, C yay - 2. 
高 阶 微分 
现在 我 们 来 定义 高 阶 微分 .显然 ,函数 y= f(x) 的 微分 
dy = f(z)dx 
是 一 个 沙 数 ,看 上 去 ,dy 依赖 于 两 个 变量 ;x 和 dx ,但 我 们 考察 微分 时 ,实际 
上 是 考察 不 同 的 自 变 量 x 产生 了 同一 个 增 量 d> 后 ,函数 值 的 变化 情况 , 换 名 
话说 ,这 里 的 dr {ЕИ Ж. 
RE, SCOM dy 就 是 x 的 函数 ,因而 当 它 可 微 时 ,可 以 再 对 它 作 微 
分 运算 .我 们 称 它 的 微分 
d(dy) = Фу 
Жу! Л: ЮВ, Ч Фу 可 微 时 , 称 它 的 微分 
didy) = Фу 
为 у 的 三 阶 微 分 ……: 以 此 类 推 ,一 般 地 , 当 y 的 x 一 1 阶 微分 ау 可 微 时 ， 
称 它 的 微分 


4(4"71у) - ду 
Жу л 阶 微分 ， 
下 面 我 们 来 求 y 的 > 阶 微 分 的 表达 式 . 对 y= f(x) 的 一 阶 微分 
dy = f(x)dx 


的 两 边 求 微 分 ,利用 乘积 的 微分 会 式 , 则 有 
“у= d[ f. (x)dz] 
= d[ f (z=)] dz + (к) - d(dz). 
在 右边 的 第 一 项 中 ,显然 有 
df (z)] = f(x)dxr, 
而 在 第 二 项 中 ,由 于 dz 是 常数 ,好 有 | 


—— L i—— ташны  '— - 
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dídr) = 0. 
这 样 ,就 得 到 了 y 的 二 阶 微分 
Фу = f'(z)dzx2., 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 导出 у л 阶 微分 的 表达 式 
Әу = (х): (n = 2,3,."), 
这 个 公式 建立 了 高 阶 导 数 与 高 阶 微分 之 间 的 关系 , 即 y Bln 阶 微分 等 于 它 的 


п 阶 导数 乘 上 自 变 量 的 微分 的 Жеп жїр f(x) 的 原因 . 


《请 读者 区 别 记号 d(x*) .dx? 和 Prid ERHAN y= x? 的 微分 , 它 等 
于 2zxdr;dx* 表示 自 变量 的 微分 的 平方 , 即 (dx )2: 0 2 则 表示 自 变量 的 两 
次 微分 d(dzx) ,由 上 面 所 说 的 , 它 的 值 为 零 .) 
但 要 注意 的 是 ,上 述 公式 不 能 推广 到 中 和 间 变 量 的 情 阅 . 
对 于 复合 函数 
y = flu), 
u = р(х), 
这 里 只 有 r 才 是 自 变量 ,xw 只 是 中 间 变 量 . 由 一 阶 微分 的 形式 不 变性 ,y 的 一 
阶 微分 公式 既 可 以 写成 自 变 量 的 形式 
dy = [f(g(z))]'dz(= f(u)g (z=)dz), 
也 可 以 号 成 中 间 变 量 的 形式 
dy = f (udu. 
那么 ,y 的 二 阶 微 分 公式 
dy = [/(g(z=))]'dx2, 
是 否 也 可 以 依 样 画 葫芦 地 写成 中 间 变 重 的 形式 
ду = f (u)du’ 
8? 回答 是 否定 的 ,让 我 们 先 来 看 一 个 简单 的 例子 . 
例 4.5.9 RAR = eax 的 二 阶 微分 . 
解 在 例 4.5.6 中 已 经 解 出 
y = er(oos x — sin z), 
所 以 
dy = уйл = є “(сох — sin z)dz2. 
但 车 把 у= en “БИН 
y = e“, 
и = sin х 
复合 而 成 的 函数 , 则 
/ Ои) = y = e“, 
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du? = [d(sin х) 2 = сохт, 
因此 
Г.Сидди = e"o zdr? = einycoserdz 
36 ейп (соё > — sin х 423, 
即 
P uddu? Z Фу. 
事实 上 ,对 dy= f (ujde 两 边 求 微分 时 ,可 知 d y 应 为 
Фу- d f (u)] -du + (и) dldu) 
= (wd + lufu, 
这 时 由 于 и 是 中 间 变 量 而 非 自 变量 ,dw 一 般 不 会 等 于 零 , 若 不 小 心 舍 弃 了 
后 一 项 就 会 造成 计算 的 错误 . 
在 例 4.5.9 的 计算 中 ,只 要 加 上 一 项 
{u = “Ч (sin z) = е (зіп т) йт? =- esin zdx2, 
答案 就 正确 了 ， 
作为 一 个 练习 ,请 读者 自行 推导 用 中 间 变 量 w 表示 的 y 的 三 阶 微分 Фу. 
总 而 家 之 ,关于 自 变 量 和 中 间 变 量 的 微分 形式 的 不 变性 只 是 对 一 阶 微分 
成 立 ,而 对 于 高 阶 微分 来 讲 , 这 -- 福 质 已 经 不 香 存 在 了 .因此 在 求 高 阶 微分 的 
时 候 , 一 定 要 仔细 分 清楚 上 自 变量 和 中 间 变 量 ,区 别 对 待 ,否则 将 会 导 敏 泌 误 . 


J E 
1. Ж.БУАЖЛОВ ЛЭ: 
(17у-х742:1-:41.,Жул: (2)y= =n r, y; 
__х° Л _In z + >, 
G= Ro + (4)у т ‚Ж у , 
(5)у= sin z: R. y .y7; (6)y= z eos т, уу; 
(7)y= arte, R y"; (8)y= e * arcsin >, y; 
(9) у= хЗсоѕ 27 , 求 yG), (10)y=(2z?+1)sh r, R y. 
2. Ж КИПЕ 0 n  “З ус), 
(1) у= sin wr; (2)y=2"ln z; 
е, -1 . 
(3)y= = , (4)у 12-5=+6` 
(5) у = е  сов Br; (6) y= sinir сок т. 


3. 设 (с) Те, Ж 
WET: of): 
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(321500 z)]; (4)[ln (х); 

(5) (е7) ]"; (6) f(arctan х) 1". 
4. 用 Leibniz 公式 计算 y™ (0): 

(1)y=arctan г (提示 :yy (1+ z2)=1); 

(2)y=arcsia z (提示 :xy =(1-x2)y). 


5. жб, 
(1)ert>- 22у=0; (2)tan(z + у) – ху = 0; 
(3)2ysin х + ха у= 0; (4) 2? + у? – Заху = 0. 
d 
6. 对 下 列 参数 形式 的 函数 求 1 5， 
х= а, т = аїсоѕ t, 
l а (2) у= atsin t; 
r=t(1— sin:), kaso А 
у= 2с05 t; у= Бе; 
= 1+ х = sn at 
(5 | i 6 ' 
) у-41-1: (6) у = cos бї. 
7. 利用 反 ОК ААО” =- „Ей 
(ez = __У., (2)#® 3 -уу 
dy (Уу? Чу” (у) 
8. Ж ТУР Н 0227: 
(у= х тап r, R Ëy; (2) у= ѓе", бу; 
_ v l+ x° мэс 
Ж (4)y= Это ‚Ж Фу; 
(усуп Зт,Ж d'y; (6)y=o08 / т,Ж Фу; 
(7)у=л^.Ж dy; (8) у = 5һ(агссоз х), Фу; 
(9})у=лк"сов 2r R d"y; (10)y= 22,% 4"у. 
9, R (es); 
(Dr ЕВ; {(2)ж= ol PHARE. 
10. 设 f(u) gel ЕС Н glu) >O, 
(13 w= tan x B|, Фу: 
(DH u= о, v= z 8 ,Ж dg: 
(З) (а) (и) 1; (4) [о д(и)]; 
Аи) x 
oeli |; (@)[ z(a to], 
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微分 中 秆 定理 一 般 称 为 "Lagrange h iñ yE BE” ,是 微分 学 中 最 重要 的 结论 
之 一 .在 本 章 的 其 余部 分 可 以 看 到 , 它 是 研究 西数 特性 的 一 个 有 力 工 具 . 不 仅 
如 此 ,在 本 课程 的 如 积分 学 ,级 数理 论 等 后 续 童 节 里 ,以 及 已 数学 分 析 为 基础 
的 许多 其 它 课 程 中 , 它 也 是 研究 问题 的 重要 手段 ,经 常 发 挥 着 举足轻重 的 作 
用 .在 本 节 中 ,我 们 将 雇 它 为 核心 ,介绍 微分 学 中 与 其 有 联系 的 几 个 基本 定理 . 

极 值 与 Fermat 引 理 

前 面 已 经 说 过 ,Newton 在 研究 物体 运动 和 Leibniz 在 研究 曲线 的 几何 性 
质 的 过 程 中 ,分 别 独立 地 发 现 了 微分 和 导数 ,但 事实 上 ,微分 的 思想 可 追 淹 到 
Fema 对 极 值 的 研究 . 

ЖУ 5.1.1 (5) 0а, bA, RAEC ,6) 中 的 某 一 点 ro 的 一 
МА DO(zo,6)CC(a,5), 使 得 YTEO(ro,6), 都 有 

f(z) < fro), 

ШЖ хож f(x) 在 (a,5) 中 的 一 个 极 大 值 点 , f za) Ж 5) 835 еВ (Е 
5.1.1). 


| 
| 
| 
! 
| 
_——_-4і___________ 
Xn 


Æ 5.1.1 

完全 类 似 地 可 以 定义 A(z) 的 极 小 值 点 和 极 小 值 . (在 不 需要 区 分 极 大 和 
极 小 的 时 候 ,我 们 将 其 统称 为 极 值 点 和 极 值 , ) 

从 以 上 的 定义 可 以 知道 : 

1. 所 谓 “ 极 大 ”和 “ 极 小 ”只 是 指 在 xo 附近 的 一 个 局 部 范围 中 的 函数 值 的 
大 小 关系 , 因 面 是 一 个 局 部 性 质 . 

2. 在 问 一 个 区 间 内 , f(x) 的 一 个 极 小 值 完全 有 可 能 大 于 某 些 (其 至 全 部 
的 ) 极 大 值 . (图 5.1.2 中 的 хү 是 极 小 值 点 ,zz ААЙ КЇН д.) 


A 5.1.2 
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3. РОБА BR {Ид н] АЭ КЛ“. ЙДЕ (0,1) h> РЕ 
fiz) = sin 1, 


тутур (н 0,1,2, В f(z) 的 极 值 点 , 当 ”为 偶数 时 为 极 大 
值 点 ,而 当 为 奇数 时 为 极 小 值 点 . 
4. 对 极 值 点 的 定义 并 不 棕 涉 到 示 数 的 其 它 性 质 ,如 连续 、 可 微 等 . 比如 ， 
读者 容易 证 明 ,对 于 Riemann 函数 
1 Me x = Q 
Ри -1» ма = 304) БЕЖАН, 


0, М > 为 (0,1) БЯ, 

(0, 了 中 的 每 个 有 理 点 都 是 它 的 极 大 值 点 ,每 个 无 理 点 都 是 它 的 极 小 值 点 ,而 
我 们 已 经 知道 ,Riemann 冰 数 在 每 个 有 理 点 都 不 连续 ,在 每 个 无 理 点 都 连续 . 

著名 天 文学 家 Keper 在 研究 行星 运动 时 已 经 观测 到 ,行星 运行 到 它 的 椭 
圆 轨道 长 轴 的 端点 附近 时 ,切身 加 速度 会 趋 近 于 零 , Fermar 将 这 一 事实 上 升 
到 理论 ,分 析 了 一 个 函数 的 增 量 在 极 值 点 附近 的 变化 情况 ,进而 得 到 了 寻找 函 
数 极 值 的 一 种 方法 .他 的 理论 经 后 人 完善 ,可 以 严格 地 表述 为 如 下 的 定理 ， 

定理 5.14.1(Fermat 引 理 ) H ro $ f(r) ARLS, Н f(z) 在 zo 
处 导数 存在 , 则 

fF (ze) = 0. 
证 不 妨 设 x 是 所 zx) 的 极 大 秆 点 . 
因为 f(z) 在 хо 可 微 , 所 以 
Falo) = f-(wo) = f (xo). 

由 极 大 值 点 的 定义 ,在 хо 的 某 个 邻 域 D(xo,8) 上 f(x) 有 定义 , 且 满 足 


Рх) S f( zo), 
于 是 
falo) = lim, Lafin? — 2 <0 
f(z0) = lim 00 >0 
因此 


025Г,(хо) = f (za) = flr) 20, 
Вр 
f (za) = 0. 
同 理 可 证 ro ЛМЕ АААЙ. 
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证 毕 
Fermat 引 理 的 几何 意义 非常 明确 ; 若 曲 线 y= 已 zz) 在 其 极 值 点 处 可 微 ， 

或 者 说 在 该 点 存在 唯一 切线 ,那么 这 条 切线 必定 平行 于 x 轴 . 
容易 看 出 , 当 f(x) 可 微 时 ,条 件 “/(x0o)=0” 只 是 f(z) 存在 极 值 点 的 必 

要 条 件 ,而 并 非 是 充分 条 件 , 这 只 要 考 洪 函数 A(x)= x 在 xo=0 处 的 情况 就 

ТТ. 

Role 定理 
由 Fermat 引 理 能 够 推出 如 下 的 Role 定理 ,在 某 种 意义 上 , 它 可 以 看 成 可 

微 函数 存在 极 值 点 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 5.1,2(Roile 定理 } &®Ж f(x) 在 闭 区 间 [a,65] 连 续 , 在 开 区 间 

(а,Ь) ЖН (а) = (58), 则 至 少 存 在 一 点 EC (a b) ,使 得 

f (8) = 0. 
证 HAKE ERRENA TEE, Ela, b] ME 
8) = М 
和 
Рр) = m, 

M 和 zm DIEF Ela ,5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 现 分 两 种 情况 : 
(1)M= т. ў f(x) 在 [a,5] 上 恒 为 常数 ,结论 显然 成 立 . 
(2)M2> m Zit МЖ РНЫ (а) (В fF(8)) 不 相同 ,不 

妨 设 

M = КЕ) > fla) = fb), 
因此 EE (a, b БАНКЕ, H Fermat 引 理 
f (68) =°0. 
ЕР 
Rolle ҖЕ 3889 Л.Г EIRE И ЕЕ BB ЕА AR EER A fF TE 
一 条 与 x 轴 平 行 , 也 即 与 曲线 的 两 个 端点 的 连 线 平行 的 切线 {图 5.1.3). 


一 一 -一 ~- 
| |! ла 


а Ë b 


A 5.1.3 


ERREZA АЈ. a AA AT, ВЕЕ BB by АРЕАЛУ ОЯ Е, 8 
数 仍 然 可 以 存在 水 平 的 切线 ( 留 作 习 题 ), 但 是 ,三 个 条 件 中 的 任意 一 个 不 满 


te 
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ЈЕ, НЕКЕ ИЕЛИ "48158 F = 10 
х, хЄ [0,1), 
fika) = 0, х= 1; 
115) = 11-221, < € [0,1]: 
fy(z)= x, x€ [0,1], 
容易 验证 , Alr Е ЕГО, 1 不 连续 , pir ERREKO, Ra, m 
az) 不 满足 fs(a)= 万 (6 尽管 它们 都 分 别 满足 其 它 两 个 条 件 , 但 它们 在 
(0, 了 1) 中 都 不 存在 水 平 切线 . 
实际 中 ,Rolle 定理 多 被 用 来 讨论 一 个 函数 及 其 导数 在 某 个 范围 中 的 实 零 
点 问题 . 
例 5.1.1 如 下 定义 的 函数 ; 


1 d нэ. 
2" 1 50-1)  # = О, 1,2, 
BR n K Legendre 多 项 式 ,证 明 p(x) 在 (1,1) 上 恰 有 个 不 同 的 实 
根 


证 НАЕ ех 公式 ,容易 知道 , 晤 数 


b. (z) = 


фола) 02002-1)", m=0,1,2,.…,n—1 
dr 


ФАС - 1), ЙЕ, Ч т< В, д, (zx) 都 有 实 根 -1 和 1. 

当 台 =0 时 ,efrz)=(z 一 to 因此 -1 和 1 是 它 仅 有 的 两 个 相 异 的 
根 , 由 Rolle 定理 ,924 -1(z) 二 gow (x) 在 (一 1,1) 中 必 有 一 个 模 , 我 们 将 它 记 
X 211. 

RE, да, (OEL - 工 ,1] 上 就 至 少 有 三 个 相 异 的 根 ; -izut 1. Er H 
Rolle 定理 , дә, (2) = 95,31 (OEO la (ц, ОФЕРТА Т, 
我 们 将 它们 分 别 记 为 aM т», g2,_2(z) 在 [ -1,1] 上 就 至 少 有 了 四 个 相 
ЯНВ: -1,z272 和 1 工 . 

反复 使 用 Role 定理 ,运用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ,9， (zy 在 [一 1 1 上 
至 少 有 т+2 ЛЕВИ – 1, dals тыз, Tm 和 m=0,1,2,-… 1). 

$ m=n=1, ИШ gst1(x) 在 [一 1,1] 上 至 少 有 n+1 个 相 蜡 的 根 ,最 后 
再 用 一 次 Rolle 定理 , 便 知 9,(z) 在 (一 1,1) 中 至 少 有 个 棋 . 

由 于 gq, (x) 是 п 次 多 项 式 , 它 在 (一 1,1) 中 至 多 只 能 有 x 个 根 ,因此 ， 
gpi DELL DOPRE n TR. 

因为 (zx) 与 gs(x) 只 相差 一 个 系数 ,所 以 以 上 结论 对 于 p, {xz) 也 是 成 
ЗА. : 

证 上 毕 
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以 后 我 们 会 看 到 ,Legendre 多 项 式 在 很 多 场合 都 扮演 着 举足轻重 的 角色 . 

Lagrange 中 值 定理 

我 们 再 来 分 析 一 下 Role 定理 的 三 个 条 件 , 对 寺 讨 论 f(xz) 在 (a,5) 中 的 
某 些 点 上 的 切线 性 质 来 说 ,要 求 (к) Га, Б ЕЕ Н (а, р) ЕЖ 
是 必 不 可 少 的 .那么 在 保留 这 两 个 条 件 的 前 担 下 , 若 第 三 个 条 件 即 f(a)= 
ft 由 ) 椒 成 立 , 将 会 得 出 什么 样 的 结果 呢 ? 

我 们 从 几何 上 来 直观 地 看 一 下 (图 5.1.4). АЛА ЕЕ, о) = (Б) 
表示 曲线 y= 了 (x) 在 [u,b] 上 的 那 一 段 的 两 个 端点 与 x 轴 的 滤 离 相等 . 因 
此 ,车 f(a) 关 1(5), 我 们 保持 原点 不 动 ,适当 旋转 坐标 轴 , 建 立新 的 坐标 系 
Oxr'y ,使 新 的 z' 轴 平行 于 (a, f(a)) 和 (5p,f(5)) 的 连 线 .在 新 的 坐标 系 下 ， 
这 有 段 曲线 一 般 也 仍 满足 Role 定理 的 全 部 条 件 ,因此 ,存在 着 一 点 x = AR 
在 该 点 处 的 切线 平行 于 z 轴 , 也 即 与 (a ,f(a)) 和 (5, (58)) 的 连 线 平行 . 


图 5.1.4 


设 这 一 切 点 在 原 坐 标 系 中 的 自 变量 的 值 为 x ==&, 因 为 商 条 直线 的 平行 性 
质 与 坐标 系 的 选取 无 闫 ,所 以 回 到 原 坐 标 系 来 看 ,曲线 在 x = 上 处 的 切线 仍然 
与 {4 ,f(a)) 和 {58 ,1(5)) 的 连 线 平行 ,或 者 说 ,曲线 在 r= е 处 的 切线 的 斜率 
(#8) 与 (a ,f(a)) 和 (5,f(5)) 的 连 线 的 斜率 
КЬ) — fia) 

b-a 
相等 ,这 正 是 著名 的 Lagrange 中 值 定理 的 结论 ,下 面 我 们 从 分 析 上 来 严格 地 
ЖОЁЛИЕН E. 

定理 5,1,3{Lagrange 中 值 定理 } HAR /(х) IE lla, Р] t, 
EREN, Б) ЕУ, W 2 5У4-8-44 EC (a b) ,使 得 

(г) = ft) 


за 


tan f = 


8 1 微分 中 慎 定 于 . 169 · 


证 “ 作 辅 助 函数 
plz) = f(x) - fla) - fb) = Ка) Relea), z€ [4,6], 
由 于 函数 f(x) 在 闭 区 间 [4,5] 连 续 , 在 开 区 间 (a,5) 可 微 ,因此 函数 p(z) 也 
在 闭 区 间 [4,6] 连续 ,在 开 区 间 (a,6) 可 微 ,并 且 有 
pla) = @(b) = 0. 
于 是 由 Rolle 定理 ,至 少 存在 一 点 €C (a ,b) ,使 得 р (ё)=0.%] р(х) ЖА 
式 求 导 并 令 z (£) = 0, 整 理 后 便 得 到 


证 毕 


5.1.5 


由 于 (ay faM, РР) ЕЮ 
у = шы Ка). a) + f(a), 


因此 很 容易 理解 辅助 函数 ofzx) 的 妃 何 意义 , 它 与 我 们 前 面 所 讲 的 建立 新 的 

坐标 系 的 思想 有 着 异曲同工 之 妙 ,其 区 别 仅 在 于 ,前 而 讲 的 基 保 持 曲 线 不 动 ， 
通过 坐标 系 的 运动 (以 原点 为 中 心 的 旋转 ) 使 曲线 的 端点 连 线 与 坐标 轴 平 行 ; 
面 这 里 的 证 明 是 采取 了 坐标 系 不 动 ,让 曲线 作 变 动 (平移 ,旋转 .压缩 等 ) 来 达 
到 同一 用 的 . 

作 辅 助 函 数 是 证 明 数 学 命题 的 重要 方法 之 一 .就 证 明 Lagrange 中 值 定理 
来 讲 ,作出 满足 Role 定理 条 件 的 辅助 函数 的 途径 有 很 多 ,比如 UPS (т) 
(xzE[a,5]) 表 示 曲 线 上 的 三 个 点 (ae ,f(a))、(5, 了 (858)) 和 (xz,f(x)) 所 构成 
的 三 角形 的 面积 , 则 显然 有 

pla) = (b) = 0. 
同时 ,容易 证 明 , (с) Е Га, bl EE, E a,b) ЖЕНУ З, ВУ 
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ylr)Ñ E Role 定理 所 有 条 件 , 田 此 同样 可 导出 Lagrange 中 值 定理 . (具体 过 
ва ЕУ.) 
Lagrange 中 值 定 理 的 结论 
pie- КО Ка) ge (ab) 
-一般 称 为 Lagrange 公式 ， 
HF Ela, d) AMEA ARa A 8E (0,1), 使 
Ё-040(5-а»), 
所 以 Lagrange 公式 也 可 以 写成 
f(b)- fla) = fla + 0(b -a))Xb — a), 08 € (0,1), 
ERa 为 了 ,B 一 到 为 Ar, 则 上 式 交 可 以 表示 为 
/\т+Ах)-/(х) = fz + бАХ)лх, 0 6 (0,1), 
这 是 Lagrange 公式 最 常用 的 两 种 形式 ,【( 最 后 一 种 形式 即 为 
Ay = f(z + ВАх)Ах, 
它 给 出 了 自 变 量 . 国 变量 的 差分 和 函数 的 导数 值 的 精确 关系 ,请 读者 将 它 与 公 
式 
Ay = f (z)Ax + o(Ar) 
加 以 比较 . ) 
与 Rolle 定理 相仿 ,Lagrange 中 值 定 理 的 任 一 个 条 件 不 满足 时 ,定理 结论 
就 有 可 能 不 成 立 ; 但 是 在 定理 的 所 有 条 件 都 不 满足 的 情况 下 ,定理 结论 仍然 可 
以 成 立 , 作 为 习题 ,请 读者 自行 构造 出 两 方面 的 相应 例子 ， 
用 Lagrange 中 值 定理 讨论 函数 性 质 
由 Lagrange 中 值 定理 可 以 得 出 入 个 重要 的 推论 . 
推论 1 ж fx) 在 lu,5) 可 微 且 有 了 (x) 二 0, 则 /(х34(а,6) 448 5 
常数 . 
证 对 (a ,5) 中 的 任意 两 点 ©] 和 22, АВИ zi хз, [с.х М 
Lagrange 中 值 定理 , 即 知 存在 上 GE (єл, х)С (a ,b) E44 
Flaa) = f(z 2) = f (6)(z; - zi), 
由 条 件 (6)-0/  Н 
fla) = Рб), 
由 z, 和 хэ 的 任意 性 ,就 得 到 
f(z) = C, Vr Є (а,б). 
证 毕 
读者 不 难 将 这 个 结论 推广 到 闭 区 间 的 情况 ， 
由 推论 1 还 可 以 引伸 出 : 著 /(х)Ж# (хт) (а, Р), В Р(х) = 
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(х), (х ЭР р(х) Ela, b) t £ 5943-4954, ЕР 
Кх) = р(х) + C. 

推论 1 说 的 是 在 (a ,5) 中 导数 为 零 时 的 情况 ,下 面 来 着 看 导数 在 (ac ,5b) 
中 保 号 时 , 静 数 所 具有 的 性 质 . 

推论 2{ 一 阶 导数 与 单调 性 的 关系 】 EAH у(х) [а,Ь], 
(a bT, ЯВ С(а,БУРЖ 0) 20), 0 f( 工 ) 在 [a ,5 单调 增加 . 

特别 地 ,车 此 时 在 (a b PA 广 (z)>0, 则 Ela, bl ERER. 

证 对 fa ,5 中 的 任意 两 点 z 之 x;,; 在 [x1,x2 |] 中 用 Lagrange ЇВ Е 
理 , 妓 知 存在 ЕЄ (1,0), 18 

Ў) = Г) = f (#)(=; 一 21), 
由 于 z; ху 20, KE f(x2) 一 了 (zx) 与 六 (8) 同 号 .所 以 , 当 /(6)220 5 
f (#)2>0 时 , 相 庶 地 分 别 有 f(z,)— (ху) 20 或 fix) ~ 6х1) >20, Ñ Xis 
х2 Æla ,5 中 的 任意 性 , 即 知 CELab ER А АН. 
证 举 

对 推论 2 作 几 点 说 明 ; 

1. 若 将 推论 2 后 半 部 分 的 条 和 件 减 能 为 “在 (a b) h W T 8 ТН 
zi=0 之 外 ,都 有 三 zh)>0 时 ,结论 依然 成 立 . 

2. 用 与 证 明 Fermat 引 理 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 推论 2 的 前 半 部 分 的 道 
命题 :“ 设 flra, b] EEA, Æ р(х) (а, b) TR, M| f (z)207. Вр 
在 可 微 的 条 件 下 ,了 (x) 单调 增加 的 充分 必要 条 性 是 r) 220. (但 要 注意 的 
是 ,很 容易 举 出 例 于 说 明 , (с) ро RE 大 zx) 严格 单调 增加 的 充分 条 件 而 非 
必要 条 件 . ) 

3, ЖИВ СО) ОС f (z)<0)5 ftz) 在 [a ,5 单调 减少 
(或 严格 单调 减少 ) 的 关系 ， 

上 述 结论 作为 习题 留 给 读者 自 证. 

在 给 出 推论 3 之 前 我 们 先 引出 黄 数 凸 福 的 概念 ， 

RME FAR y=e* Ж у= x 的 图 得 ,这 两 个 隔 数 在 第 一 象限 
都 是 严格 单调 增加 的 ,它们 的 图 象 都 是 凸 出 来 的 ,但 у= ет 凸 出 的 方向 朝 下 ， 
而 y=In х 晤 出 的 方向 朝 上 . 推 而 广 之 ,车 函数 / (3) а.6ЇЇ ЖЭ Т y 
=e ИК, RRI 站 xz) 在 [a b JEE: EI MUF y= ln x 这 种 形状 ， 
Д (х) Еа, РЕМ. Ш у= sin x 在 0,rj 上 是 凹 的 ,而 在 1r,2rj 上 
ШЕР; у= z 在 第 一 象限 当 a >1 时 是 凸 的 , 当 B<a<i 时 则 是 凹 的 ,如 此 
等 等 ， 

那么 如 何 来 严格 定义 材 教 的 凸 性 呢 ? БАН РЕ Ж ЭУ], ҤЙ ЕЕЕ 
就 会 发 现 ,在 1a,p] 中 任意 取 不 同 两 点 z, 和 zz PË (zi, f ChA 
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图 5.1.6 


(оюна (02 Ley u) ] 总 是 在 曲线 上 相应 点 
[28 22) 的 上 方 
定义 5.1.2 ЖЕЖ (x) 在 [a,b 定义 ,车 对 [a,#] 中 的 任意 不 同 的 两 
Ë. *1 和 za, 都 有 
titz Рац) + fiz) 
Цонх хи? <— =, 


则 称 РС) Та, р]. 

车 不 等 号 严格 成 立 , 则 称 (с) [а b JAFRA. 

类 似 地 可 以 给 出 上 四 和 严格 下 的 定 文 . 

推论 3( 二 阶 身 数 与 凸 性 的 关系 ) AAA Arla, bht, (а, Б) 
阶 可 导 , 则 С) а bl Etir AERAN Ela bA Fay. 

特别 地 ,车 此 时 在 (a,5) 中 有 (x)>0, 则 f(z) 在 [4,5] 是 严格 上 加 的 . 

证 ”必要 性 .因为 f(z) 在 [a ,Pj 是 此 的 ,由 定义 可 推出 ,¥YxELla,&5) 和 
Ar2>0,# zr + Ах Ах 都 属于 (a ,5b), 则 有 

f(z +Ах) – fiz) f(z) — f(z — Az). 


Улут» (a b), hik z < x; $ Ах, =A ,反复 利用 上 式 ,就 得 到 


п 
Ох) — f(z> — Ах, flr- Àz,) — f(z> — 2Ах„) 
fr )Àz,) — flr- 3Ах„) 
>. 


Z= flr- (n - l)Az,) — РО — nAz) 
= Кар + Ах) — f(zi), 


因此 有 
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Fix + (~ Azx,)) — fla) > fü + Ar.) — f(zi) 
(— Ат„) ий Ах, | 
5 п 00 Ау 0, НТ f(z)# zl хэ 可 微 , 便 得 到 
РС) 2 f (а), 
即 产 (z) 在 [a ,5] 单 调 增 加 . 
由 /(z=)f#E(a,5)— Bra ËD fr (z)#r(a ,5) 可 微 以 及 推论 2, 便 知 
(ж) > 0, Vx € (a,b). 


KAE И Га ,6] 中 的 任意 两 点 z< =; 和 它们 的 中 点 + = 5 3, 
[zi,Xx0] 和 [xo,z2] 中 分 咽 用 Lagrange 中 值 定理 , 即 有 pE (zi, zo ЖЄ 
(20,22). 8 

т) — f(z4) = РО) а, 
Рх) — flxo) = f (m) ға. 


ХШ d= r, zori ту ARA z, z; KERE. 
将 两 式 相 减 , 有 
Р(х) + flai) —2fí(za) = РОБ) fp). 
因为 (с) (а, Б) С, E ЙГ э, р ]C (а, БН f (+z) i 
Lagrange 中 值 定理 , 即 知 存在 e€ (7, 70). 18 
Ор) Рф) = F(A ~ т). 

RAER, AAE, bF У (1: 22008 (е) >20) Ж, Ж ЖН 

Карз Каз (тз) 

2 2 


т) f(m)]: a 
1 


-үЛ(00р-10-4 


20 (或 >0)， 
由 定义 , f(z) 在 Lu ,zj 是 凸 的 (或 严格 凸 的 ). 
证 毕 
类 似 地 可 以 得 出 ,如 果 /'(х)<0([7(х)<0),Ж] Сх) (а, БЕ 
的 (或 严格 种 的 )， 
现在 我 们 可 以 对 函数 y=e* Mysi r Hne со МЕН РАЎ К 
的 速率 大 相 径 庭 有 一 点 粗略 的 领会 了 :这 两 个 函数 当 x >0 时 都 是 严格 单调 
增加 ,但 y=e" 基 严 格 凸 的 ,由 推论 3, 它 的 一 阶 导数 也 是 严格 单调 增加 的 , 因 
而 函数 值 增加 的 速度 随 着 x 的 增加 而 越 来 越 快 ;而 y=in 工 却 是 严格 和 凸 的 ， 
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因此 它 的 一 防 导 数 是 严格 单调 减少 的 ,所 太 尽 管 它 的 函数 值 仍 保持 严格 单调 
增加 的 趋势 ,但 速度 却 随 着 x 的 增加 而 越 来 越 烛 了. 

Lagrange 中 值 定理 及 以 上 几 个 推论 都 有 很 重要 的 实用 意义 ,我 们 来 看 几 
个 例子 . 

例 $.1.2 证 明 不 等 式 

| arctan a — arctan b |=] a — b 1. 

证 SAR. /(z)=arctan x 在 任意 区 间 [a,5] 上 满足 Lagrange 中 值 定 理 

条 件 , 所 以 ,存在 &E (a,5), 满 足 


|arctan а ~ arctan b| =l (6) ivla |= Ја - 61, 
80 
| arctan а – arctan p| «1а — b |. 
Б| 5.1.3 证 明 恒 等 式 
Үй х < 1 
arctan — arctan z = 
1- 
- 2, х > 0. 
证 令 f(z)=arctan 2 — arctan x, 则 当 z=1 时 ,有 
1 l+x\. 1 
Өзү 1 + х2 
2 
_ 1 2 1 
1+ (Hay (i-r 1422 
1-х 
-0, 


由 推论 1, WEERA х-1 的 区 间 ,arctan 1-5 一 arctan += (`. 
当 z<1 时 , 令 z=0, 即 得 到 常数 C= 才 ; 当 z>1 时 , 令 хн + оо, ДИЯ 
到 常数 C= – 27, й 


~ arctan x = 


l+ z 
arctan ] 


НЭР 
下 面 来 看 一 个 有 趣 的 问题 , 它 牵 水 到 两 个 最 重要 的 无 理 数 一 一 rr 和。e. 


Tn ло сес 5 
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15.1.4 М] e" 5 = КАЛЖА. 
我 们 考虑 一 般 情 况 : 设 a 和 5 EIN 1-5 9 1ЕЭ28(Л30 йа252-0),8Ё 
什么 条 件 下 成 立 at >h 
画 边 到 对 数 后 再 整理 , 即 知 上 式 等 价 于 
Ina. lnb 


> ——, 
а a 


所 以 ,判别 а? 与 如 MAERT LE ИЙ ЖИН U Z ARED. 


# 12/02) = 05, 
1-х < 0, х >е, 


f (z) = х? > 0, 0« +z < e, 
由 推论 2, р(х) (е, + оо) = 18 zp. Pd JE 
те. lng 
е т’ 
即 可 判别 出 
е" > де, 


FERE AHRNE, В #Г ЖК ЕЕ Л НЕ. 
15.1.5 证 明 不 等 式 


3 
sin + > z - 5 (= > 0). 


ЖЇПЖЛЭЭЖ-- F. ЗЕН >20 Hf р(х) = sin + -а ЖЭ Оанж F(00)=0, 
因此 只 要 能 证 明 (r) E 31 525 П, 3 广 (z)>0 就 可 以 了 . 

对 Га)Ж” ,得 到 

F(x) = osr- l+, 
一 下 子 仍 无 法 判断 是 否 一 定 有 / (хх) >0,1Н{Е W 3 产 (0)=0, 因 此 只 要 能 证 
明 产 (z) 在 天 >0 产 格 单调 增加 ,或 者 说 Frz)>0 就 可 以 了 .由 于 
Р(х) = х-з5пх, 

而 x sinz>0 是 我 们 在 极限 论 中 已 知 的 结果 ,把 这 个 过 程 倒退 回去 ,就 能 证 
得 结论 ， 

证 令 f(z)=sin z — z + 2 , R| 384 r>0 8,8 

Р(х) = [f (z)]) = + - sin z > 0, 

所 以 六 (xz) 在 zz20 严格 单调 增加 , 吕 当 x>0 时 ,有 


Рб) = ава 1+5 > /(0) = 0. 
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由 此 可 知 f(z) 在 .rz 实 0 也 是 严 格 单调 增加 的 ,这 样 , 当 工交 0 时, 便 成 立 
3 
Кх) = sin z — z + Ç > f(0) = 0. 
证 毕 
例 5.1.6 证 明 不 等 式 
alna + bln b > (а + РН (a + b) —1n 2], Va,b > 0. 
证 令 f(z)= zln x, 
f(z)= h x+ 1, 


F(z)= 工 >0，Yz>0， 


由 推论 3, (с) (0, о) ЕРЭ Г, AN Y a,b >0, #0 
а> 144: Еа! 


也 即 
alna + bln b > 0440, 
这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 . 
ВЕ: 

Cauchy 中 值 定 理 

最 后 ,我 们 给 出 一 个 形式 更 加 一 般 的 中 值 定理 . 

定理 5.1.4{ Cauehy 中 值 定理 ) i f{xz) 和 g(xz) 都 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连 
续 , 在 开 区 间 {a,5) 上 可 徽 , 且 YXE(la,5),g( 工 ) 才 0. 则 至 少 存 在 一 点 EE 
Ca, b) ,使 得 


168) _ f(b)- fla? 
g) 8(5)-2(ау 
显然 , 当 g(z)=xz 时 ,上 式 即 为 Lagrange 公式 ,所 以 Lagrange 中 值 定理 
是 Cauchy 中 值 定理 的 特殊 情况 . 
但 车 换 一 个 角度 看 问题 ,将 f(t) 和 g(i) 看 成 是 zy 平面 上 的 某 条 光滑 的 
曲线 y= 下 (zx) 的 参数 方程 , 即 y= 下 (x) 可 以 表示 为 
ZIED? r€ [es 
设 у= F(z) 在 参数 1€E {a,5) 时 点 点 可 微 , 则 由 Lagrange 中 值 定理 的 几何 意 
义 ,应 存在 一 点 x = ?其 切线 斜率 严 (7) 等 于 曲线 两 端 连 线 的 斜率 


6) а) gp = y WT = t€ (ab), 则 由 参数 形式 的 微分 公式 ,有 
glb)- gla) 


А _ _ 一 “ 
Е (р = Ч - GE A, 
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ОО) 


= 
-* 


(а (а), Л) 


5.1.7 


所 以 ,Cauchy 中 俯 定 理 也 可 以 看 成 是 Lagrange 中 值 定 理 的 参数 表达 形式 ， 

可 以 采用 与 证 明 Lagrange 中 值 定 理 相仿 的 方法 来 证 明 Cauchy 中 值 定 
理 , 辅 助 函 数 的 构造 及 其 几何 意义 都 是 类 似 的 ( 留 作 习题 ). 

下 面 我 们 采用 完全 不 同 的 思路 来 证 明 它 . 

证 由 闭 区 间 连 续 函 数 的 性 质 , 以 及 g(z) 在 [a,5] 连 续 ,在 (a,5) 可 微 ， 
且 导 数 恒 不 为 零 ,读者 不 难 用 反 证 法 证 明 , g(xz) 在 [a,5 | 严格 单调 ( 留 作 习 
题 ) ,不 妨 设 gz) 严格 单调 增加 . 

Б д(а}=а,к (В) = 8, H ОЮ T£ fE E BB 35 ВА SP 61:28:21: , ТЕ 
[a,8] 上 存在 g(x) 的 反 函 数 eg (у), g Су) Ца,81Е 5, (а. В) Н, 
其 导数 

[g 1(y)] = D 
Ж#Н g-!(y) 在 [a,B] 上 也 是 严格 单调 增加 的 ， 

考虑 [a,8] 上 的 复合 函数 (y) = f(g '(y)), 由 定理 条 件 和 以 上 讨论 ， 
BU FUy) 在 [a,8] 上 满足 Lagrange 中 值 定理 条 件 ,于 是 ,存在 mE (a Б) 
9 pep- EREA 

B-a 

е 80) - Ке (a)) 

— ga 
_ f(b)- fla) 
~ g(b)-g(a)' 
由 g(z) 和 8-!(y) 的 关系 ,在 (a ,6) 中 一 定 存在 一 点 所 满足 g(8) = TE 

К (а= IFO =r 
= 1 Р 660 (0) [g 1(y)11,-, 
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1 
人 f (z) “8 (z) =g -E 
21086) 
g (8) 
代入 上 式 就 得 到 了 定理 结论 ， 
证 举 
习 4 


І. B Alro >20, (хо) О, ЕН z 是 f(xz) 的 极 小 值 点 ， 

2. 举例 说 明 ,Rolle 定理 的 三 个 条 件 都 不 满足 ,函数 仍然 可 以 存在 水 平 的 
切线 . 

3. ЗЮ Р(х) а, БЛЕЯ, (а, Б), 


(12 34] ЯВ BD p8 $X 
r (ж) 1 
Ф(х) = |a fla) 1 
b f(b) 1 
证 明 Lagrange 中 值 定理 ， 
(2) 说 明 pio ILAE. 
4. 举例 说 明 : 


(1)Lagrange 中 值 定理 的 任 一 个 条 件 不 满足 时 ,定理 结论 就 有 可 能 不 成 
АН 
(2)Lagrange 中 值 定理 的 所 有 条 件 都 不 满足 ,定理 结论 仍然 可 以 成 立 ， 
5. 设 所 x) 在 [a ,5 上 定义 ,下 对 任何 实数 z, 和 zz, 满足 
| ач) flad) 15 (z: — zə)°, 
证 明 (с) Га, b] FE АЖ . 
6. 用 Lagrange 公式 证 明 不 等 式 : 
(1)|sin z -sin у|< == yl; 
(Day r- yr nr le- y) (n>l,z>y); 


(9554 «ш b cb a (b>a>0); 
a а 


(4)е >1+ (220). 
7, 证 明 恒 等 式 


(1)агсзй z + arccos r=, хЄ10,1]; 


(2)3aroeos z — асож(32 423) =, 261-2.1]; 
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=, z€[1,+@). 


8. 设 函 数 f(x ) 在 [a b PER, E(u, р), 
(1) 证 明 ; 若 f(z) 在 [a ,5] 上 单调 增加 , 则 /(х:)520. 
(2) 证 明 : 若 (a ,5) 中 除 有 限 个 点 有 (x)=0 之 外 ,都 有 (х) >0,Ю 
xz) 在 La,8] 严 格 单调 增加 ;同时 举例 说 明 , 其 送 命 题 不 成 立 . 
9. 证 明 不 等 式 : 


(Dr<sin z<z， 2600,1); (2)3- <2 z, х»! 


(3)2агсїап x + arcsin 


2 
(3)2- > <ln (I+z)<x, z<0; 
(4)tan z 528 х >23, z€(0,y): 


(OTS + (1- х)*<1, хЄ[0,1] (p>1). 
10. # (х) а, БЕ, К(а)=/(Ь)=0,Н fla) f (Ь)>0,ШЕВҢ 
A(z) 在 ta,5) 至 少 存在 一 个 零点 . 
11.(Darboux 定理 ) 设 (х2) (а, Б) ТЖ, у, z; € (a, b). 如果 
ҒО) Г (со) <0, WERE >, 和 x 之 间 至 少 存在 一 点 二 ,使 得 /(6)-0. 


12. у(х) (а, + o0) 可 微 ,并 且 lim (x)=0, 证 明 im {62 =0. 


13. 设 非 线性 函数 f(x) 在 [4,5] 连续 ,在 (a ,5) 可 微 , 则 在 (a,5) 至 少 存 
гор» | ДЭ 


+ 


并 说 明 它 的 几何 意义 ， 
14, 证 明 不 等 式 : 
ах (558 дээдлэн, DFE T, хубу. 


15. 设 函 数 f(x) 和 g(x) 在 [a,bj] 连 续 , 在 (a,5) 可 微 , 且 Y¥Y xE(a,68)， 

g {x ) 了 0, 利 用 辅助 消 数 
бє) = /(z) - fla) - Дата) — a(a)] 

和 
gix) fz) 1 
gla) fla) 1}, 
g(b) f(b) 1 
证 明 Cauchy 中 值 定理 ,并 说 明 g(x) 和 p(x) 的 几何 意义 . 


ф(х) = 
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16. ВЕ КОЙ Е(: Га, bl ER, Elab) A ПЕВ (а, b) 
E-A 2,19 
Жа) /(b) fla) [С 
gía) в) gla) g8 
17. Ë f(x) 在 x=0 的 某 邻 域内 有 x 阶 导 数 , 且 /(0)= f (0)=-- = 
-0(0)==0, 用 Cauchy 中 值 定理 证 明 
Ка) „ "б (0<0<1). 


= (b-a) 


82 L'Hospital 法 则 


待定 型 极限 和 Т Hospital 法 则 

在 计算 一 个 分 式 函数 的 极限 时 ,常常 会 弟 到 分 子 分 母 同时 趋向 于 零 或 无 
穷 大 (包括 一 个 是 无 穷 大 量 而 男 一 个 是 无 界 变 量 ) 的 情况 ,由 于 这 时 无 法 使 用 
“ 商 的 极限 等 于 极限 的 商 " 的 法 则 ,运算 将 遇 到 很 大 的 困难 .事实 上 ,这 时 极限 
可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 当 极 限 存 在 时 ,极限 的 信也 会 有 各 种 各 样 的 可 能 , 比 
如 熟知 的 


H "-1 b’ n=m, 
ат + al + ** + ar + ар n 
m — 一 一 nn = 
= буд” 十 бух" i +. + biz + bo 0, H < mi, 
со, n>m 


就 是 一 个 简单 的 例子 .因而 我 们 将 这 种 类 型 的 极限 称 为 上 待定 型 或 习 待 定 
型 ,简称 型 或 习 型 

待定 型 极限 除了 以 上 两 种 以 外 ,还 有 0:% 型 、% oR, co 8 „1° Ж) 0° 
型 等 五 种 .但 以 后 将 会 看 到 ,后 而 的 几 种 都 可 以 化 成 前 而 两 种 类 型 ,所 以 我 们 
这 里 主要 讨论 如 何 求 所 型 和 学 型 的 极限 

定理 $.2.1(L "Hospital ЖИ) HAA f(x) 和 g(x) 在 (a,a +а | 
(q 是 某 个 正常 数 ), 且 g (z)20. 车 此 时 有 

lim f(x) = lim Е\х) = 0 
或 
lim g(z) = о, 


H lim 万 人 存在 (可 以 是 有 限 数 或 on) ГҮҮ! 


lim 14) = lim Ол). 
zg 十 g( z) аз ар Ë (т) 
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证 这 里 仅 对 lim Бү) = A 为 有 限 数 时 来 证 明 , 当 A 为 无 穷 大 时 的 证 
明 过 程 是 类 似 的 ( 留 作 习题 )， 

先 对 lim б) = lim g(z)=0 的 情况 进行 证 明 ， 

由 于 函数 在 + = a 处 的 值 与 xz_>a + 时 的 极限 无 关 ,因此 可 以 补充 定义 

Ха) = (а) = 0 

使 得 Бх р(х) [аата] ЖЖ} ЖЛ Е АРАЎ (x) 和 
я(х)ж[а,а+ а | E. Cauchy 中 值 定理 的 条 件 ,因而 YzE(a,ar+z)， 
J£C(a,zr),W E 


(z) Ea) fla) fú8) 
glz) 8(57)-8(а) gY 
当 z-~a+ 时 显然 有 ra+ .由 于 lim Гүн эь mua ха WA 


Fa) г е) Ela) 
lim (2) Ша түру = lim yta = Ша у. 


FER lim g(x) = o 时 的 情况 加 以 证 明 ， 
记 zo 是 函数 f(x) 和 g(x) 的 公共 的 定义 域 中 的 任意 一 个 常数 , 则 当 
rait, EEUNA 
g(z) 
Ка. а) уб) ва) 


g(x) glz) д\т) 
к(х)- (ху) /(х)-—- хо) 2-5) 


== BATI Bo) “За, алин. а а ee мин 
. 


-Ї1- 84) л) - Бл) 1 Ка) 
p glz) 1202) -gl£ gle)’ 
于 是 ， 

fix) -4|- [a - Elo) 84) Дш), {Czo _ 
glx) p glx) 18(5)-8( 6) g(z) 


Fix) fero) _ 
gir) ~ gizo) 


g( <o) . 
(х) 


‚ | Хад Aelod 
glx) 


<1- 


因为 lm 全 到 =A, 折 以 Ye>0， 了 p>0, 当 0<z-a<xp 时 ， 
Г) -4|< E. 


g (z) 
取 zo =a + 六 ,由 Cauchy PREH, YrEla, zo), 3 ёЄ (х, х) С(а,а+р) 
足 
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fle) - fü) Fe) 
g(x) ~ g(xo) g (E 


于 是 得 到 
flr) flea _ - AED 
gla) - gla) 017 HE A| <. 
又 因为 lim g(x)=%, 所 以 可 以 找到 正 数 8<5,Щ0<х-а<8 时 ,成立 
g (=o) fixy) — Ag( zo) 
1 _ р(х) Z < Е. 
FS КЖ,ШУє,>0,48>0,40<хж-а<8Ю, 
f(x) _ gizo), |/\х)- firo) _ 
ы al< | е\х)| 1и(х)- (ту) 
< 2є +e = łe, 
由 定义 ,可 得 


< 2, 


f zo) 一 Ag( ха) 


A+ zla) 


im ДЫ = A = lim 50). 
(z) (z) 


zat Ë Fe+ E 
证 毕 
从 定理 的 后 半 部 分 的 证 明 过 程 可 以 知道 , 若 当 rz 一 a+ 时 8(z) 一 co, 那 
么 此 时 对 fx) 的 变化 趋势 事实 上 没有 任何 要 求 .也 就 是 说 ,这 时 无 论 f(x) 


有 无 极限 \ 有 界 无 界 ,只 要 lim LZE, L’ Hospital 法 则 者 将 是 有 效 的 .所 


以 尽管 习惯 上 大 家 将 它 称 作 “ 守 型 ”, 但 实际 上 它 的 使 用 范围 可 以 扩展 为 “之 


型 "极限 , “x "代表 任意 变化 类 型 , 
以 上 结论 在 r*a- r>a 或 是 x 一 co( 包 括 + 吕 和 -0) 时 也 是 成 立 的 ， 
请 读者 自 证 . 


L Hospital 法 则 给 我 们 提供 了 求 几 型 或 习 型 极限 的 一 条 和 途径 

例 5.2.1 Rim 9822, 

解 这 是 入 型 

вэ 148440 „аш дов Хов ү PÍ), i L'Hospital 法 则 ,就 
可 以 得 到 


l cs2z 22 
= 


lim 
х0 


一 般 可 以 写成 如 下 格式 : 


— O. — 
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， 1 -cos 22 

ip opis 

(1 — cos 2z) 
(х2) 

дып со £ 
+ 


= lim 
гтэ 
=lim 
=l 


sin x 
Я 


=2 lim 
=2. 
W je НЕ ГЕН ЙГ,Г m 3k 8 B ЕМГХЭХ 8 6 ,运算 
的 步骤 是 完全 相同 的 ， 
= - arctan + 


例 5.2.2 Ж lim 2—1 


sin 一 
x 


Ж H L'Hospital 法 则 ， 


limeos x 
= 


а —— 
ып ин 
ñ 
1 
li ] + 2 
= fos 1)(- 2) 
cos |р .2 
x= ЫН 
1 Т 2 
一 Im 2 
зрә) 77173 


ERAT L'Hospital 法 则 之 后 ,所 得 到 的 lim БЕ о 型 或 号 型, 并 
НЯЖ Г(:)Я Z (e КИ R E m 5.2.1 的 条 件 ,那么 可 以 再 次 使 用 
L'Hospital 法 则 ,讨论 tan ГЕЗ 的 极限 情况 ,依次 类 推 ,直到 求 出 极限 为 止 ， 


z- tan t 
T 


P 5.2.3 求 lim 


© RELA h L'Hospital ЕЛ, 


mE h L зе ( 仍 是 人 型 ,再 用 L"Fospitdl 法 则 ) 


х = Зд? 


= lim Ž 2зес xtan х 
х-0 бх 


B 
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q 3 Ж or 


815.2,4 Ж im (о >0,b>0). 
дуг 4 сог 


E RECA Hlal =n( 记 号 [z]* 称 为 向 上 取 整 表示 不 小 于 z 的 最 
小 整数 ) ,反复 使 用 LL'Hospital 法 则 п 次 , 即 有 


lim = lim Z — 

тэврсэ ет гэхэ b е” 
= {ш gt 1) 4 22 
= шп 2 „ abr 


_ lim аба 一 anala n+l) 
= 0. 
这 说 明 当 zx->+ оо AKA а (а 21) 5 8 036 ВЯ x" 
相 比 ,都 是 更 高 阶 的 无 穷 大 量 .同样 我 们 可 以 导出 ,log? x 35 £ f K ЖЕ A РА 
数 z(d>0) 相 比 ,都 是 更 低 阶 的 无 穷 大 量 . 


”可 化 为 中 型 或 和 型 的 极限 
前 面 已经 指出 ,0 oo, 型 .co — сон 007 型 1" 型 ,0 型 等 类 型 的 极限 都 可 
以 化 成 驴 独 或 宇 型 ,下 面 对 每 一 种 类 型 举 出 一 个 例子 . 
(1)0- EWT ERE ot, Вр22 50. 
91 5.2.5 R lim х1а т. 


解 这 是 0: com, 
lim zin < = lim hz 
r+ xz—Ü+ 1 
т 
由 L'Hospital 法 则 ， 
1 
上 式 = lim 一 
Сл? 
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= 0. 
(2) оо — om 型 可 化 成 二 -二 型 ,再 通 分 变 成 ! mi гн. 


例 5.2.6 R lim (cor т -1). 
解 ”这 是 ee - ee 型 , 先 对 它 通 分 ， 


(5844 ZOR + — sin z 


= )= lim : 
sing z хэн жай х 


lim [z - +)= lim 4 
x=—Ü+ + rai 


т 


现在 它 已 被 转变 成 型 了 . 
由 1. Hospital 法则， 


lim (cot х — 1, = lim {асов z ЭШ z) 
parni Z b+ (тєп z) 


С05 r m sin £ — cos Ж 
m —— [F 
гэн an ж + ros t 


{3)co0 型 1° W (0 型 极限 
limf (л: )*#°© 
可 以 道 过 对 数 司 等 式 统一 化 成 
lim ев G) 
= lim еб Л) 
= em #00) Ду). 
这 里 的 lm glr) In Р) АУ О-оо, РАН) 5.2.5 所 示 的 方法 来 
REER. 
#1 5.2.7 Жїл. 
解 这 是 co" 型 ， 
lim mt 
гэ. НА 
= lim е" bm 
Ё нан 54 
_ ай nt 


HH L` Hospital 法 则 ， 
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1 in п й 
lim xin In — = lim £ 
тээ Ка гээ- 1 Р 
(=) 
21 (2) 
ш 2 * 
= lim E o 
гэ) 21 
12 
SHRI 
l 
= 0, 
于 是 
. 1 плюш 0, 
lim а= е" = е = і, 
5.2.8 求 lim (sin х)". 
+ 
E 这 是 1 型 ， 
lim (sm z) 
7+ 
= lim etn 了 jn sin г 
=< 
2 
шп tan xin яа = 
= 27" 


由 L Hospital 法 则 


lim tan rln sin т 


t+ 
= lim (In sin z) 
ын Мн (сої z) 


= lim — 5 Z —__ 
=+ sin х(— cs2 ж} 


=0, 
FË 
lim tan vin an x 
_ =: 1 
lm (sin ж)" =e = е = 1, 
r+ 


-一 一 一 Ñ 
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lim rlh z 
lim z” = lim e” =e™ , 
=+ „++ 
由 例 5.2.5, 
lim zn x =, 
„+ 
于 是 
lim Їп 
lim х7 = өч» = е = |. 
хн 


最 后 ,指出 使 用 L'Hospital 法 则 时 要 注意 的 两 个 问题 
第 一 , 当 їл EEI p Daa 2018 ЕВ 17 Hospital 法 则 ,否则 可 
能 会 造成 错误 


5.2.10 Жш 882. 
к=} — COS 5 


解 TETE BRECH Ви 


._ ТШ 
А + sm са 
. 1+sinz 1 Sn a 
lim + = = 2. 
z Í 一 cos х x 
r" 1— cos 


车 不 问 情况 地 贸然 使 用 L'Hospital 法 则 ， 


. + sl | 
lim 1 Sin T COS = 0, 


2-4 1 ~ cos = гу. sin > 
就 会 得 出 不 正确 的 结果 .因此 ,每 次 使 用 L Hospital 法 则 之 前 都 必须 对 极限 的 
类 型 加 以 检验 . 
єй 


Ж L Hosphal ВЭЦЯ # КЕП, А-0 558238, 5 lim 2 
时 , 它 的 值 等 于 im ДО ЭВ Аз EB EW, si LS 
ЧЕ? 请 看 下 面 的 鲍 了 于 


27052, 


01 5.2.11 Ж lim 


Ж авн наана тоо} 00827 =1+sinz 的 


ЕЕ, НЕИН im EOE 也 不 存在 的 结论 一 Е, ШЖ 


因此 ,lim Ож Ж шп LO Ва BATE, EN 
+g (3) r*a+ вх) 
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ЕЖА, 此 时 不 能 使 用 L Hospital 法 则 ,而 应 改 用 其 他 方法 来 讨论 


lim Ќа) 33 
—a+ (2) 
J @ 
1. 对 于 
1100 ова 
lim Ë '(z) ` 
的 情况 证 明 L'Hospital 法 则 . 
2. ЖТ, 
-e т. sin 32. 
(О sin z ` (2)lim tan да 
(3) lim (sin z), (im "2", 
гу. (w — 2r ) aa т" 
ln (їап 7х), . tan 3х. 
(5) lim р (1025) өш: tan + ` 
in (1-4 
(7) lim 工人 ; (g 180222), 
=+= агссо + = Вес Л — cos x ' 
A L), ceo 一 1 
(9)tim| In x x 1 ) t} (10)lim у? Ы 
Z _arctan > 
0401 . 
Ulim 了 (12) lim, Шин : 
sin 一 
T 
4, 
(13)limzcot 2z; (14)lim zet; 
(15)lm(z-—z)tn >; (16) lim { Žarctan z); 
. 1 шал | 1- 1 | 
иЗ өнө h) 
(19) ва (в) 3 (20)lim 2125. 
3. 说 明 木 能 用 L ' Hospital 法 则 求 下 刻 极 限 : 
rsin — + sln + 
(1)lim =, (2) lim =, 


гэ! Sing r+ — SID T 
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sin т + ë 


2 : 
(lim E+ Dsin z, (im 一 一 一. 


ШАЙТ (1+sin 25| 


ea), 
ко = š 
0, z = 0, 
其 中 g(0)=0,g (0)=0,z'(0)— 10.3 f (0). 
5. 讨论 函数 


1.1 
(a) бе 220, . 


е 2, + = Ü 


在 z=0 处 的 连续 性 . 


53 插值 多 项 式 和 Taylor 公式 


插 信 多 项 式 和 余 项 

本 节 中 我 们 用 中 值 定理 去 研究 用 一 个 多 项 式 近似 代替 一 个 复杂 的 函数 时 
所 产生 的 一 些 问 题 ,进而 导出 极为 重要 的 Taylor SA. 

多 项 式 是 一 类 比较 简单 的 函数 .在 理论 上 ,如果 能 用 多 项 式 近 伏 地 代替 某 
些 复杂 的 函数 去 研究 后 者 的 某 些 性 态 , 无 疑 会 带 来 很 大 的 方便 ,而 在 实际 计算 
中 ,由 于 多 项 式 只 涉及 加 \ 减 , 乘 三 种 运算 , 且 人 们 已 设计 出 了 不 少 针对 多 项 式 
的 高 效 快速 的 算法 ,因此 用 多 项 式 作 为 复杂 涌 数 的 近似 去 参加 运算 也 将 有 效 
地 节省 运算 莉 . 

自然 ,作为 “替身 "的 多 项 式 应 与 原来 的 函数 近似 得 较 好 .所 请 的 “ 较 好 当 
然 可 以 有 不 同 的 定义 ,比如 以 后 将 会 学 到 著名 的 Weierstrass 通 近 定理 : 闭 区 
间 上 的 连续 函数 可 以 用 代数 多 项 式 一 臻 通 近 .但 对 于 应 用 来 说 ,最 常见 的 要 求 
是 使 多 项 式 与 原来 的 函数 在 某 些 指定 的 点 上 有 相同 的 函数 值 万 至 若干 阶 导数 
值 , 这 样 的 多 项 式 称 为 原来 函数 的 插值 多 项 式 , 它 的 一 般 提 法 如 下 ; 

ТЕМ 5.31 884 (r) (а, AA m +1 F EJ хоолл 
А РИА fü) (z )(i=0,1,2, т, =0,1, n 10) 
已 各 的 ,这 里 


' 190 ` 第 五 章 ”微分 中 值 定理 及 其 应 用 


车 疮 在 一 个 4 次 多 项 式 p, (xz), 满足 如 下 的 插值 条 件 

рд) = Fr) (#=0,1,2,-,т, j=0,1,2,.,n, - 1), 
则 称 p. Сх) 所 z) 关 于 插值 结 点 (一 般 就 简称 结 点 Jroyz1 T, 的 nn В 
值 多 项 式 ,而 

г„(®) = f(r) — р„(х) 

HAERA. 

例如 , 若 在 xo、zi ,x2 、z3 2 4 AAA m=3), BA F(z) 的 函数 值 和 
若干 阶 导数 值 如 下 表 ， 


这 里 ,n; 表示 在 点 x, 处 所 知道 的 值 的 个 数 ,而 m 表示 己 知 ; 阶 导 数值 的 点 的 
个 数 (为 了 叙述 问题 方便 , 当 max( п) ун +1 У, ВИТА m=0). 显 然 
2, mj = >; ni = я +]. 
如 果 能 找到 一 个 10 次 多 项 式 加 of(z) ,在 这 4 个 点 处 相应 的 11 个 值 与 上 表 相 
同 ,那么 按 定 义 $.3.1, 它 就 是 FLz) 的 10 次 插值 多 项 式 . 

注意 定义 5.3.1 并 没有 要 求知 道 f(x) 的 表达 式 ,对 于 处 理 实 际 问题 而 
言 , 这 一 点 具有 特别 重要 的 意义 . 这 是 因为 在 实际 问题 中 ,人 们 往往 只 能 通过 
实验 或 统计 的 办 法 获得 要 考察 的 量 在 某 些 离散 点 上 的 值 或 是 变化 情况 (例如 ， 
在 天 文 观测 中 ,一 般 只 能 在 若干 个 离散 的 时 刻 测定 日 月 星 展 的 位 置 ), 用 数学 
的 语言 来 说 ,只 能 知道 未 知 函 数 在 某 个 点 集 上 的 函数 值 或 一 定 阶 的 导数 值 , 这 
时 ,用 插值 多 项 式 近 似 代 替 这 些 函 数 进行 分 析 、 研 究 和 计算 , 便 成 了 解决 问题 
的 有 力 手段 之 一 (有 时 甚至 是 唯一 的 途径 ). 

自然 ,我 们 马上 要 问 ,用 这 样 的 p. (x) 近似 代替 f(z), 精 确 程 度 有 多 高， 
或 者 说 ,插值 余 项 к„(х)= fz) -p(xz) 的 大 小 可 以 控制 在 一 个 怎样 的 范围 
内 ? 

利用 Rolle 定理 ,读者 很 容易 自行 证 明 下 述 结果 : 

引 理 KAH gr) 在 [e blt, Æla ,5) 可 导 , 在 [ab 内 的 名 全 不 
同 的 点 上 有 gr)=0, 同 时 看 这 1, АР ЕР, АЖЕ а (тх)=0,Ш д (z) 
在 [a,58] 内 至 少 有 Т-ТА. 
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下 面 导出 一 个 重要 的 理论 结果 ， 
Ж 5.3.1 (插值 多 项 式 余 项 定理 ) Ж /(” (zx) 在 [a, 6b] 连续 ， 
ArD(z) 在 (a BAE, МУ rE (а,Ь) ЕЖА АНЬ 


n+l} 


ralz) -FETAI e- e » 

ЖЕ f ЖАТР min(zo,zi, 7, ж, E)E шу  max(z0,Z1 Em E) 
之 间 的 一 个 数 ( 一 般 依赖 于 z). 

证 жа, БЕЖЕ Y z 从 为 某 个 插值 结 点 时 , 余 项 估计 
式 丙 端 均 为 0, 结论 已 经 成 立 ， 

Й zz; i =0,1,2,- m Ent 次 多 项 式 

amil) = | G а)", 
作 辅助 函数 
Фи) = SU) = рб) = “ЧН (в) = р,(®)1, 

kiwa Ч Lagrange P IRAE REDA E ИИ АИИ A ESMA 
w(t) 在 任意 z; 处 的 j 阶 导数 值 (j =0,1,…,n; 一 1) 为 

pla) = SMa) = PPa) - at [/(z) - 2,001 = 0 
此 外 ,还 有 

plz) = f(z) = p (z) = НЕГ ут) = plz)] = 0. 

所 以 ,使 p(t)=0 的 点 的 个 数 为 mo+1, 而 使 得 eO) (+) =0 的 点 的 个 数 
为 1j 1,9,9 +1. 

НЕ, ERE хув» ml Аф (1) РН mtm 个 互 异 的 零点 ; 
P (tf) 至 少 有 тоъ mtm- l 个 互 异 的 零点 …*… .用 数学 归纳 法 容易 证 期 ， 
H jn +1 时 ,在 区 间 [ хш, ты Са. ЭР рО) Em — +11 
ERME. 

当 j=n+1l 时 ， 

S m- (m+ +1= Sm = w = (п+1) - n = 1, 


所 以 ,至 少 应 有 1 个 点 ЄЄ (лыш, za) (请 读者 自己 考虑 ,为 什么 这 一 点 必定 
属于 开 区 间 ) ,使 得 

pE) = 0. 
因为 pa ?次 多 项 式 ,所 以 p 000) =0, о, о (0 n КВН 
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多 项 式 ( 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 ), 因 此 ог) = (n+1)1, 于 是 便 得 到 
0 = {душ ба) - сл (z) - b,(z)], 
也 即 


pala) = уба) Со) = Б еа). 
证 毕 
定理 5.3.2 满足 上 述 揪 值 条 件 的 插值 多 项 式 存 在 且 唯 一 ， 

证 捅 值 多 项 式 的 存在 性 可 利用 构造 法 证 明 , 参 见 下 面 的 例子 ,此 处 从 
由， 

Ë par) M qtz) 都 是 满足 插值 条 件 的 nn 次 多 项 式 ,考虑 p. (x) 一 
Par) BERI, x; 是 它 的 п; 重 根 ,将 п, BREA n 个 根 , 则 它 共有 
т = п +1 R. B р(х) q (ETER n 次 的 多项式 ,由 代数 学 基 
ЖЕЖ, р(х) etz) 只 能 恒 为 零 , 即 

Paiz) = 4,5), 
唯一 性 得 证 . 
证 毕 

Lagrange 插值 多 项 式 和 Taylor 公式 

常用 的 插值 多 项 式 有 多 种 类 型 ,我 们 这 里 只 介绍 最 重要 的 两 种 . 

по n = Ма, 1,) т=п 

这 时 ,n +1 个 插值 条 件 均 为 函数 值 而 不 和 包括 导数 值 , 即 p, (xz) 满 足 

bala = х), í = 0,1,2,",n, 
由 定理 5.3.1, 它 的 插值 余 项 为 


ntl} 


ЭСЭХ: БУ (r-r), £ € (ха, 2х). 


TERNERA ДЭН ОРНЫ Д REPRE > 次 多 
MA 4,(2),6=0,1,2,:-, я, 
q (z) = бу, 
《这 里 


称 为 Kronecker 记号 ,) 则 容易 验证 ， 
Pal) = 22 Каб) 
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就 是 满足 条 件 的 插值 多 项 式 { 由 定理 5.3.2, 它 也 是 唯一 的 ). 函数 g(x) о 
称 为 基 函 数 ， 

利用 上 面 已 定义 过 的 n+1 КЕД о, (х) ARI EE, Ж 
[q | (zr) оя 


= ( wasila) = гэ-5 k 一 Ü ] 2 ол 
х pw „зуб ТЕ) (ж — гә 


q (=) 


8 
于 是 我 们 就 得 到 了 р(х) n 次 插值 多 项 式 


л 


ХОРЭЭГ2016-55-1| 


ё-0 (= 一 х) 


ik 
这 被 称 为 Lagrange 插值 多 项 式 , 它 在 近似 计算 中 有 着 重要 的 作用 . 
{15.3.1 用 f(x)=Yz 的 二 次 Lagrange 插值 多 项 式 计算 v.15 的 近似 
. Ë. 
Ж Юала-1.5:51.21,х:51.44 53 Н НӨ ВЭ f(x)=vz 的 相 
WREED firo) =l, f(r) =1.1,/(х›)=1.2,15&.,4Н Lagrange 插值 公 
式 


f(x) == plr) 
_ (ec 1210-1400 үү, (z = 1)(z - 1.44) 
© (1-1.21)(1-1.44) "+ (1.21 — 1)(1.21 — 1.44) 


+1.2-- (= —1)X=z= – 1.21) 
© (1.44 -1)(1.44 — 1.21) 


==— 0.094 108 789x? + 0.684 170 901х + 0.409 937 888, 
H z=1.15 代 进 去 , 便 得 到 v1.15 的 近似 值 
V1.15 a p.(1.15) = 1.072 275 51, 
它 与 淮 确 值 的 差 的 绝对 值 ( 称 为 绝对 误差 ) 约 为 1.0x10™ ,而 由 插值 余 珊 信 
计 公 式 ,其 误差 约 为 
r,(1.15)| = ра 1р) 2.77 х 107%, 


uj M H 38128 И. 
二 .ma 三 区 二 1， т=0 
这 时 , 播 值 结 点 只 剩 下 了 -- 个 x6, 而 n+1 个 插值 条 件 成 了 这 一 点 上 的 各 
阶 导 数值 , 即 p. (x) 满足 
poro) = К? (50), ХЭЛЛЭЭ 
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考虑 上 次 多 项 式 
2 È 
(х) 一 Gn” Ë = 0,1,2,” aH 
则 显然 有 


(0) = OR, 


J AE z {ИН Г — 82090, fE 


Pakar) = У) (эда), 


易 知 p, (хә) ЇЙ R ЖҮН {Н ЖЫЙ. 

将 上 述 表达 式 代 人 /(х) = р, (х) + r, (r) HAREE 5.3.1 结果 , 便 
得 到 了 如 下 的 极其 重要 的 结论 ， 

定理 5.3.3( 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 ) H р(х) со ЛА 
域 有 n+1 阶 导数 存在 , 则 对 于 该 部 域 中 的 尾 一 点 х, 
fz)= px) +r (z) 


= f(z,) + f zaoz- zú) + Бай, - х.» 十 ш, — rn) 
++” гы) (z -= z)" + л, (к), 
余 项 8.00) RA 


rar) = гэ, 一 z)" ёх Яз ху 21.18]. 
上 述 公 式 称 为 f(z) 在 r= xo 处 的 Tayler 公式 , 它 的 前 ma+1 项 组 成 的 
多 项 式 р„(х)# РС) й п W Taylor 多 项 式 , 余 项 形式 


PCD ај 

(2 {Ех 和 xn 之 间 ) 称 为 Lagrange 余 项 . 

特别 地 , 当 n=0 时 ,上 式 成 为 

Кх) = fxg) + f (8)Xz ~ za), 

ё # z 和 zo 之 间 , 这 恰 为 Lagrange 中 值 定理 的 结果 .所 以 ,Taylor 公式 可 以 看 
成 是 Lagrange 中 值 定理 的 推广 . 

除了 上 述 的 Lagrange 形式 之 外 ,Taylor 公式 的 余 项 还 有 其 它 包 种 表示 方 
式 ， 

定理 5,3.4{ 带 Реапо 余 项 的 Taylor 公式 】 设 fx) 在 .ro 有 nn 阶 导数 ， 
则 存在 хо 的 一 个 分 域 ,对 于 该 邻 域 中 的 任 一 点 ,成 立 


Ка) а) + "(бе - хь) + 52850 сы) 


x — х0)? + (<= ~ 20) + 
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f(z,) 
t л! ( 


ъ= z)" trl), 


RA r, (x) 满足 
r (z) = o((x — x0)"). 

这 里 的 杂项 形式 7,(z)=ol(z — rp") 0 Реапо RA. BA, x>—= ro 时 ， 
满足 Lagrange 余 项 蕴涵 着 满足 Peno 余 项 , 即 前 者 的 结论 强 于 后 者 ,但 采用 
Peano 余 项 时 ,对 f(x) 的 要 求 也 比 采 用 Lagrange 余 项 时 稍 能 一 些 . 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 {习题 5). 

实际 使 用 时 ,我 们 经 常 将 Taylor 公式 写成 

flx + Az)= (х) + fF (rlAr+ 00) + гә 十 … 十 2) + 


‚К?к + Ar) лнн, дє (0,1) CF Lagrange 208) 


(m + 1)! 
或 是 
n) 
fir + Ах) = fiz) + flear + Ladan + CAs + + Ar + 
+ o(Az") ( 带 Peano 余 项 ) 
的 形式 . 


例 5.3.2 JH f(z)= 241 Taylor 多 项 式 计 算 v 1.15 的 近似 值 ,并 
将 结果 与 例 5.3.1 相 比 较 . 
E HT 


Ку -42, Рб) = 1 


4х’ 


аа 2 
P z Р(х) 
所 以 

10) «1, fa) =. га) --1. 
代入 Taylor 公式 并 取 ”=2, 则 得 到 


Vz = pr)= 1+ 30: -1) - 102 - 1)? 


шинэ 
ч, 

ян 
H 

wle од 


于 是 可 算出 
4 1.15 = pa(1.,15) = 1.072 187 5, 
它 与 准确 值 V1.15 = 1.072 380 53… 相 比 ,绝对 误差 约 为 1.9X10” ,而 此 时 


的 余 项 估计 为 


3 
10.15) = l aE Хаах, 
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与 理论 结果 也 易 合 得 很 好 ， 


ТЩЗ ”次 Гартапрс 插值 多 项 让 和 Taylor 多 项 式 的 性 质 作 一 简单 比较 . 

在 对 函数 的 某 些 形态 进行 理论 分 析 ( 尤其 是 在 某 个 定点 的 附近 ) 时 ,Taylor 公式 大 有 用 
武之 地 ,我 们 将 在 下 夯 一 节 着 重 讨论 与 之 有 关 的 一 些 同 题 .今后 ,我 们 将 会 越 来 越 深刻 地 
ЗАЛИВ, Tayor 会 式 是 最 有 力 的 数学 工 基 之 一 ,在 数学 的 各 个 分 支 中 得 到 广 证 的 使 用 ,其 作 
用 和 影响 是 Lagrange 1818 5201 5 Л Л ЯГ А 38:40. 

但 是 ,从 近似 计算 角度 来 说 ,Tayler 多 项 式 的 数 果 往 往 是 局 部 的 .因此 其 -- 般 似 对 z 
附近 的 > НЭЭВ ,计算 效果 随 着 х 远离 xo 急剧 变 坏 ;而 用 Lagrange 插值 多 项 式 计 
算 时 ,对 х 的 要 求 一 般 比 Taylor FARE RA S. 例如 对 于 “1.5, 用 例 5.3,1 中 的 
Lagrange 插值 多 项 式 算得 的 近似 公约 为 1 ,224 450, 用 例 5.3.2 中 的 Taylor 密 项 式 算得 的 
近似 值 约 为 1.242 187 5, 而 精确 信 是 

41.5 = 1.224 744…-. 

此 外 ,除了 一 些 非常 简单 的 函数 之 外 , 求 六 x) 的 商 阶 导数 是 一 件 令 人 让 而 生 世 的 工 
作 ,要 得 到 f(z) 的 各 阶 导 数 的 统一 表达 式 大 叫 是 可 望 而 不 可 及 的 第. 尽管 现在 已 有 了 一 
Hi TAYLOR, GRADIENT 等 符号 的 计算 软件 以 及 MATHEMATICA 等 计算 机 数学 系 
统 , 可 以 自动 完成 大 部 分 常 紧 钞 数 求 任意 阶 导 数 的 工作 ,但 其 计算 量 极 大 .而 Lagrange ЇЙ 
值 包 项 式 的 紧 次 形式 


L= „ер Ek T 


р(х) = >] ӘП za] 


却 很 容易 在 计算 机 上 实现 ,计算 效率 要 好 得 多 ， 

更 重要 的 是 ,对 于 函数 值 只 分 布 在 车 于 个 商 散 点 上 的 情 说 (这 在 实际 问题 中 大 量 存 
É). Tayor 公式 将 是 一 筹 葛 展 ,而 这 正 是 Lagrange 播 值 害 项 式 最 能 施展 身手 的 地 方 ,下 一 
章 中 要 学 习 的 数值 积分 公式 就 是 典型 的 例子 . 

总 证 言 之 ,这 两 种 极端 情况 的 揪 伪 多项式 个 取 尽 可 能 密 的 点 ,一 个 取 尽 可 能 高 
阶 的 导数 -- 一 各 有 特点 ,在 理论 和 实际 中 各 主 司 一 职 而 又 相辅相成 ,都 是 我 们 解决 问题 的 
EH TH. 

【附带 指出 ,为 了 更 方便 地 解决 基 些 特殊 的 问题 ,在 n+1 个 点 上 满足 

Pala) = flr), = 0,1,2, 
的 次 束 项 式 还 可 以 表示 为 不 同 于 Lagane 插值 多 项 式 的 其 它 形式 ,而 由 定理 5.3.2, 这 
些 不 同形 式 实际 上 表示 的 是 同一 个 多 项 式 . 这 里 统称 为 "Lagrange ЗЕ ЖДИ”, ЖИ ДИД 
区 分 了 .) 


53 # 
1. 设 /(5)-4:,8 5549 х=1,1.728,2.744,Ж f(z) 的 二 次 插值 多 
项 式 p(x ) 及 其 余 项 的 表达 式 ;计算 加 (2)(Y2 =1.259 921 0…). 
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2, 设 了 (zr)=27, 取 结 点 为 z= -1.0.1, 求 Af(z) 的 二 次 插值 多 项 式 


pa(z) 及 其 余 项 的 表达 式 ;计算 pof F | ,与 上 吓 的 计算 结果 相 比较 并 分 析 产 
生 差 异 的 原因 ， 
3. 设 ташы ОГЫ 


Р К (7 К 
Ka s % 


试 求 f(2,8) 的 近似 值 . 
4. 若 声 是 小 量 , 问 如 何 选 取 常 数 a ,b,c ,才能 使 得 af(x+h)+6f(x)+ 
сбх ВЫ 天 (zz) 近 似 的 阶 最 高 ? 
5. AIOE n 阶 导 数 , 证 明 OEA х 处 展开 为 带 Pean 余 项 的 
Taylor 公式 
Ка + Ах) = f(x) + f(z)Ax 
‚Ода ++ Paay tolar”). 


б. 将 n +1L 个 揪 值 条 件 取 为 所 有 结 点 上 的 区 数值 和 一 阶 导数 值 , 即 
pa( 工 ) 满 足 


= 0,1,2,*е, 
р (х) - f (=i), 1 2 


的 插值 多 项 式 称 为 Hermite 播 值 多 项 式 , 在 微分 方程 数值 求解 等 研究 领域 中 
具有 重要 作用 . 它 可 以 取 为 


azi 
A 


Л 


pala) = DF ri) 4005) + 000 Cr)], 


к=] 


8, 14002), ОС) =, 是 满足 条 件 
949 (2;) = ба [40 ( x.) | = 0, 1,5 = 0,1,2, L Ë а 


| n — | 


和 
n-i 


0 (т) = 0, 1 4:5(541 一 д, i,k = 0,1,25", 2 


的 基 函 数 . 试 仿照 Lagrange HASARRE gPa) P a 
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函数 在 x=0 处 的 Taylor 公式 

由 于 (х) хо 处 的 Taylor 公式 都 可 以 由 它 符 =0 处 的 Taylor 公 
式 作 适当 平移 后 得 到 ,因此 ,不 失 一 般 性 ,实际 中 我 们 更 多 考虑 前 是 冰 数 在 + 
=0 й Taylor 会 式 , 即 


f(z) = 1700) + fF (0)= + E0 2 0.2, .. 6 290). triz), 


21 了 十 


4 mD gr) n+1 


ralz} = (a + 1)! т, dE (0,1), 
这 也 称 为 Maclanrin 公式 ,下 面 我 们 先 求 几 个 最 基本 的 初等 函 教 在 x =0 处 的 
Taylor 公式 . 
例 5.4.1 R (5) =е х = 0 ДА Тауіог А. 


Ш 这 时 有 
Кх) = Р(х) = f'(z) = =+ flae, 
于 是 
РО) = f (0) = /7(0) = … = (0) = 1, 
因此 ,得 到 在 x = 0 Ж Taylor 公式 
е” = teti «Ён tra), 
它 的 余 项 为 


МО = тура, 0 € (0,1). 


例 5.4.2 KR f(z)=sin z #lf(z)=cos x {Ес =0 Ж Taylor 公式 . 
解 ” 先 考虑 /Or)=sin x. 
由 于 对 下 =0.1,2,… 有 


f(x) = sin{ z + $a) ; 


于 是 
0 Ё = 2n 
мо = f. | 
цас (= 1)”, ё-2н-1, 
因此 sin z Ел =0 ЖЕН Taylor 公式 为 
xŠ РЕ Р! 
sin x = х -+ 有 + (= 1)” Gn iD)! + Faak), 


相应 的 余 项 为 
2п+3 
Кон) = Ton + ay sin (в: + гал 28), 6 € (0,1). 


Oo pT nr 
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同 理 可 以 求 出 cos х 在 x 二 0 处 的 Taylor AR ШАШ y SIN 


2 4 2п 
cos = -+ + ranle) 
种 
zn +2 
ra т) = (2я + 2у!°% (gr + (nt 1)ж), @Є (0,1). 
5.4.3 R 02) = (1+) (a HEMKE z =0 #Ё Taylor 2 
式 . 
ж ”因为 


К) = (1+2) 1,20 = 1, 
f (0) = a(1+ z)° |, = а, 
F0) = a(a — 101+ ж) |, -o= a(a - 1), 


Юн аж 


ХЕР А.Н 
FEO) = а(а — 1): (a — k + 1). 
记 


并 规定 


(RAX а 为 正 整数 4 时 ， ї | Ч.яиентажиг на 
(1+ х)* = HE HE + |, |+ HG ++ р + т„(х), 
它 的 余 项 为 
raz) = |, ) ja + Өх) (z+) a ул+1, 0 Є (0,1). 


下 而 是 几 种 最 常见 的 情况 ， 
(a) Ч a 为 正 整 数 n В, ERRERA 
йж)" = Dj = Уб, 
к=й \Ё ¿=Q 
这 是 熟知 的 二 项 式 展 开 定 理 , 此 时 的 余 项 为 零 . 


(b) Ма» -1 时 , 易 知 | | C De 


200 · 第 五 章 ” 微 分 中 值 定理 必 其 所用 


l. aI r+ zi rt e+ (— 1) + r (х), 


I+ z 
余 项 为 


ralz) = (1y 6 € (0,1). 


т"! 
(1 + дұ ) "te 
(с) 当 a= 士 时 ， 


_ (1-22)(1—4)--(1-2(&®-1 


2%1 
> k=l, 
一 11 
这 里 , 记 导 
ып 42， 外 二 2а, 
k(k-2)(k-4) 5:3:1, k=2n+]1, 
因此 ， 
_ l 1 ,, 1'3 3 
+ 
一 [| 
(р Сн + (z), 
余 项 为 
_ 11 n+l 
rlr) = (= 1)" т СН (1 ‚огул 9 (0,1), 


(4) M a=- 511,4 А218}, 


[ 
— 
| 
к= 
— 

Эр 
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2132-1812 58 


21 
2 | = -六 ,因此 


УТ + 272 72-47 2.4.6" 
(с р" 9-10) 


Ол! 2 Tr (z), 


余 项 为 
tt а +1)!! хт 
"OD (а о" (OD. 
EERI 5.4.1.5.4.2 以 及 5.4.3 的 一 般 形式 是 最 低 限 度 需 要 熟 记 的 
Taylor 公式 ,一 方面 , 面 然 是 由 于 这 几 个 函数 本 身 都 非常 重要 , 男 一 方面 ,从 这 
些 结论 出 发 ,利用 换 元 四则 运算 , 求 导 待定 系数 等 方法 ,可 以 较 方 便 地 得 到 
几乎 所 有 常用 的 初等 函数 的 Taylor 多 项 式 ,而 不 必 很 繁琐 地 求助 于 定义 ， 
ТЕАТ ЕЛА И. 
15.4.4 Ж/(:)-2 Ж х»=0ЯЁН) n IK Taylor 多 项 式 . 
f 将 2* 写成 е2), A z = (16 2): 并 对 e* 1] 5.4.1 的 Taylor 2 
式 , 代 回 变量 即 有 
2 as] + (In 2)z + Cn 2)"z° 212 + Ча27 Бин мн (na't a 


5|5.,4,5 Ж /(z)= 2 — cos z 在 zx=0 处 的 4 次 Taytor 多 项 式 ， 
E 2и-1-сал, +—=0 RF и 0, FE 
V 2 cos Z= V 1 + (1 — cos z) 

= IF u 


2 
іж 9 tolu’) 


2 2 2 
= 1+ Hosa Осава, (( - eos z). 


由 于 


г? 


代入 上 式 , 得 到 展开 式 


2 4 
М2 —созх 1 + а — 54. 


3 
请 读者 思考 一 下 ,为 什么 不 能 将 六 2- cos z 642° E 


,再 对 
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1- == E 5.4.3 的 结论 . 


sin г 的 导数 是 cos x ,而 从 例 5.4.2 可 以 看 出 ,cos х  т ma 6214 
AN sin x 的 n + 1 IK Taylor 多 项 式 的 导数 ,我 们 要 问 , 这 是 否 是 一 个 一 般 
的 性 质 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 

定理 5.4.1 (с) то Е 1488 nt 8 5-8.8-4 81:60) л + 
1 次 Taylor 多 项 式 的 导数 惨 为 Р(х) п Ж Taylor 多 项 式 ， 

证 月 留 作 习 题 . 


这 个 性 质 给 我 们 带 来 很 大 的 方便 . 
例 5.4.6 求 f(z)=]n шин х=0 #07) п Ж Taylor 多 项 式 ， 
解 由 于 [ln (1+<x)] = panda: In (1+ z)ËJ n 1 Taylor 多 项 式 为 
a ` + ал", 
则 
[In (1 + И == а, + 2а›х + Зазух? + o + паа"). 
由 于 [ln (1+2) = 二 "而 让 例 5.4.3 СЬ), tin -1 К Taylor 多 项 
武 为 
Tri ааа (0) lr, 
比较 两 式 , 便 得 到 
¿TCD jangon 
疗 时 可 以 明显 看 出 
a = 31 = 0, 
因此 可 得 
х? ож? x „1 Z” 
BpB(I+z)=ez- y ty f tu +(-1) Pë 


例 5.4.7 R f(z)=arctan z 在 z=0 处 的 Taylor EWI. 
# HËD5.4.3 А0СЬ), 9 Taylor 多 项 式 为 


sete se TEDEN 
因为 (arctan х)' = 一 一 , 按 例 5.4.6 同样 的 方法 , 易 知 
БЭР Ш 
arclan z 2= ж 一 3 + с - =+(—1)” et 


函数 f(z) 在 一 般 хо 处 的 Taylor 公式 可 以 通过 对 它 在 x =0 处 的 Taylor 


— F - —- 
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公式 作 适 妆 的 变换 后 直接 得 到 ,而 不 需要 再 按 定 义 去 计算 ， 
例 5.4.8 求 f(z)=Yzx 在 x=1 处 的 nn 次 Taylor 多 项 式 ， 
注意 这 时 并 不 需要 象 例 5.3.2 那样 , 真 的 去 计算 /97(1). 
解 将 Vz 改写 成 XW 1+ {zr 一 1) ,用 例 5.4.3 的 (ce) 的 结论 , 即 有 ， 


Yr= V1l+(tr-1) 
-144(2-1)-ү ((6-19 8 1 
24 (2-3) 1 
2-1) Гэсэн 
Taylor 会 式 的 应 用 
Taylor 公 式 具 有 广泛 的 用 途 ,本 节 先 举 一 些 简 半 的 例子 . 
一 .近似 计算 


这 在 上 一 节 中 已 有 所 反映 ,这 里 再 举 几 个 例子 并 做 些 进一步 的 说 明 . 
例 5.4.9 Ве" 的 10 次 Taylor 多项式 求 e 的 近似 值 ,并 估计 误差 ， 
解 在 er Ё Taylor 公式 ( 例 5.4.1) 中 取 т=1,л 二 10, 则 可 算得 
2 3 шины 101 
= 2.718 281 801-- 
而 е 的 精确 值 为 e=2.718 281 828…, 因 此 这 么 算得 的 结果 是 比较 准确 的 . 
论 上 


дш] + {+ 


е 
141= (рет) <ñ .8 x 10-8, 


实际 上 的 4аг2,7х 10". ИВ 得 相当 好 

但 必须 注意 ,Taylor 公式 内 是 一 种 局 部 性 质 ,因此 在 用 它 进 行 近似 计算 
时 ,xz 不 能 使 远离 xo, 否则 效果 会 比较 差 , 甚 至 产生 完全 错误 的 结果 . 

如 在 In (1 + z)BJ Taylor 多 项 式 中 令 =1, 取 它 的 前 1 项 计算 In 2 的 近 
似 值 ,得 到 


~; 1 1 L l L. l 1(1 1 
ю2541-293 73475 7 67 7 819 10 
= 0.645 634 92--, 
1 2=0.693 147 28... ,误差 相当 大 . 查 如 改 用 其 他 Taylor 多 项 式 , 如 
п + = in (1+2) - (1-х) 
ды 2? z n-1] z z? 
sz -二 + 村- + (= 1) RI: 5-5 | 
_ SSE SE а 
Юм +Ë l 
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52542119 113) ]= 0.691 35--., 


取 前 四 项 则 可 达到 


244219 (1) 5(1) 4415) ]= 0.693 134 75%, 
效果 比 前 面 好 得 包 . 请 读者 通过 对 余 项 的 分 析 自 行 考察 其 原因 (和 留 作 习 题 ). 


更 有 甚 者 , 知 在 


1 жолоо 


РЭх-2, 2483] НЧ ДАЛЕЛ Яо — 1,{НЯ 98-21 E 
ЛЕЙ], ERAMA ЕНБЕК НЕЛДЖ. (产生 这 个 现象 的 原因 我 们 将 在 今 
后 学 习 级 数 时 青 深 加 研究 . ) 

Z RRR 

对 于 不 定型 的 极限 问题 ,一 般 可 以 采用 L Hospital 法 则 来 求 .但 是 ,对 于 
一 些 求 导 非常 繁琐 ,特别 是 要 多 次 用 L'Hospital 法 则 ,需要 求 出 高 阶 导数 的 情 
W. Taylor 公式 往往 是 比 L Hospital 法 则 更 为 有 效 的 求 极限 工具 . 


2 

一 这 

例 5,4,10 求 lin 2827—62, 
dm 人 4: 


їй 这 是 个 立 类 再 的 极限 .如 果 用 1. Hospital 法 则 , 则 分 子 分 母 需要 求 导 
4 次 ， 


lim 28-22 е : 
Ёлын ! Ж 
2 
КТ -sinz + ze ? 0 
ne 28 
£ = 
_ -E L ple 
=lim te же 2 (йз ж) 
? 
-4- 4 -二 
ор Яит-3:05 435 0 
= іт lAr ( 仍 为 0 型 
ЭГ cos х — 3e 2 +бук е T- r'e 2 
=Q 24 


— T. a s —- 
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但 若 采 用 Taylor уз, ‚| 


М2оТТЛЫГ БТ 
-四 2 
Ept e] a 
— бэ 127 
计算 过 程 就 简洁 得 多 了 . 


,2 ин 2 
815.4.11 Rlim 2 О а) бан cos = D 


解 这 也 是 个 人 类 型 的 极限 .由 例 5.4.5 和 例 5.4.6, 有 


4 
2 — cos r — 1 = - Ж + ofz4)》， 


6 24 
In (15:84) = шх - аш Фоо(зийх). 
用 
віл г = Е 一 а + ТО 
代入 , 即 有 
In (1 + siz) = z? -ŠE + (тё), 
TEË, 


. In (1+sin2z) — 6072 — cos z — 1) 
4 
z 


lin 
J 一 他 


Е 一 r + o(z9) |- 61.2 一 去 x 十 ofz4) | 


E г“ 
=- -L 
127 
这 道 题 者 用 L Hospital ИЖ Л ЕНЭ ,请 读者 自行 加 以 对 照 . 
三 . 求 曲线 的 渐 近 线 方程 


若 曲线 y= F(x) 与 直线 у=ак+& WENE r> + oR = — co iT 
Ж, 
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lm Са) - (ar + b)l1= 0 
或 
lim [ Хх) ~ (az + b)]= 0 
中 至 少 有 一 个 成 立 , 旭 称 直线 у= az 0 是 曲线 y= lr) -ЖЖ ЭН Са 
=0 时 称 为 水 平 渐 近 线 ,否则 称 为 斜 渐 近 线 .而 如 果 A(z) 在 x ATE EÉ 
a Ж +оо ~ оо, BIR sy 
lm j(z) = + оо, 
则 称 直线 *=a 是 .六 xz) 的 一 条 垂直 渐 近 线 . 
ЯВ Ч zx 一 +oe 和 一 oo 时 共有 两 条 不 同 的 新 近 线 ,比如 ,我 们 在 
中 学 学 习 解析 几何 时 就 知道 ,直线 y= + 是 等 轴 双 曲线 
у] 
HARRE. EA ЯК, H r— + ce 和 一 ee 时 并 不 都 有 渐 近 线 , 如 y=er 
当 z 一 -se 时 有 渐 近 线 =0, 而 当 z 一 + cop 788. 
利用 Taylor 公式 和 渐 近 线 定义 ,可 以 简便 地 求 出 曲线 的 渐 近 线 方 程 . 


例 5.4.12 Ж у-н yg. 


解 # у= а y=ar+ b MAER 


0 = im EH, — (ах + б) | 


lim m[(1 一 За)х — (3+ 3b) + o(1)], 


因此 有 a = 二 和 = -1, = ЕИ инин paw 


,= 于 -1 
请 读者 思考 ， 为 什么 这 里 不 直接 对 一 + 展开， 而 是 要 先 除 以 了 ,然后 再 对 
1 жил, 
1+ 


0] 5.4.13 Жу= Jr -r-r +189 Л A. 
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解 # у= т?-х°- т +1 + у у= асть, ЕЯ У 
0= (3 аав ас 6) 


хожа-1 


= lim | z? с» 


下 下 


lim -Шн| (1-3 5552-55-44) а] 


= lim] (1 - а)х – (3 + b)+ + о(1) |, 


因此 有 有 a=1 和 5= - 5. у= Zz 一 一 x 十 1 的 渐 近 线 方程 为 


р ч 
у= = - у. 


5.4.12 ЖИЙ] 5.4.13 的 图 形 请 见 下 一 节 的 图 5.5.2 和 图 5.5.3. 


ШИЛ 
外 推 是 一 种 通过 将 精度 较 饶 的 近似 值 进行 笑 当 组 合 ,产生 精度 较 高 的 近似 什 的 方法 ， 
它 的 基础 是 Taylor 公式 ,其 原理 可 以 简 述 如 下 . 
若 对 于 基 个 值 4, 按 参数 算出 的 近似 值 a1( 二 ) 可 以 展开 成 
alh) = a + суй + esh? + csh) + 
(这 里 先 不 管 с HARER) ЖАК анин ci (如) 就 是 
a (E) =d+ Тай + Теж? + Тен + е, 


аА) а ($ ВИ, 的 误差 都 是 O(h) 阶 的 . 
现在 ,将 后 一 式 条 2 减 去 前 一 式 , 便 得 到 


h 

2ail 5 )— alh) 
alh) = 0132) 0 =at dih? + аза + 

也 就 是 说 ,对 两 个 O РЕЛ ЕНИ ЕС СЛ, 8 ЕТ НА 
OCR RAEE аА) 这样 的 过 程 就 称 为 外 推 , ОХ ТЭВРЭН ”-44 8 723) 

者 进行 了 一 次 外 推 之 后 精度 仍 未 达到 要 来 , 则 可 以 从 az(5) 出 发 再 次 外 推 ， 

h 
4а› w! ma (h) 
as(h) 一 42) а 
得 到 ОСА?) ЛЕТИЯ a (A). РИНИТ k- 1 ER 
21а (+ )- аһ-1(А) 


= а + езд? + e ht + 


a (h) = = a + (BË) 


满足 预先 给 定 前 精度 . 
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外 推 方法 能 以 较 小 的 代价 获得 高 精 庶 的 结果 ,因此 是 一 种 非常 重要 前 近似 计算 技术 . 

我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 . 

吉大 很 早 就 知道 用 " 割 圆 术 ”, 吨 计算 圆 的 内 接 或 外 切 正 客 边 形 的 周 长 或 面积 来 求 圆 
АЖ ,我国 古代 科学 家 曾 在 这 方面 作出 过 巨大 的 贡献 ， 

例 5.4.14 单位 圆 的 内 接 正 ” 边 形 的 面积 可 以 表示 为 


S(h) = Pr sin hn), 


WR a=. 
按照 Taylor 公式 


_ 1 (2448 (2Ад))_ 
S(A)= 二 [2hr- 3! + s1 - | 


=r + сүй + cah + cho + e, 
因此 ,其 内 接 正 2n 边 形 的 面积 可 以 表示 为 
h 1 нт) (Ах)? 
ЕЕ 


1 й А 
=д+ 2918 + čah’ + 8485 +", 


用 它们 作为 的 近似 值 ,误差 都 是 O EAK. 
现在 将 这 两 个 近似 的 程度 不 驶 理想 的 值 按 以 下 方式 组 会 ; 


45(2)-500- 


h 
б) — r = 805) z) 
那么 通过 简单 的 计算 就 可 以 知道 


S(h) = w + dht + 4485 ХАС, 


h? ШЕШ Т! 也 就 是 说 ,用 ЗООЖ ЛИ ,其 精度 可 以 大 大 提高 . 
我 国 三 国 时 的 著名 数学 家 刘 微 兽 对 半径 为 让 的 圆 算出 
00 815) = 31328, 


10-8155) = зм б. 
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ВАЕ ЕН В", Га А”, ШЭРЕКНДЖ 82:38) 


100-5( 515) 5,689 дынан Ж 
i 64 36 
= Ту 525 + +20) 3.1416. 


后 人 发 现 , 他 用 的 增 量 引 与 Sakthi 5(- ) 的 修正 量 


8(5)-з(08) -348Ы-338 3 у 

3 3 5605 
HARE ЮАНИЙН ЕНЕ E Н T ЖЕ ipt kS ЖАК Ж. ШЖ 
单纯 由 加 的 内 接 下 多边形 的 面积 来 计算 , 那 要 算 至 圈 的 内 接 正 3 072 边 形 方 能 达到 这 样 的 
精度 ,计算 中 包含 将 许 多 开 方 运算 ,这 在 用 算 短 计算 (阿拉 伯 数 字 尚 未 待人 ) 的 瑶 亚 时代 ， 


其 工作 量 之 大 简直 无 法 想象 . 


(31421 


GIH TSA ЖЕКЕ ШҮ REW. 
例 5.4.15 证 明 ;e 是 无 理 数 . 


证 用 反 证 法 . 
假设 e 是 有 理 数 ,那么 显而易见 ,一 定 存在 充分 大 的 自然 数 m, 19 
(ml)e Еж. 
ТЕ e 8) Taylor АХ 
n ёт 
е” =1+z+ 丰 + крк кү а, 8 € (0,1) 


中 ,将 n Жут, ЗЕ x=1. 由 于 er 在 整个 实数 范围 都 满足 定理 5.3.3 的 条 
件 , 即 有 


a 
e=1+1+ġ+ + көр+ рд, 0 Є (0,1). 
WARRE m! ,使 得 到 
(ml)e = (т!)(1 +1 +5 + Я Л Ал аста 


Rp 


(mDle- (1+1 ужат 0) |= 2 ef 


2! 31 +1 
按 假设 ,等 式 的 左 端 是 正 整数 ， 
但 由 于 e* 是 单调 增加 函数 ,而 08 (0,1), 因 此 


1<е< 3, 
从 而 
1 е 3 
m+] mtl mtl 
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Et0, 切 ,也 就 是 说 ,上 述 等 式 的 右 端 决 不 可 能 是 正 


ТЭЖ,Үтэ 2,4 ЫН-5 
mtl 


整数 ,这 样 就 导出 了 矛盾. 
所 以 假设 @ 荐 有 理 数 不 成 立 , 即 е 是 无 理 数 . 
证 毕 


习 题 
І. 求 下 列 函 数 在 x =0 处 的 次 Taylor 多 项 式 及 其 余 项 ， 
(1) (х) = UER n=5; (2)f(z)=cos (=+а), п=5; 


(33 =) 5423 яах, п=5; (4)f/(z)=e0mz n=3; 
(5)f(r)=tan z, n=5; (6)/(xr}=ln (os r), n=6; 
MDa n=4; (8)/(z)=In EE, п =6: 
(9) х) = 1-22 + 25-01-3522, п=3. 


2. ЖТИ ERALA x 次 Taylor 多 项 式 ; 
(О) 5) = -2z'+3z2-2, жу= 1; (2) (х) = а z, хоё: 


ӨР: їл z; хол (4)/(z)=sin z, хое: 


(5)/(z)= к, ту=2 (6) (53557-1, xo=1. 
3. ҖУЯ УЛЕА АЖАЛ 97,108 ЯЛ 


№2 = 
比 用 
ln2 = ln (1+ =) 


效果 好 得 多 的 两 个 原因 . 
4. 利用 上 题 的 讨论 结果 ,不 加 计算 ,判别 用 哪个 公式 计算 х 的 近似 值 效 


果 更 好 ,为 什么 ? 
ло К m х5 үзнэ! 
(1) = arctan 15е] х=; +- 5 „+(—1)" Sp 2431). 


i 
Ti 


DF 一 4arctan 9 ~ arctan na (Machin A 


_ zà -. К a grt! 
мал 5+1) 211) 1 


r= 
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Деке} y 


5. 利用 Taylor 式 求 近 似 值 (精确 到 1077): 
(1)lg 11; (2%е; (3) іп 31°; 
(4)сов 89°; (5). 250; (6)(1.1)'2. 
6. 利用 函数 的 Taylor 公式 求 极限 ，; 


~J 


G 


ч 


、 еашт-д(1+ух), ， ata 2-2 , 
(CDlim = H (2) lim 2 ‚(а 20) 


G) 四 (过 -sezh， (4) ї (Y atat- 20) 
лаа (0) omii) 
(7) їл (/х318У/2-1-242) 
(8) lim | (42-424-2)6:-425-11, 


. ЭРЭ 4 L ТЕТЕ ЙОН ‚ЖЕТЕЛЕ ЖН ИП КЕ E, 


(Dy= (0)y= 722; 
(3)у=/6х1-8Вх+3; (4)у= (2+ z)ezi; 
(з=, (Oy=In HE; 

(T) y= ж + arccot zi (0)y Cri 
(9) y= arccos 1—55, (10)у=2 REEE 


ОЖ 0< r < 29369 三 Sin r, {n =1,2,:" ) , ШЕВ: 


(DJim z, = 0: (0) 2 Э(я—). 
(2) 设 >0, yr1= ln (1 + У, )(я = 1,2,:-.), ШЕВ: 
(фу, =0; (ü)y, ~ 2 (по). 


(HUK: 分 别 对 极限 lim 一 | 和 lim 守 应 用 Stolz 定理 ,】) 


3 >, 


对 例 5.4.10 中 的 外 推 的 近似 公式 


SW 
45 > 5(А) 


S= — 
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= n+ dht + dhb ++ АА" + ry (z) 


再 做 一 次 外 推 ,导出 883853. 
10, 利用 Taylor 公式 
ор уба) 
a (h )= = т 5 


= f'(z) + Fa, + Flap? ++ r (z), 
导出 求 (xz) 的 一 次 和 二 次 外 推 表达 式 ,( 这 是 数 信 微分 的 重要 方法 之 一 ). 
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导数 和 微分 (包括 微分 中 值 定理 ) 具 有 非常 重要 的 实际 应 用 价值 . 作为 人 
门 , 我 们 在 本 节 中 先 初 步 举 一 些 例子 ,使 读者 获得 一 定 的 感性 认识 ,并 能 够 举 
一 友 三 地 解决 一 些 简单 的 实际 问题 ,为 今后 进一步 深入 学 习 莫 定 基 础 . 

函数 作 力 

在 指定 的 坐标 系 中 作出 -个 给 定 的 函数 的 图 形 , 从 而 喜 观 地 得 到 它 的 某 
些 性 态 , 是 很 有 实际 意义 的 事 . 现 在 虽说 有 了 电子 计算 机 和 许多 数学 软件 ,可 
以 (用 找 点 法 ) 画 出 各 种 各 样 的 函数 图 形 , 但 用 分 析 的 方法 勾勒 出 函数 的 大 致 
形状 仍然 是 数学 研究 中 的 重要 手段 之 一 . 

画 出 函数 у= 7(xz) 的 大 致 图 形 的 这 程 一 般 可 分 为 以 下 几 个 步 又 ; 

(Dh f(x) 的 定义 域 和 整体 几何 性 质 如 奇偶 性 、 周 期 性 等 ,确定 函数 的 
不 连续 点 和 作 图 的 范围 .如 f(z) 是 奇 函数 或 侦 隐 数 ,那么 只 要 画 出 一 半 ; 而 
对 于 周期 函数 , 则 只 要 前 出 一 个 周期 就 可 以 了 ， 

《2) 将 作 图 范围 分 成 若干 个 单调 区 间 ,在 每 一 个 区 间 中 , f(z) 保持 连 续 地 
单调 增加 或 单调 减少 . 

划分 单调 区 间 的 界 点 显然 应 该 是 f(x) 的 不 连续 点 和 连续 区 间 内 的 极 什 
点 的 全 体 , f(z) 的 不 连续 点 已 在 第 (1) 步 确定 了 ,这 里 来 讨论 一 下 如 何 确定 у 
(z) 的 极 值 点 的 问题 . 

то 为 f(x) 的 任 一 个 极 值 点 ,除非 F(x) 在 zo 处 不 可 学 ,否则 由 
Fermat 引 理 , 必 有 / (хо) =0. 这 就 是 说 , f(z) 的 全 部 机 入 和 点 必定 都 在 使 得 广 
(x)=0 和 六 {x} 不 存在 的 点 集 之 中 .所 以 ,我 们 可 以 先 求 出 值得 广 (x)=0 或 
三 (z) 不 存在 的 所 有 点 ,再 进行 判别 . 

定理 5.5,1{ 槐 值 点 判定 定理 】 设 xo 是 f(z) 的 不 可 导 点 或 导数 为 零 的 

(1)# z HEERA F 三 (z) 存 在 , 则 
{i) 当 它 左 元 城中 有 (O20 ERPE /'(х)<0 时 ,ro 是 极 大 值 点 ; 
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(1) ВЛАК (е) 0,288 P F (2550 8 хо ARMES., 
(11) ДЖА (r) АУ, то PARIER. 
(2) 若 р(х) ro 处 二 阶 可 导 , 则 
С) (хо) ОВ, со AR KAES; 
(Ш) (ж) >0 时 ,zo ФА ЧЕ А 
(18) Са) =0 时 ,zo #ГЖ Ж ААВ ЕТЕ ЖЯ А. 

工 述 结论 请 读者 自行 证 明 或 举例 ， 

(3) 将 作 图 范围 分 成 着 于 个 保 凸 区 间 , Az) 在 每 一 个 区 间 中 保持 凸 或 凹 . 

在 函数 的 定义 域 中 ,函数 的 图 象 电 凸 转变 成 冲 或 由 止 转 变 成 西 的 “关节 
点 "的 横 誉 标 称 为 这 个 函数 的 拐点 ,如 xz =krn( 关 =0, 圭 1, 土 2,…) 就 是 函数 у 
=sin z 的 指点 .显然 ,要 确定 A(z) 图 象 的 占 凸 情况 ,必须 先 找到 С) Я 
点 . 

BR /(х›Е# д zo 的 左右 邻 域 中 二 阶 导 数 存 在 且 连 续 ,那么 由 
Lagrange 中 值 定理 的 推论 3, (xz) 在 zo 的 左右 分 域 中 一 定 是 反 号 的 ,由 极限 
的 保 号 性 ,除非 ALz) 在 zo 处 二 阶 导数 不 存在 ,否则 必 有 (хо) =0, 这 就 是 
说 ,A(z) 的 全 部 拐点 必定 属于 使 得 了 {xz)==0 和 f(x) 不 存在 的 z 的 点 入. 

所 以 ,我们 先 求 出 所 有 使 得 f'(xz)=0 fl 产 (Cr) 不 存在 的 点 ,然后 逐一 地 
考察 这 些 点 左右 充分 小 的 邻 域 中 产 (zx) 的 符号 ,进而 确定 РС) ТЕ шим 14) 
区 间 中 的 四 凸 的 方向 . 若 / (ж) хо 的 左右 邻 域 符号 相同 , 则 xo 不 是 拐点 ， 

4) 确定 f(z) 的 极限 情况 . 

即 求 出 Fz) 的 渐 近 线 ,包括 水 平 渐 近 线 、 冬 直 渐 近 线 和 斜 渐 近 线 (对 一 
个 给 定 的 取 数 来 说 ,可 以 共存 在 其 中 的 一 二 种 甚至 根本 就 没有 任何 渐 近 线 ). 
求 渐 近 线 的 一 般 方法 已 在 上 一 节 中 讲述 过 了 ,这 里 不 再 重复 . 

(5) 利 用 已 经 得 到 的 ah f(A 产 (z) 的 一 些 特 殊 点 ,将 РС) Е 
义 域 划分 成 车 于 个 单调 旦 保 凸 的 区 间 ,结合 前 面 (1) - (4) 得 到 的 结论 ,必要 时 
可 再 补充 计算 车 于 个 点 上 f(x) 的 值 并 定位 于 坐标 系 中 , 便 可 以 画 出 ЭГ 
大 致 图 形 . 

我 们 按 千 述 步 骤 来 作 几 个 函数 的 图 象 . 


例 5.5.1 E Ory BERMAN = усе тихи. 


解 因为 Ка) = е еа асе ХӨНДИЙ, 我 们 只 要 
2x 
考察 то) 就 可 以 了 . 
Ж Їл) Лү -RFRA Ме, A 
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z 


__—1_ „7 
f (z) = хе 


a 
f (=) = уе 


所 以 , 广 4z) 的 可 能 的 极 值 点 为 f (z)09 3 д х -0,Ч {д8 (х) Ж 
点 r=1. 

经 检验 , 广 (zr) 在 zx=0 的 右边 和 左边 的 符号 分 别 为 负 和 正 ,所 以 =0 确 
ЭЭЖ ООВ АЕ АЕ С) z=1 的 右边 和 左边 的 符号 也 分 别 为 正和 
1: ,所 以 z=1 也 确实 是 rA. 

这 样 ,我 们 便 可 以 得 知 f(z) 在 х->0 处 的 大 致 变化 情况 : 


(我 们 用 符号 “ \ "表示 函数 在 这 一 区 间 单 调 增加 且 思 ,” 人 "表示 函数 在 
这 一 区 间 单 调 增加 且 凸 ,“ y ARABER- KRAAM p Н [ñ ЭЭЖ 
жс кднда.) 

当 rof}, y= - =° -到 0)， 因此 y=0 即 x 轴 是 站 (zx) 的 水 平 渐 近 线 ， 


容易 看 出 , f(z) 不 再 有 其 它 的 渐 近 线 . 
利用 上 面 得 到 的 Az) 的 性 态 , 便 不 难 带 出 f(x) 在 右 半 平面 的 图 形 , 然 
后 利用 对 敬 性 , 误 引 以 作出 整个 Az) 的 图 形 了 (图 5. 5.1). 


以 后 学 习 概率 论 时 会 知道 ,y = Leig 个 非常 重要 的 函数 . 


_— 132 
05.52 在 Оху ин ау -FI ЖЕЕ. 


R 首先 可 以 知道 ,函数 ус) = н ИВТ = -1 之 外 
的 全 体 实数 , 它 的 零点 为 z=1. 
对 f(z) 求 导 ， 


Fa) = ас 2)(x + 1) - (z = 2 _ (z + 3)(z -1) 
7 3(z + 1)? Зх +12 ° 
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Р 5.5.1 


即 产 (xz) 有 零点 x=1 和 和 x= 一 3, 并 且 在 z= 一 1 处 导数 不 存在 . 

六 (x) 在 z= -3 的 右边 和 左边 的 符号 分 别 为 负 和 正 ,而 在 x= 1 的 右边 
和 左 过 的 符 导 分 别 为 正和 负 , 所 以 = —3 Ж ORARAA, z - 1 e f(z) 
的 极 小 值 点 ,由 于 += 一 1 不 属于 拨 z) 的 定义 域 , 因 此 它 不 可 能 是 (х) КО 
值 点 . 

FR (х) И, 


(ж) = TERENA 
即 知 六 xz) 只 有 一 个 无 定 祥 的 点 工 = 一 1, 而 没有 零点 . 
同样 ,z= – 1 也 不 可 能 是 ALzy) 的 拐点 ,但 因为 (Е) z= -1 的 右边 
атпен: ын яаж аж Ганаа. 
(-2)-3) -3 (-3-1) a 1(-Ы9) i |а,+=) 
ai sur 


нй 5.4.13, y= юмшидэнээ 
y= 地 -1 
又 因为 


(z 一 р? _ 
т зар 
ВИ х= -1 是 它 的 垂直 渐 近 线 ， 
根据 这 些 信息 ,再 求 出 若干 个 特殊 点 上 f(xz) 的 函数 值 ,就 不 难 画 出 f(x) 
的 图 形 了 (图 5.5.2). 


例 5.5.3 讨论 函数 у= 2-1 -х-108Н ЛБ дщ, МШЕ, 


。216 ， FiS ЖОР ЕВЫНМЫН 


| 
| 
| 
| 
| 
1 


1 
-TT 
| 
| 
| 
| 
| 


x=-] 


图 5,5.2 


点 和 渐 近 线 ,在 Оху 坐标 系 画 出 它 的 大 歼 图 形 . 
# ”因为 
а) VZ at] 
-Jz 12 Jz +1, 
所 以 fl AFA х= +1. 
对 /(х)Ж+. 
f= [Yr 1: z +1] 
1) 25 Žari тые 
3 t Feri? 
lX ADI D 
3 Jz- iJ (е +1) 


z+ — 


3 


7 ГЕ, (а +1)° 
因此 六 (zx) 有 零点 z= – ВАЕ z= +1 处 导数 不 存在 ， 
再 求 РО) ГЕЯ, 


А | 
У (2)= = 
Jx 0 + 132 
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JZ iJa t - 人 |， 1521) 
e 1\61, ТАЗ Уа лу Jari] 


3 JGP Jeri 
[=] 
1-(2 + 217+ 241) 
ОУ 


_ -8 
9-4 (z -17v (х +1)? 
ШП f(x) 的 二 阶 导 数 没 有 零点 ,但 在 z= tii 产 (xz) 不 存在 . 


Hf 5.4.14,y =V TT 一 x 一 十 1 的 浙 近 线 方程 为 
y = z — 2. 
在 Оху 坐标 系 中 标 出 (x) 章 若 干 个 点 ,利用 上 面 得 到 的 f(x 8 1 45, ET 
以 作出 F(z) 的 图 形 (图 5.5.3). 


图 5.5.3 


Je: (ë oj Bš 
在 自然 科学 .生产 技术 ,经济 管理 等 领域 ,经 常 需要 研究 如 何 花费 最 小 代 
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价 去 获取 最 大 收益 的 问题 ,在 许多 情况 下 ,这 可 以 归结 为 数学 上 的 求 一 个 (或 
一 组 ) 给 定 函数 在 其 定义 域内 的 某 个 范围 内 的 最 大 值 或 最 小 值 的 问题 .现实 问 
是 归结 的 函数 一 般 至 少 是 由 有 限 段 连续 一 数组 成 的 , 它 的 考虑 范围 也 总 是 在 
= “个 有 限 区 域 中 ,因此 这 且 一 个 闭 区 间 上 的 有 限 分 段 连续 枉 数 的 最 值 问题 ,其 
解 是 一 定 存在 的 . 

理论 上 ,若是 能 将 给 定 晒 数 在 指定 范围 的 图 象 用 上 面 讲 过 的 方法 作出 来 ， 
那么 它 的 最 值 点 就 一 日 了 然 了 ,问题 也 就 随 之 迎刃而解 .但 实际 上 ,单纯 就 求 
解 最 值 问 题 而 言 , 并 不 需要 兴 师 动 众 地 去 给 出 西数 的 图 象 , 只 要 将 可 能 成 为 最 
值 点 的 那些 点 拿 来 ,逐一 求 出 它们 的 函数 值 并 加 以 比较 就 可 以 了 ， 

显然 ,对 一 个 闭 区 间 上 的 函数 .A(zr) 来 说 ,区 间 的 两 个 端点 是 有 可 能 成 为 
它 的 最 值 点 的 (以 后 我 们 还 会 学 到 ,有 一 类 函数 的 最 值 点 只 能 在 区 域 的 边界 上 
达到 ) 园 时 ,车 最 值 点 属于 区 间 的 内 部 , 那 它 一 定 是 函数 的 极 值 点 ,因此 ,我 们 
只 村 按照 上 述 第 (2) 点 找到 所 有 使 得 F(zJ=0 或 上 (z) 不 存在 的 点 ,再 加 上 
区 间 的 端点 ,从 中 找 出 函数 值 最 大 或 最 小 的 点 就 可 以 了 ， 

例 5,5.4 装 饮料 的 世 拉 既是 用 铝 合金 制造 的 , 龟 身 (侧面 和 底部 ) 用 整 
块 材料 拉 制 而 成 , 顶 盖 是 另 装 上 去 的 ,为 了 安全 , 顶 盖 的 厚度 是 炙 身 厚度 的 三 
信 . 问 如 何 确定 它 的 底 而 半径 和 高 才能 使 得 用 料 最 省 ? 


— 


图 5.5.4 


解 “ 设 锥 身 的 摩 度 为 8, 则 顶 羡 的 摩 度 是 3 
沁 易 拉 锥 的 容积 为 V= 常数 ,底面 半径 为 r А А 17, TEMAN 
用 料 (体积 ) 为 
(0) = Blnr? + 2nrh) = (кг + 21), 


Шш m BJ НВР] 
17,05) = 38°, 


АЕ ИРК Bs д 


55 可 用 举例 29. 


Ur) = Ullr) + U(r) = 9 (аяг? +2 


ТЕ (0, + 吕 ) 中 的 最 小 值 . 
对 UGR, 


2 


r 


U (r) = 28|4rr 一 5). 
" 


因此 U (к) СО, +o) RAE EA ro - 蕊 , 而 没有 导数 不 存在 的 点 同 
时 ,对 17 (О) ЖЕ. ЯҢ 

U(r) = 48(244-5) »0, r € (0, +9), 
所 以 ro 是 UCr) 的 最 小 值 点 ， 


这 时 ,相应 的 高 为 
ша dnra 
n р S 37 


也 就 是 说 , 当 它 的 高 为 底面 直径 的 2 ENAERE ETHE- T, EA 
实际 使 用 的 易 拉 缸 是 否 按 这 样 的 比例 设计 的 . 

用 同样 的 方法 可 以 推出 ,着 圆 柱 形 有 盖 容 器 的 外 表面 是 用 厚薄 相同 的 材 
料 制 成 的 ,那么 当 它 的 谍 面 直径 和 高 相等 的 时 候 用 料 最 省 { 参 见习 题 12), 许 
多 圆柱 形 的 日 常用 品 ,如 滞 口 标 \ 保 上 暖 桶 等 ,都 是 采用 这 样 的 比例 (或 近似 这 样 
的 比例 } 设 计 的 . 

利用 求解 最 值 问题 还 可 以 获得 一 些 重 要 的 理论 结果 . 

例 5.5.5 设 一 辆 汽车 在 平原 上 的 速度 为 wi ,在 草原 上 的 速度 为 v W 
要 求 它 最 快 地 从 平原 上 的 A 点 到 达 草 原 上 的 B A, REALE? 
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解 显然 ,在 操 一 种 地 形 上 ,汽车 应 没 直 线 行进 ,所 以 它 从 内 到 B 的 运动 
罗 迹 应 是 由 两 个 直线 段 组 成 的 折线 . 
设 汽车 的 轩 迹 如 图 $.5.5 所 示 , 那 么 它 的 整个 行驶 时 间 应 为 


T(z) = МА + а? Ул + (1 — х} 
1 02 | 
求 它 的 极 值 点 ro 
T (zo) = 1- х0 


Z= 
_ 3 — — — Ud 
vv hit +Š vy h3 + (l х0)? 
即 满足 
30 ‚ 1- ту 


u, V hi + zŠ E usy + (4 — ro 
НТҮхЄ!0, 1,8 


T'(z) = 


hi 15 
o) V hi + 22 i vaN hš + (l — zY 20, 
因此 хол 个 (x) 的 唯一 的 级 小 值 点 ,也 就 是 它 的 最 小 值 点 . 

将 “汽车 " 换 成 一 束 光线 , “平原” 和 "草原 换 成 两 种 不 同 的 介质 , 即 得 到 光 
学 中 著名 的 折射 定律 


这 是 因为 光线 总 是 走 “捷径 ”的 . 当然 ,也 可 以 和 倒 过 来 说 ,折射 定律 不 光 运 用 于 
光学 ,也 适用 于 其 它 一 些 本 质 上 与 它 相 同 的 问题 { 参 见习 题 16 和 17). 

最 值 问 题 也 在 社会 科学 的 许多 方面 ,尤其 是 经 济 活动 分 析 中 得 到 了 广泛 
的 应 用 ,因为 经 济 活 动 中 最 重要 的 月 标 之 一 ,就 是 用 最 小 的 花费 去 万 取 最 大 的 
利润 ,下 面 我 们 来 举 一 个 已 对 实际 情况 作 了 大 大 简化 的 例子 . 

8|5.5.6 对 产品 从 生产 到 销售 的 过 程 进 行经 济 核算 时 ,至少 要 天 及 到 
三 个 方面 的 问题 ;成 本 ,收益 和 利润 . 设 产量 为 日 , 则 总 成 本 C(Q) 一 般 可 以 
表示 成 两 部 分 的 和 

C(Q) = f+>(Q) - Q. 

这 里 , f£>0 称 为 固定 成 本 (如 厂房 和 设备 的 折旧 .工作 人 员 的 工资 .财产 保险 
费 等 ) ,一 般 可 以 认为 与 产量 的 大 小 无 关 ,而 wfQ)Q 称 为 可 变 成 本 (如 原 材 
料 ,能源 等 ),v{Q) 是 一 个 正 值 肖 数 ,表示 在 总 共生 产 Q 件 产 品 的 情况 下 ,每 
和 牛 产 一 件 的 可 变 成 本 ,最 简单 的 情形 是 v(Q@)= wv( 正 常数 ). 

CHEFA C (QQ) 称 为 边际 成 本 ,其 经 济 学 意义 是 在 总 共生 产 Q 件 产 
品 的 情况 下 ,生产 第 Q 件 产品 的 成 本 ， 
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总 收益 E(Q)= p(Q): Q 是 指 把 QQ@ 件 产品 销售 出 去 后 得 到 的 收入 ,这 里 
p(Q@) 称 为 价格 孙 数 ,表示 在 总 共生 产 Q 件 产品 的 情况 下 ,每 件 产品 的 销售 
价格 ,一 般 说 来 ,生产 量 越 大 ,每 件 产品 的 价格 就 越 便宜 ,因此 p(Q) 是 忆 的 
单调 减少 函数 ， 

ЕСО Е (QQ) 相 应 地 称 为 边际 收益 ,其 经 济 学 意义 是 在 总 共生 产 
销售 了 Q 件 产 品 的 情况 下 ,销售 出 第 Q 件 产品 所 得 到 的 收入 . 

总 收益 减 去 总 成 本 便 是 总 利润 . 将 利润 画 数 记 为 PEQ), 则 

P(Q) = E(Q) - CQ), 
当 五 (办 ) 和 CQ) 二 阶 可 导 时 ,利用 Lagrange 中 值 定理 的 推论 2 ,就 可 以 得 到 
经 济 学 中 的 “最 大 利润 原理 ”: 

“ 当 且 仅 当 边际 成 本 与 边际 妆 益 相等 ,并 且 边 际 成 本 的 变化 率 厂 于 边 

际 妆 益 的 变化 率 时 ,可 取得 最 大 利润 .” 

这 里 的 第 一 个 条 件 即 为 

P'(Q) = E (Q) - C'(Q) = 0, 
而 第 二 个 条 件 可 表示 为 

P(Q) = EXQ) - C'(Q) < 0, 
请 读者 自行 思考 它们 的 经 济 学 意义 ， 


比如 , 某 产品 的 价格 p(Q)=a -6Q [a ,b>0,Q<2 |, С(0)-/ 

+ zQ ,于 是 利润 
P(Q)= E(Q) - C(Q) 
=- bQ? + la- т) - f, 

要 使 得 整个 生产 经 营 不 亏本 ,显然 在 定价 时 须 保证 a - o>0. 

容易 算出 , 当 产 量 Qo= 9 МЖР (06)-0 和 P(Qo)<0, 这 时 所 获 
取 的 利润 为 最 大 ， 

从 数学 角度 讲 , 经 济 活动 中 的 最 值 问题 与 其 他 类 型 最 值 问题 本 质 上 是 相 
同 的 ,因此 ,读者 不 难 举一反三 ,用 类 似 的 数学 原理 和 数学 工具 去 分 析 求 解 这 
一 类 问题 (参见 习题 18 和 19) ,这 里 不 再 详细 展开 了 

数学 建 模 

随 着 科学 技术 的 发 展 , 越 来 越 多 的 人 认识 到 了 “高 技术 本 质 上 是 一 种 数学 
技术 "这 一 精 腑 的 观点 ,过半 个 世纪 以 来 ,数学 与 电子 计算 机 技术 相 结 合 ,在 解 
决 自然 科学 工程 技术 乃至 社会 科学 等 各 个 领域 的 实际 问题 中 大 显 身手 ,取得 
TARER. 

S Ez Ж ERRER 8 К 55 88 ЖЕ ENA E 
HE, 去 伪 存 真 "的 深信 分 析 和 研究 ,归结 为 一 个 相应 的 数学 问题 ,这 个 过 程 称 


一 -一 -~ 二- re mÁ Yo 
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为 数学 建 模 , 所 得 到 的 数学 问题 称 为 数学 模型 . 

数学 建 模 可 以 使 用 多 种 数学 方法 ,其 至 对 同一 现实 问题 可 以 建立 不 同形 
式 的 数学 模型 ,而 其 中 最 重要 、 最 常用 的 数学 工具 是 微分 .作为 数学 建 模 过 程 
的 示例 ,这 里 我 们 利用 已 学 过 的 微分 知识 ,来 导出 一 些 简 单 的 数学 模型 , 在 本 
者 的 以 后 各 部 分 中 ,我 们 还 将 利用 新 的 知识 导出 一 些 较为 复杂 的 数学 模型 ,并 
设计 一 部 分 习题 ,为 读者 今后 系统 地 学 习 数 学 建 模 疯 定 基础 . 

例 5.5.7(Malthus АГ Л) 8оС)Я Л КИЛ П9 5.22 
由 第 四 章 的 §2, 该 地 区 在 单位 时 间 中 的 人 口 增长 数 , 即 人 口 增长 速率 应 为 人 
口 数 量 函 数 的 导数 р (г). 

显然 , 某 一 时 刻 的 人 口 数量 越 多 ,在 单位 时 间 中 的 人 口 增长 数 也 就 越 多 . 
通过 对 当时 的 资料 分 析 ,Malthus 假定 这 两 者 成 比例 关系 , 设 比例 系数 为 AC} 
以 由 己 有 的 资料 定 出 ) ,于 是 他 在 1798 年 提出 了 人 类 历史 土 的 第 一 个 人 口 模 
型 

Им = Ар(ї), 

р(:4) = фо. 
RE, A p (1) 5АР(УЗЕЧ Н ЖАПЕ НУН КС ЧИН Л) Л ЇЕ 251859) 
方程 ,而 “p(to) = ро 称 为 微分 方程 的 初始 条 件 , po 代表 在 某 个 给 定 的 如 时 
刻 的 实际 人 口 数 . 

Жр (1)= po 写成 微分 形式 
Ф = Adz, 

А H 3: 4" Pa pR 8 

Рр) = glt) 
两 边 求 微 分 的 结 困 ,由 一 阶 微分 的 形式 不 变性 和 基本 初等 函数 的 微分 表 , 即 得 

Кр) =]n p+ C, р) = +C, 

C 是 任意 给 定 的 常数 . 于 是 

[n # = Mà + C, 
也 就 是 

р = Се 

C=ec 还 是 任意 常数 (一 般 仍 记 成 C). 令 上 = 加 并 利用 初始 条 件 p(t0) = 
Po: 可 以 定 出 

С, = ре “n, 
最 终 得 到 人 口 数 量 函数 

ДОРО Жа 
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”以 上 求 未 知 函数 p(t) 的 过 程 称 为 解 微 分 方程 ,其 结果 “p(1) = роё 7 
为 该 微分 方程 的 满足 初始 条 件 的 解 ， 

实际 问题 所 归结 的 数学 模型 一 般 都 以 各 种 微分 方程 的 形式 出 现 ,因此 以 
后 将 会 有 专门 的 课程 来 讨论 微分 方程 及 其 求解 的 问题 ,下 面 我 们 再 举 一 个 简 
单 的 例子 . 

例 5.5.8 在 供水 .化工 生 产 等 过 程 中 ,都 有 一 个 对 液体 进行 过 滤 , 除 去 
ig Te BJ 21-28 现 以 过 请 式 净 水 器 的 使 用 为 例 , 来 建立 相应 的 数学 模型 . 

要 对 液体 进行 过 滤 , 首 先 要 设置 一 个 由 过 渡 物 质 组 成 的 过 滤 雇 ( 称 为 滤 
芯 ). 在 过 滤 的 过 程 中 ,水 中 的 杂质 沉积 在 过 滤 记 上 ,也 成 为 过 滤 记 的 一 部 分 . 
假设 杂质 在 水 中 的 含量 和 进 水 的 压力 都 是 常数 ,那么 杂质 沉积 的 厚度 与 果 积 
的 总 滤 出 流量 Q(t) 成 正比 ,同时 ,流速 的 减少 与 杂质 沉积 的 厚度 也 成 正比 、 
车 设 初始 时 刻 的 流速 为 go, 由 导数 的 意 闵 即 知 г 时 刻 的 流速 应 当 是 Q(t), 从 
而 流速 的 减少 量 为 ай! (2), 由 上 所 述 , 它 应 与 总 滤 出 流量 Q(t) 成 正比 . 
这 样 , 就 得 到 了 它 的 数学 模型 为 | 

{о = qo- AQ(1), 
000) = 0. 
作 代 换 О, = go 一 AQt1), 便 有 
19 = – Q (t), 
Q (0) = 405 

这 是 关于 Qift) 的 微分 方程 , 它 与 例 $.5.7 所 得 到 的 微分 方程 的 形式 完全 相 
Fl. 

采用 例 $.5.7 MEAE, TER 


Q, (t) = дуе“, 
ВИїЗ5| Ж НИЛ ХЕ НИ Ж фо 
000) = Ela- 9100)) = BA ~ e*). 
因为 
. _ 90 
lim Q(z) = 
和 
lim QG) = 0, 
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滤 多 少 ,其 流出 的 总 量 是 有 上 限 刀 的 .在 流量 接近 这 个 上 限 的 时 候 ,其 流速 将 
趋 近 于 零 ,也 就 是 说 ,此 时 杂质 已 沉积 得 过 厚 ,需要 清洗 或 更 换 小 芯 了 ， 
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2) ЛЭ 
1. 求 下 列 函 数 的 极 值 点 ,并 确定 它们 的 单调 区 间 ， 
(1)у-217-322-12х41, (2)у=ж+ыпх; 
(3)y=v z ln z; (4)y=x"e * (xZ20); 
3, 

二 _ 工 -之 ， 
(5)y= (2-2) + (6)у= +733 
()у=3т +2, (220); (8) у= х (1+2); 
(9) у= соўс + sinix; (10) у= arctan т - x; 
(1)у= 267 +e; (12)y=2- (= 102; 

1+3= 1 
(13) = Н 14 = Хх, 

аза 10 
2. Ж ҮРНЭ, ЖЕРЕ E AEL БС [Н]; 

(1)y= 一 2 二 322 【23 三 工 十 Sin л; 

(3)»усу 14-25: (4)y= ze"; 
zt 1-22. 

(5) у= (2-2) ' (6)y= Tr; 

(7)y= arctan х х; (8)у= = - (1+ =), 

(9) у= (х + 0) +e; (10) у= (1+ х2); 

(11) уе 1; (12) у= х+м z-i. 


3.(1)# f{x) 在 zo 处 二 阶 可 导 , 证 明 ; f(z) 在 xo 处 取 到 极 大 值 ( 极 小 
值 ) 的 必要 条 件 是 F r0 B (зо) ОС (za )2>0). 
(2) 证 明定 理 5.5.1 的 第 二 部 分 . (提示 :利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公 
A) 
4.48 /(х)=(ж—а)'ф(х),ф(х!Еж=а ЖН р(а) 0 HE Р(х) 
在 z=a 处 的 极 值 情况 . 
5. 设 Frz) 在 =a 处 有 7z 阶 连续 导数 , 且 关 (ce)= 厂 (aa)=…= 
Р"! (а)-0, 7 (а) 0,6 f(z) 在 z=a 处 的 极 值 情况 . 
6. 证 明 曲 线 y= на-на ют. 
7. 如 何 选择 参数 А 20,855 
_ h - 
y г 


É r= to(s2>0 为 给 定 的 常数 ) 处 有 指点 ? 


24 
h r 


њан 
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8. K y= -条 一 在 扣 点 处 的 切线 方程 


9. 在 Ory 坐标 系 作出 下 列 函 数 的 大 致 图 形 ( 渐 近 线 方程 可 利用 上 一 节 
习题 9 的 结果 ): 


а^. 20-28 
(у=; у=, ын 
1 
(3)у= у 6z2—-8+r+3; (4) у= (2+ zje; 
(у=, (6)у= 12 


(7) у= х + атссос z; (8) у= (ж 2) (+1); 
(9) у= arcos 225, (10)у=2У -y 2-1, 


4 
14-27 


10, 求 下 列 数列 的 最 大 项 : 


ofh, (fnt. 


11. 对 a ETna 次 测量 后 获得 了 个 近似 值 {a 4， ,现在 要 取 使 得 
S Car - 8) 
达到 最 小 的 & 作为 a KERLE, E 应 如 何 取 ? 
12. 证 明 : 对 于 给 定 了 体积 的 圆柱 形 , 当 它 的 高 与 底面 的 直径 相等 的 时 候 
表面 积 最 小 
13. 在 底 为 a 高 为 及 的 三 角形 中 作 内 接 年 形 ,矩形 的 一 条 按 与 三 角形 的 
底 边 重合 , 求 此 矩形 的 最 大 面积 
2 2 
м.ЖИВЗЭН Л + 25 = L, + ЗЕТ АЗЕ. 
15, 将 一 块 半径 为 + 的 贺 铁 片 剪 去 一 个 圆心 角 为 9 MARERE 
s, 8 为 何 值 时 漏斗 的 容积 最 大 ? 
16. 要 做 -个 容积 为 V 的 有 盖 的 圆柱 形容 器 ,上 下 两 个 底面 的 材料 价格 
为 每 单位 面积 a 元 ,侧面 的 材料 价格 为 每 单位 面积 天 元 . 问 直 径 与 高 的 比例 
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为 多 少时 造价 最 省 ? 

17. 要 建造 一 个 变电站 Мр А,В 两 地 送 电 (图 5.5.6),M ЗА 之 间 的 
电缆 每 于 米 a 元 ,与 B 之 阅 的 电缆 每 千 米 上 元 , 问 变 电站 造 在 何 处 能 使 总 投 
资 最 小 ? 

18. 洗 过 的 衣服 合 有 洗衣 粉 残 液 , 现 用 总 量 为 Am 的 清水 漂洗 ,漂洗 一 
遍 再 甩 下 后 衣 路 上 有 ап? 的 水 分 ， 

( 山 老 规定 漂洗 两 遍 , 问 如 何 分 配 两 次 的 用 水 量 ,才能 使 漂洗 的 效果 最 好 ? 

(2) 者 规定 每 次 漂洗 的 用 水 量 相同 , 问 分 儿 遍 漂洗 才能 使 漂洗 的 效果 最 
好 ? 

19. FERA ARA m 1 万 件 , 每 批 进货 需 运 输 等 费用 100 元 ,而 每 件 每 
日 的 库存 费用 为 0.05 元 ,车 销 售 量 是 均匀 的 , 且 每 批 销 完 后 立即 进 下 一 批 货 ， 
[а]: 

(1) 若 规定 每 月 进货 两 次 , 问 每 次 进货 多 少 才 能 使 总 费用 最 少 ? 

(2) 阁 规定 每 批 进 货 的 数量 相同 , 问 分 几 批 进货 可 使 总 费用 最 少 ? 
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解析 方法 和 数值 方法 
求解 函数 方程 
Кж) = 0 
О РОГОВА i Оа Н х" ,使 得 满足 
Гбх") = 0, 
这 是 实际 应 用 中 大 量 遇 到 的 问题 . 
求解 旺 数 方程 的 主要 方法 有 两 种 :解析 方法 和 数值 方法 ， 
解析 方法 也 称 为 公式 法 , 它 是 将 方程 的 根 表 达 为 方程 的 系数 的 锯 数 形式 ， 
只 要 把 待 求 的 方程 的 系数 代 人 表达 式 , 就 可 以 求 出 方程 的 根 . 如 果 不 考 虚 运 算 
中 的 四 会 五 人 所 产生 的 误差 ,那么 在 理论 上 ,解析 方法 所 得 到 的 解 是 精确 的 ， 
我 们 将 这 个 解 称 为 解析 解 或 精确 解 ,解析 方法 也 因此 而 被 称 为 精确 方法 . 
例如 ,对 于 一 元 二 次 方程 
| arz+ar+re=0 (a=0), 
可 以 得 到 它 的 两 个 根 为 
жт 20У ас, 
这 就 是 在 用 解析 方法 求解 方程 . 
但 十 分 遗憾 的 是 ,除了 我 们 在 中 学 里 已 学 过 的 简单 的 三 角 方 程 、 对 数 方程 
和 指数 方程 等 情况 之 外 ,能 精确 求解 的 方程 的 数量 和 种 类 与 实际 需要 求解 的 


36 活 数 方程 的 近似 求解 . 227 ， 


问题 相 比 , 只 能 说 是 九 牛 之 一 万 .例如 , 形 如 
y = а" tar + == + aiz + a 
的 代数 多 项 式 , 可 以 算是 最 简单 的 一 类 函数 了 ,而 著名 法 国 数 学 家 Galois 在 一 
个 半 世 纪 之 前 就 证 明了 , 当 2 之 5 时 ,对 它 不 存在 一 般 的 求 根 会 式 . 因 此 ,对 于 
更 为 复杂 的 超越 函数 ,就 更 不 能 指望 有 和 什么 普遍 适用 的 .可 以 求 得 精确 的 根 的 
AAT. 
数值 方法 是 一 种 求 近似 解 的 方法 .粗略 地 说 , 它 无 意 去 追究 函数 方程 的 根 
与 系数 本 质 上 到 底 存在 着 什么 样 的 联系 ,而 只 是 设法 去 构造 一 个 可 实际 计算 
的 过 程 ,并 通过 这 个 过 程 产生 方程 的 精确 解 的 一 系列 近似 值 .在 一 定 的 条 件 
下 ,这 些 近 似 值 理论 上 将 收 语 于 方程 的 精确 解 , 因 此 可 以 用 精度 较 高 的 近似 值 
来 代替 精确 解 ,我 们 称 其 为 数值 解 或 近似 解 ,由 于 实际 问题 中 提出 的 许 许 多 多 
形态 这 蜡 的 淆 数 方 程 绝 大 多 数 都 无 法 找到 其 徊 析 解 ,因此 ,数值 方法 是 用 数学 
工具 解决 实际 问题 过 程 中 的 一 个 重要 方法 ， 
二 分 法 
对 于 一 个 实 的 函数 方程 
Fe = 0, 
最 简单 的 数值 求 根 方法 无 过 于 二 分 法 , 它 的 具体 计算 过 程 与 用 财 区 间 套 定理 
证 明 闭 区 间 寺 连续 函数 的 零点 存在 定理 的 过 程 差不多 ， 
没 РО) Еа, о ПР, НАТ 
Рба) Л) < 0, 
那么 在 [a ,5] 至 少 存在 着 f(z ) 的 一 个 根 x * .假定 六 x) 在 [a,5] 中 只 有 这 个 
根 ,我 们 希 鹿 求 出 它 的 近似 值 二 ,满足 
lr- z" |< ep 
这 里 e 是 预先 给 定 的 精度 要 求 ,如 0 s 10-5 等 等 ,那么 可 以 这 人 么 进行 : 
(1Lig[a, b i ]=la,b]iR ху Blai bi 89 P š E хүл ati 
(2) 计 算 /(т,): 
Жж (1) = 0, zl 即 为 方程 的 根 rt Рел, НИ. 
(3) 否 则 , 按 如 下 规则 得 到 区 间 | azyaz |]: 
(а)® flzi)'f(bi)<0. 
此 时 (х ӨВ | ж,б 中, 取 a= zib. 
(5) 8 f(z/): 001) 20. 
此 时 (21) dct ЮЖ О) үх P Raa, 
бу= Ti. 


Bio х" €Clas b], Bla,, b] KÆR [a b ]8— 2 
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(4) 取 х A laa, ba Ji P 3. 

(5) 类 似 地 , 若 zz 是 方程 的 根 r PKS t; ENTA a b3]. 
(06) 重复 上 述 过 程 …-… 

假设 执行 过 程 中 没有 发 生 хү PUET 的 情况 ,由 于 对 任何 都 有 


b 一 
br a = т, 


而 [a,j 的 中 点 x 与 精确 解 zx ВЕ ЭН [ а, b, ] 长 度 的 一 半 , 因 此 
成 立 


所 以 , 当 执 行 到 


БЯ 
хр = < <. 
TE, z= rÍ 便 是 符合 精度 要 求 的 近似 解 ， 
Newton 选 伐 法 
数值 计算 中 常用 的 求 近 似 值 的 方法 是 选 代 法 , 先 将 原来 的 方程 
Кх) = 0 
化 为 等 价 的 形式 
r= F(z), 
所 请 "等 价 edar z E РО), ЭГ 
х" = F(x*), 


反之 亦 然 .这 里 的 F(x) 称 为 选 代 函数 ， 
取 一 个 适当 的 初始 慎 хо, 
ды = F(z,), Ё=0,1,2,°* 
产生 序列 | x 1( 设 每 个 z 都 属于 下 (x) 的 定义 域 }, 这 样 的 计算 过 程 称 为 选 
展 . 若 在 理论 上 成 立 
Tr (А — oo), 
那么 显然 z “就 是 原 方程 的 根 ,因此 只 要 在 迭代 过 程 中 ,选取 某 个 合适 的 >, 
作为 斌 , 驶 得 到 原 方 程 的 近似 解 了 (理论 上 ,所 选取 的 +, 应 满足 精度 要 求 
| z — r" |= кв, 
但 cz" 是 不 知道 的 ,所 以 实际 计算 时 往往 采用 比较 相 邻 两 次 的 迭代 值 是 否 满 
Е 
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| хур Zk |= бр, 
来 决定 迭代 是 否 继续 进行 下 去 . ) 
构造 迭代 函数 可 以 有 各 种 各 样 的 方法 ,比如 ,最 简单 的 可 以 取 
F(x) = z- f(z), 
下 面 我 们 利用 Tayor 公式 来 举 一 个 例子 . 
W f(z) 在 含有 xz* 的 某 个 区 间 [a,5 РАЖ ИЖЕ, НУЄ 
la bl. A Г (х)5®0.}ЕШ f(x )4Е х 处 的 Taylor 公式 ,由 子 r Erir) 
的 根 , 则 有 


Кат) = fa) + (a = х) + (a) EHE =0, 
也 即 


Ы 2 
Е А 


„еу ш) 10. 
feae) few) 2 
当 x 一 x+ 时 ,上 式 的 最 后 一 项 是 趋向 于 等 的 ,因此 看 


» 
* 


; _ fe) а) _ 
САР AP- > хан 
х, 

F(z) = z -LE 


就 是 一 个 满足 zx* = F(z* ERRERA, НЩ АКА 
Thal = zk — en k = 0,1,2,…, 
这 就 是 解 函 数 方程 的 著名 的 Newton 迭代 法 (简称 Newton Е). 
Newton 法 具有 明显 的 几何 意义 .求解 f(x)=0 实际 上 是 求 曲线 у= 
Fz) 与 工 轴 的 交点 的 横 坐 标 ,上 果 线 在 х= x; 处 的 切线 方程 为 
у = f'lax)(x — ль) + Ра) 
ES x ЗНАЈ ААЛ Ч 2 


_ fa) 
+ л; fz) 一 Жез]. 

也 就 是 说 ,Newton 法 实质 上 是 通过 由 线 的 一 系列 的 切线 与 x 轴 的 交点 的 横 
坐标 ,来 通 近 曲线 与 x 轴 的 交点 的 徐 坐 标 ( 图 5.6.1), 所 以 Newton EAE E 
叫 Newton 切线 法 ， 

我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 下 结论 . 

定理 5.6,1 Ж Fz) 在 [a ,五 ] 中 有 二 阶 连 续 导 数 , 且 满足 条 件 

(fla) f(b)<0; 

СЭ/ (х 6 (а,5)8-5: 
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(33/ (134 la, b) AF; 
E zr = a зБ 中 满足 
Fiza) : F(xo) > Ü 
的 那 一 对 志 ， 则 以 т, 为 初 值 的 Newton ARIA 


_ Ол) 2 _ 
etl р РС) k = 0,1,2,---, 


FEARS rni ГЕ аа 
Кх) = 0 


在 [a,6 | 中 的 唯一 解 . 

这 里 ,条 件 (1 保证 了 ftxz) 在 [a ,5] 有 根 ;条 件 (2) 表 明 f(z) 在 [a ,6 Р 
格 单调 ,因此 F(z) 在 [a,5] 中 的 根 是 唯一 的 ;而 条 件 (3) 表 示 flr) E 
[а,Ь 中 保持 凸 或 由 ,这 保证 了 每 一 个 z+1 都 在 同一 方向 上 比 у Ж EH z" 
《读者 可 以 用 作 图 的 方法 验证 这 一 点 ), 因 此 | 如 是 一 个 单调 有 界 数 列 , 它 必 
有 极限 ,这 个 极限 当然 就 是 z". 

例 5.6.1 解 方 程 

In x = sin z. 
解 记 у(х) = zsin х, е |, 
д5 )= In + – sin > < 0, 

Ке) = lIne- sine > 0. 


f(z) = 二- cos z, Yz € [Же], 


fla) = sn z — > sin e Š > 0, yz € | 于 ,e|， 
所 以 符合 定理 5.6.1 的 全 部 条 件 . 
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因为 
fiere) > 0, 
ИЯНЕ У xo =e, 计 算 结 果 如 下 : 


Ë Ti [аът | 
1 2.257 815 620 636 622 89 3.87> 10 2 
2 2.219 512 490 173 004 78 4.05х10 3 
3 2.219 107 195 173 873 23 4.63x10 š 


2.219 107 148 913 746 83 5.881078 
EB Ë + = +, = 2.219 107 148 913 746 83 (Еу х 的 近似 值 . 

从 计算 结果 可 以 发 现 ,每 迭代 一 次 ,误差 中 的 负 指 数 大 致 增加 了 一 售 , 这 
ХОЧ х, Ч ах 很 接近 时 ,Newton 法 的 一 个 重要 性 质 , 由 Taylor 公式 容易 导 
出 ， 


这 里 在 zx; 与 x* 之 间 , 因 此 
im 1 — хр | _ 1 
== | £" — x, 12 РР )! 
所 以 ,我 们 称 Newton £ Ë — + е СЩ З r Ж) А ТК, Ж 
说 ,Newton ЛИСЯ НЕ E: — IK Л. 
当今 世界 上 ,电子 计算 机 可 以 说 是 人 类 的 一 个 最 重要 的 工具 .但 任何 一 台 
高 性能 的 计算 机 ,归根结底 只 能 对 二 进 制 数码 进行 加 法 和 移 位 两 种 运算 ,从 算 
术 角 诬 来 讲 , 它 只 能 进行 加 , 减 、 乘 三 种 运算 ,只 不 过 它 的 运算 速度 极其 惊人 里 
Т. 


А. ПАЛЕНЕ ЖУЛ Л ЖЕЕ ИН R EA 3: ЗЕ 
RAR? 主要 有 两 种 途径 ,-- 种 是 利用 某 些 近似 公式 ,如 Taylor 多 项 式 ( 只 要 
加 , 减 . 乘 三 种 这 算 就 足够 了 ) 等 ,而 另 一 种 就 是 通过 用 上 述 的 Newton 法 解 方 
程 来 达到 月 的 的 . 

例 5.6.2 用 Newton 法 求 /A， A>0 是 一 个 给 定 的 数 ， 
Ш 显然 , 求 v 4 等 价 于 求 方程 
Jir) = Xx 一 站 = 省 
的 零点 х * (zx*ER'). 
计算 机 首先 自动 寻找 一 个 正 整 数 ,使 得 
(xa -IF <А < nxš, 
然后 取 хос n, H Newton 选 代 
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Th+1 = TkT “с^ = Цэ +], k = 0,1,2,'", 
BAFA inf БТВ ИЕ, ТЕРС [а-н EEM 5.6.1 的 条 件 全 部 满足 ， 
ЕЙ a>r" = ZA. 
下 面 是 以 zxo=3 为 初 值 求 /7 的 计算 结果 ,只 要 做 十 余 次 四 则 运算 -一 一 这 
在 计算 机 土 只 是 一 瞬间 的 事 ,就 得 到 了 精度 不 低 于 O(10 17) ЛИЯ. 


Ë Th ЕЕ 
2.666 666 666 666 666 52 2.09x10 2 
2 2.654 833 333 333 333 48 8.20х 107° 
3 2.645 751 312 335 958 17 1.27х 107% 
4 2.645 751 311 064 590 72 «10:7 


在 计算 机 二 做 除法 和 求 я 次 方 根 Ya 的 思路 是 类 和 似 的 ,都 是 先 将 其 转化 
为 方程 求 根 坷 题 , 再 用 Newton 法 大 代 出 近似 解 , 具 体 步 聂 留 给 读者 思考 ， 


最 后 理 做 交点 说 明 . 
1. 定理 5.6.1 的 条 忻 是 充分 的 而 不 是 必要 的 ,读者 可 以 自行 举例 来 说 明 这 一 点 ， 
但 是 条 件 不 满足 时 选 代 确实 有 可 能 不 收 襄 ,图 5.6.2 给 出 了 条 件 { 人 和 (四 分 别 不 满足 
时 Newton Ж  О 0 ЛЕШ (а) F y (250 RER, f(z) 在 [a,5] 中 有 一 个 极 值 
点 ,而 在 图 (b} 中 ,f(x) 寺 0 被 破坏 , [a ,56] 中 有 f(z) 的 一 个 损 点 .从 图 中 可 以 看 到 ,这 时 
选 代 库 列 在 两 个 固定 点 向 无 休止 地 来 回 跳动 , 选 代 过 程 以 失败 而 告 钱 ， 


(a) 


ЇН 5.6.2 
2.Newton 选 代 法 是 求解 函数 方程 最 基本 和 最 重要 的 方法 之 一 , 它 可 以 推广 到 由 者 干 
个 方程 构成 的 方程 组 的 求解 上 去 ,在 理论 研究 上 有 着 重要 的 意义 .同时 ,在 实际 求解 函数 
方程 中 , 它 常常 又 是 首选 的 方法 .由 于 选 代 函 数 比较 简单 ,除了 一 些 导 函 数 特 别 复 杂 的 傅 
沈 之 外 ,每 做 一 步 选 代 所 化 的 运 等 基 是 比较 小 的 ,当初 值 选 得 好 时 收 伍 速度 相当 快 , Si g 
也 比较 容易 . 
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3. 与 Newton БЕЯН, АННИ НАХ НИ fU z) НЭЭЖ 
Bir Т.И ЕНЕ ОН НЕН ТЕ ТОЛЕ Newton 法 来 求 根 .另外 , 它 每 做 
一 步 选 代 所 化 的 计算 量 也 这 小 (只 需要 计 莫 函数 箱 ) ,并 且 可 以 根据 精度 的 要 求 事先 确定 


执行 的 步 教 a = [ош 2— ] ,编程 和 上 机 实现 者 比较 简单 .但 它 的 主要 缺点 是 收 策 速 
不 快 . 俩 如 ,要 达到 例 5.6.1 中 rd 的 同样 精度 ,用 二 分 法 需 进 行 和 多 次 对 分 . 
4. HAR 所 7} 的 时 阔 数 不 太 容 易 算 时 ,可 羽 用 
МЕ? 一 Үл, 1) 
Thk T Ta-] 
ERRE РО) ,这 时 的 选 代 公 式 成 为 
Ин Хү» 


二 tk- 


-r — % e _ = . 
залаа Ла ХА) цал V 12 


(:4::915:28:9:5:3::506678897167329)1:16-Э0167391:1:1 114 -2046Є ,f(x )) 的 切线 ,将 
Ж У х 轴 的 交点 的 横 坐 标 作 为 新 的 近似 值 zw1( 殉 图 5,6.3), 因 此 这 个 方法 也 叫 
草 线 法 或 弦 割 法 . 


HARRE 


| т* - Хар! 


lm — үг = C 
фе | =° - 2} [1:618 3 


ARA EENET Newton 法 ,但 由 于 它 每 做 一 步 选 代 只 需要 计算 一 次 函数 值 ,运算 量 
小 , 且 义 避免 了 导数 运算 ,因而 世 是 一 种 很 常用 的 数值 求解 方法 (在 求解 由 多 个 方程 联 立 
的 函数 方程 组 时 更 是 如 此 }). 


计算 实习 题 
(在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 
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І. 用 两 分 法 求 下 列 函 数 方程 的 一 个 近似 杠 { 精 狐 到 小 数 点 后 第 6 位 ): 
(115143 -5540, х°Є[1,2]: 
(2)к-67”, а"Є 9 4в2| 
(3)z°= cos z, "Є |2,2), 
(4)722-32+2=0, ж" Є[2,2.5]. 
2. 用 Newton 法 求 下 列 通 数 方 程 的 近似 根 (精确 到 小 数 点 后 第 10 位 ): 


(1)z`-zr+á=0; (2)z2+ 55-108; 
(3) хія +=1; (4) +e = 0; 
(5)2 = sin Ж (6)cos 工 <ch 工 三 上 ， 


3, 仿照 例 5.6.2, 用 Newton 法 导出 计算 机 上 求 4A*(4 >0,ял 为 非 零 实 
数 ) 和信 的 算法 ( 即 只 用 加 、 减 、 乘 三 种 运算 的 算法 ) ,并 实际 计算 下 列 各 值 ; 
(1572; ус: (з); aE. 
4. 4 e -0.2 时 ,计算 Kepler 方程 
у= х - єіпу= 0 (0«6«1) 
对 应 于 к= (k= 1,2,…,8) 的 y 的 近似 人 
5, 求 方程 


tan T = + 
的 最 小 的 三 个 正 根 ,精确 到 10 一. 
6. 求 方程 


的 两 个 正 根 ,精确 到 10-7. 


i ppp ei HT EE mm 
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微分 的 逆 选 算 一 一 不 定 积分 

通过 前 两 章 的 学 刁 ,我 们 已 经 能 够 比较 熟练 地 计算 出 一 个 给 定 函 数 的 微 
分 或 导数 ,并 初步 用 它 来 解决 某 些 简单 的 问题 了 .但 在 实际 中 ,我 们 经 常 需要 
解决 的 另 一 个 (或 许可 以 说 更 重要 的 ) 问 题 是 ,如 何在 只 知道 - --  Н ЭЛ 
或 导数 的 情况 下 ,将 这 个 画 数 " 复原 出 来 . 

如 为 了 求解 上 一 章 的 最 后 一 节 中 的 人 口 模型 问题 

ИМ = Ар(ї), 
plto) = ро, 

我 们 将 "p (+) 二 2p(1)" 写 成 微分 形式 


dp _ 
= АЙ, 
F: t 


并 把 它 看 成 是 对 某 个 路 函数 
fip) = gl) 
两 边 求 微分 的 结果 ,这 就 是 在 已 知 


d(f(p)) = тар, d(g(z)) = ла 


的 情况 下 ,设法 求 出 未 作 微 分 运算 之 前 的 /(ру (г) ШИШ. 

MEARE о (г), ЖЖЖ РЕГ s(t); 已 知 一 条 平 而 曲线 在 任 一 点 
x 处 的 切线 斜率 ,要 求 这 条 曲线 等 问题 ,是 已 知 一 个 函数 的 导数 求 该 函数 , 它 
们 与 上 而 的 例子 是 问 一 类 的 问题 . 

下 面 我 们 来 给 出 它 的 一 般 提 法 ， 

EX 6.1.1 车 在 某 个 区 间 上 ,函数 Flr) fr RAÄ Á 

Ех) = f(z), 
RFE, 
d(F(z)) = f(z)dz, 
则 称 下 (x) 是 ГО) ЗЛ R B| Fa — А. 

RJL — M RAA, E H TA ARET fE IE ОЕ, ЯЕ Z E H) DE pR SUP 
AE BE Ш, ЕО) /\х) А, F C) = fl) ЯВА 
何 常数 CALF) +CV = 了 (x), 由 定义 6.1.1,F(z)+C 也 是 (x) 的 
原 函 数 ,所 以 f(x) 的 原 函 数 有 无 穷 包 个 ， 


nr —-- ——— mr 
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ВА, УС © АТАК ЕЮ ЕТАЖ ЕОс) +С 的 形式 ,或 者 说 , 它 
们 之 问 是 否 至 多 相差 一 个 常数 呢 ? MEERA. ЖЯ Gtx) 是 f(z) 的 任 一 个 
RAR, | Сх) = (е), А 
[F(z)— Glz) = 0. 
由 Lagrange 中 值 定理 的 推论 1,F(x)}- С(х)=С, В С(х) = F(z)+C. 
所 以 ,只 要 求 出 了 f(x) 的 任意 一 个 原 函 数 F(z), 就 可 以 用 F(x)+ 忆 米 


| 代表 SKERMAR Т. 
定义 6.1.2 аж /(:М5 л ЖЖЖ АХ ір 
fE | а). 


AE, [HARAS S KARREN, = 称 为 积分 变量 . 显然, 积分 
变量 采用 的 字母 是 无 关 紧要 的 ,也 就 是 说 ,对 于 | /(х)8х = F(z) + C SE 
要 的 时 候 也 不 妨 将 它 写成 诸如 

[Сида = Е(и) +С, 上 ad = Кї +С 
等 形式 . 
从 定义 6.1.1 和 6.1.2 可 以 知道 , 求 不 定 积分 | fdr н 


数 的 微分 A(x)dzx 求 这 个 函数 本 身 ,区 此 ,微分 运算 “d "与 不 定 积分 运算 “| ” 
就 像 加 法 与 减法 、 乘 法 与 除法 、 指 数 与 对 数 那样 ,构成 了 一 对 道 运算 : 


Е(:) 


СТ” f(z=)dz, 
Ех) + C < 一 Цин 


或 者 具体 写成 
4([/(х)д=)= лса (в (адаа) а) 
5 . 
Гак(а) = F(z) + C. 
说 得 简单 一 些 ,可 以 认为 微分 号 和 积分 号 在 一 起 时 可 以 互相 抵消 ( 先 做 微分 运 
算 后 做 不 定 积分 运算 时 要 相差 一 个 常数 )， 
例 6.1.1 求 | sin zdr. 


这 道 题 实际 上 是 要 我 们 去 寻 拒 一 族 函 熬 ,它们 的 微分 都 等 于 sin лах. 
解 由 于 dfceosz)= 一 sin хах, а(- соѕ z) = sin xdzx, 因 此 得 到 
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fein zdz =- usr + C. 


在 观念 上 ,我 们 从 微分 的 概念 出 发 去 讨论 不 定 积分 ,在 理论 推导 时 也 确实 
大 多 是 这 样 做 的 .但 是 ,由 导数 和 微分 的 关系 ,人 们 总 是 通过 导数 公式 间接 记 
忆 微分 公式 的 ,因而 在 实际 计算 不 定 积分 时 ,从 导数 出 发 往往 比 从 微分 公式 出 
ХН T HH. 


例 6.1.2 求 | ы 


解 当 z>0 时 ,(In z) =- Bakat 
至 =mz+c (xz > 0). 
当 z<0 时 ,由 复合 函数 求 导 法 则 ,有 [ln (- х)]'=--(-1) Bean 
有 
|9 = (-2)+С G <0. 
把 两 式 结合 起 来 , 便 得 到 
[Es mizic. 


不 定 积分 的 线性 性 质 
定理 6.1,1( 线 性 性 质 ) АК f(z) 和 g(x) 的 原 函 数 都 存在 , 则 对 性 
ЖЖЖ b | Ж А, Е (х) t kelo аа Е, Н Ж 
ЇНЭН ТЭГТЛЭЭ ol кб). 
(ж k i=k,=0 对 , 逢 端 理解 为 常数 С.) 
证 设 F(zx) 和 G(xz) 分 别 为 rM g(x) 的 一 个 原 消 数 ,那么 
Е'(т) = f(z), G(r) = glz}, 
则 对 任意 常数 k, 和 ,由 微分 运算 的 线性 性 质 , 得 到 
[liF(z) + Ё:С(5| = БЕ (z) + kG (z) = kf(r) + kigiz), 
HEX, klx) kela ВЕРА ОТТЕ. 
ры 


СТ, + byg(z)]d: 一 [а] а> + ka| (тд | 
的 导数 为 零 ,所 以 | 211534 21ЧЄЭ3Г 23-17 | f(z)dzr + | g(=z)dx 


至 多 相差 -个 常数 .但 由 于 不 定 积分 的 结果 本 身 就 带 有 一 个 任意 常数 ,因此 可 
以 表达 为 
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СН, + Ёо (х) dz = кде + ЖКО 


ЕЛ БЛ д АЛИЙ ЖШ. Ж Ж ЖЛ $ 08 ЖЕК А, 85183 1 


到 一 些 最 基本 的 不 定 积 分 公式 ,例如 : 


微分 


d(er)=e*dz 
(а 2) = SZ 

F 
d(x") = ат" ldz(a 20) 
d(sin z) = cos zdr 
d(cos r) = ~ зіп zde 
d(tan z) = sec хах 
d(eot z) = 一 esc edz 
d(sec х) = (ап т sec хх 


dícese x} = —cot z сс rdr 


dz 


l-z? 


d(arcsin х) = 


d(arctan х) = 1+ 52 


证 毕 
不 定 积 分 
еах=е + C 
dr -~ =In |а| + C 
х 
z dr=- 15: +C, ta-1) 


cos rdr =sn z+ C 

sin gdr = -cos z + C 

с^ жал = tan z+ C 
сохах = —cot z + C 
tan х sec хіт = sec = + C 


got r сб =d+ = —csc z+ C 


НВА 
B 


Ta esin r+tC 


25 = arctan г + С 


了 


不 定 积分 的 线性 性 质 和 上 表 可 以 帮助 我 们 求 出 一 些 简单 函数 的 不 证 积 


分 . 
例 6.1.3 [2 а= . 
解 ” 利 用 三 角 恒 等 式 1+tanzz = вест ,将 被 积 函 数 变形 后 再 来 求 不 定 积 
分 ， 
| anzzdz 
-|беёх -1)4х 


= |se? zdz - fı "dz 


Oe rp з еа аады 
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=tan z — z + C. 


2 
нела gf ач Мила, 


E 3eJYTIRIFE, JAR z 21 ЖЕ АКЕНЕ Т ЛТ ЖЕШС M, 
于 是 可 以 求 出 
[= +v rlz -2V ху} ү, 
Vr 
-| z? 3r z + 4т Ут ү. 
Үт 
= |0 – 3х2 + 4х)ағ 


了 
-241 – ху 24140. 


#8 6.1.5 Ж |зи? 4х | 


E ЖИЛ ЕЛА ДЗ, 
соз 20 = 1 – 291126, 
将 原 式 化 为 


Гек? zdr 
_|1т@вх, 
-| 2 dr 
= tfa — соз tdr 


-30: — sin z) + C. 


对 于 一 个 具体 问题 来 说 ,不 定 积分 运算 中 的 常数 C 可 以 根据 题目 所 给 的 
条 性 来 确定 . 

96.1.6 CHRR y= / (5 МЕНЖ-Д х 处 的 切线 斜率 都 等 于 ,并 
且 经 过 点 (3,2) , 求 该 曲线 的 方程 ， 

解 ” 由 题 意 , 有 六 (xz)=x*, 即 /(х)ЖА x? 的 一 个 原画 数 ,因此 

ўж) = ] гах, 
即 有 
3 
у= T +C. 


RE ху FHEA- RARA — РА), CEEE A B ЖЩ 
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的 切线 都 是 互相 平行 的 :图 6.1.1). 


图 6.1.1 


由 于 所 求 的 曲线 经 过 点 (3,2) ,将 过 =3,y=2 斩 人 上 式 , 即 可 解 得 C = 
一 了 ,所 以 ,所 求 的 曲线 为 | 


ул z — 7. 
ЖЕ ъъ 95 中 求解 人 口 模型 时 ,最 后 定 出 常数 
Ci = pet, 
实际 上 采用 的 是 同一 种 方法 . 
zJ 题 


1, 求 于 列 不 定 积分 ; 
(D | G3+222-5 /z)dr; (2) | (sin z +3e°)dz; 


(3) | (x + ах: af (2+cotx)dr; 
(s) | (2сзс – зес z tan х)ах; (6) | (22 - 284; 

l _1_ + . 
(л) [+ yay |+ DE 0а 

44 үд... 2-37 52 y, 

(9) | 2+ аз: по) | 2:22:24, 

соз 2= 2 2.23 . 
(1 | 2222—42; az f 1-2 sees цай 


aa | (1-22) ххх; (м) | 5845 -4с 
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2. 曲线 y= /(х)# R (e, -1), 且 在 任 一 点 处 的 切线 斜率 为 该 点 横 坐 
标的 倒数 , 求 该 曲线 的 方程 . 

3. ЕЯ y= F(x) 在 任意 一 点 z 处 的 切线 斜率 都 比 该 点 横 坐 标的 立 
方 根 少 1， 

(1) 求 出 该 曲线 方程 的 所 有 可 能 的 形式 ,并 在 直角 举 标 系 中 画 出 示意 图 ， 

(2) 阁 已 知 该 曲线 经 过 点 (1,1), 求 该 曲线 的 方程 . 
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能 通过 查 基 本 积分 表 再 加 上 线性 运算 求 出 不 定 积分 的 函数 类 屈指 可 数 ， 
即使 对 于 如 y= tan z.y=ln z ХЕ Л Р, ТШ АДЕЛ. БЕШ, Ж 
一 般 函 数 的 不 定 积 分 必须 别 寻 他 途 , 下 面 我 们 介绍 丙种 基本 方法 . 

换 元 积分 法 

变量 代 换 是 煞 学 研究 中 最 常用 的 技巧 之 一 ,在 不 定 积分 运算 中 尤其 有 着 
举足轻重 的 作用 . 

由 于 求 不 定 积分 是 微分 运算 d( F(z)) = f(x)dzx 的 逆 运 算 , 所 以 在 用 换 
元 法 求 不 定 积分 的 过 程 中 ,前 几 章 中 已 得 到 的 微分 运算 的 所 有 法 则 都 可 以 斩 
通 无 阻 , 这 为 我 们 带 来 了 很 大 的 恒利 ， 

换 元 积分 法 可 以 分 成 两 种 类 型 


(1) 在 不 定 积分 | 7(z)dz 中 ,车 Са) Д н Kale) (47,408 


数 f(a) 的 原 函 数 (nn) 又 是 比较 容易 求 的 ,那么 可 以 用 a = а(х) HERI 
变量 代 换 ,这 时 相应 地 有 dz =g (zx)dzr. 于 是 ,由 步 又 


| хавь = [gag (адал 
= [Fedu = Fü) + C = Ё( (х) + C, 


就 可 以 得 到 所 要 的 结果 . 
这 个 方法 称 为 第 一 类 换 元 积分 法 . 
第 一 类 换 元 积分 法 的 最 简单 情况 是 g{z) 为 线性 函数 ar +5. 


例 6.2.1 求 | dz 


解 将 F(z)= 一 一 看 成 是 7F(z)= 二 和 &= 工 -4 的 复合 函数 ,因为 
d(x- a)=dz,Br 2 


[а = | ze) C ERROR a = r- a) 


r — ag Tod 


-| 8 -niui C (Hu = z- a RE) 
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=|һ | z —a I+ C. 


同 理 可 以 求 出 
_ l T _ | 
(z-a) я-1 су С (a> i) 
和 
ах  14| 4х [dr 1, Ix~a 
| = 20] 25, |) = 二 In paran +C. 
ËJ 6.2.2 RÍ эн 
解 
之 
dr 1 1 a 2 
= = 2 ( 作 变 量 代 换 w = Z) 
F> ее z уг “у u a 
1 
Те (F u = 2 К) 
= LarctanE + C 
同 青 可 以 求 出 


а? 一 = 
下 面 我 们 来 看 稍 复 杂 一 些 的 情况 . 
例 6.2.3 求 | tan гіх. 
解 因为 | tan zdz = | Sra. НИЯДА у-и = 
cos + 的 复合 函数 ,我 们 发 现 sin rdr 恰 为 - (cos zx) dz = -da 于 是 
Juan хіх -| Sin T gy 


COS и 
= -| ° 2) àz ( 作 变 量 代 换 u = cos z) 
COS + 
-|d -niulte (Я u = cos z E) 


-İn 1 cæ æ |+ C. 
等 到 熟练 之 后 ,只 要 将 代 换 а = рО) СТЕ, Й 6.2.3 就 可 以 直接 
写成 


[en так = | za, =- | аах = ~ [а |созх |+ С, 
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816.2.4 Ж | sec zdz. 
解 [жес zde = | дүйх = | 9524, = | шал), 


1 — sin” = 
作 变 量 代 换 и = sin x, 并 利用 前 面 得 到 的 
dx 1 
a 1 


+£ 一 


12-12 24" |5 гэр + C, 
шин sns C= tn [ Lisna), c 
sin = sir” > 
= | заа, с 
= In | зес z + tan х| + С. 
可 以 类 似 地 求 出 
feor zdz = In [sin z|+C 
和 


[ес тат = In |e x- ot z | + С. 
这 样 , 所 有 六 个 基本 三 角 函 数 的 不 定 积分 公式 都 已 经 得 到 了 ， 
6.2.5 R [яп тт cos nedz . 
解 ” 利用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 , 有 


Ís" тт сов пейт 


ЫН (m + л)х + sin (m 一 n)z ]dr 


-1 mt astm- mda] c. 


mtn 
可 以 类 似 地 求 出 |sin mzsin nzdz a [es mros птйх. 
(EER | /\=)ах 很 难 直 接 求 出 ,但 能 够 找到 一 个 适当 的 变量 代 
H r= gp(1) ,将 原 式 化 为 
{беде = [FAD = [Fapa 


后 ,f(gp(1))g (г) ЕООД ЯЖ, А х= gp(1) 的 反 消 数 := р х) 
存在 , 则 可 以 与 第 一 类 换 元 积分 法 反 其 道 面 行 之 ,通过 


КӨТ = С) Са = Ё) + C = F(g 1(z)) + C 
得 到 结果 .这 个 方法 称 为 第 二 类 换 元 积分 法 . 
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81 6.2.6 ж | у a — rds. 
解 ATERRS, S r= (г) = аѕіп г, TE dx = асоѕ tdt, RAER 


| Va аз =a? cot dt 


-efa + cos 2: Jdt 


=“ (f+ HDE), C (用 := g (xz) = arcsin 2 代 回 ) 


2 
2 
=: — х? + аю sin — + C. 


解 对 于 | E=, х= e(t)=asec t, РЖ dz = atan tsec tdt, Ж] 
х“ — a 
用 例 6.2.4 的 结果 .有 
т 
ж-а 


用 sec t= 二 和 tan t= w set | = Ут ач, HT C-h 12 | 仍然 是 一 
MEREK, 因此 
т + v z — а? + (` 

a 


= ln 2441-01-14. 
-Ю| 4415-4166. 


类 似 地 可 求 得 
+ a 


ОННАН ПИ а2– х2, x 一 ,VY ze: 这样 形式 的 部 分 ， 
可 以 分 别 考 虑 将 变换 取 为 = asin 1 ,x 二 asec г 和 xz=atant 以 化 去 根 号 . 
例 6.2.8 求 |z(2z - 1)'%ат. 


理论 上 ,可 以 利用 二 项 式 定理 将 被 积 函 数 z(2r -1)” 展 开 成 多 项 式 , 其 
不 定 积分 总 是 可 以 算出 来 的 ,但 因 工 作 量 极其 巨大 ,实际 上 是 不 可 能 这 么 去 做 
ЕР 


解 &2х-1=г,Ш r=, yl д2= 0,8 
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[zez-Dedz= [е лае = 1(үИ2,:4) е 
1 4 102 mi 


(2: — 1)10 Эт-1 Еа 
= 221 (227 жт] C. 
有 许多 题目 , 既 可 以 采用 第 一 类 换 元 积分 法 ,也 可 以 采用 第 二 类 换 元 积分 
法 , 代 独 的 函数 形式 也 可 以 大 不 相同 ,要 根据 具体 情况 灵活 运用 . 


dr 
Ë 6.2.9 求 | 一 些 一 . 
r? V 1 + 22 


解 一 ”用 第 一 类 换 元 积分 法 . 当 > >O H], I = н] 3FJE 3 
l —(- Zac), 
2 


| dz - | dz --| 
2 7 2 
<" l +< 21144, 2 1+2 


wi 2. 
一 一 1+ аса 1с 
х? £ 


容易 验证 , 它 也 是 被 积 函数 在 zx<0 时 的 原 函 数 .( 对 类 似 情况 ,我 们 以 后 不 再 
一 一 加 以 说 明了 ,) 


解 二 用 第 二 类 换 元 积分 法 .做 代 换 x= 二 , 则 dz = -三 , 于 是 


td: 41-28 
=- | -== =-vl+ +C 
r= NF Їлсэ 


/ 2 
- -JI1+ 广 +C=- It +C. 


ЮМ: 将 天 种 换 元 法 结合 起 来 . 先 用 第 二 类 换 元 积分 法 , 做 代 换 
=tant, 则 dr=sectd ,于 是 
| dz _ secz td: = | ча 
124113 тап? (86с 1 sin”: ` 
再 用 第 一 类 换 元 积分 法 ， 


[at - | d(sin г) _ — +C 
sin: sint ` 


最 后 代 回 变量 , 即 得 到 
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分 部 积分 法 
分 部 积分 法 的 理论 基础 是 函数 弱 积 的 微分 公式 . 
对 任意 两 个 可 微 的 函数 zz) olr) BARRA 
d[=&(z)o(z)]= а(х) а(х) + и(х)4[ъ(х)], 
两 边 同 时 求 不 定 积分 并 移 项 ,就 有 


аса) а (а)ба) - | “(ай u(x)], 
© 
(u(r) Cr)dz = u(zr)%oÜzx) “одсон 


这 就 是 分 部 积分 公式 . 

粗 咯 看 来 ,分 部 积分 公式 只 是 把 原来 需要 求 的 关于 а(х) (xz) 的 不 定 积 
HAAR w(x )wtz) 的 不 宋 积 分 而 已 ,两 者 的 形式 又 差不多 ,似乎 并 无 多 大 
的 意义 .其 实 不 然 ,在 许多 时 个 ,直接 求 


| Сав” (лэг 
与 
ЭХЭ, 


相 比 ,难度 是 大 不 相同 的 .下 面 我 们 将 看 到 ,通过 这 么 一 转换 ,一 大 类 函数 求 不 
定 积分 的 问题 就 迎刃而解 了 . 


6.2.10 Ж ЁС zdz. 


解 将 x 看 成 u(x),cos >z Во (r), M u (х)=1йт(х)=зп z, ti 
人 分 部 积分 公式 


[в хат = Е х) 


= хеп = - [sin zdz = zain z + cos z + C. 
对 有 些 函 数 , 需 要 重复 分 部 积分 车 于 次 才能 求 出 它 的 不 定 积分 ， 
例 6.2.11 求 | zzerdz . 


解 将 xz 看 成 w(x),e* ARo (х), и (z)=2x ок) е, ЖА 
分 部 积分 公式 


| era = EZG = т?е? -Jerd(z’) = r'e 一 2| сеча, 
对 后 一 项 再 用 一 次 分 部 积分 ， 
[еа = faale) = re" - (еа: = zę" — e" + C, 


-= 一 
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于 是 
| zzerdz = e(r? — 2z + 2) + C. 
等 到 运算 熟练 以 后 ,可 以 省 去 某 些 中 间 步 骤 . 
分 部 积分 时 ,将 哪个 天 数 看 成 u(x), 哪 个 函数 看 成 v(x) 是 很 重要 的 ， 
弄 错 的 话 就 有 可 能 使 得 我 们 更 加 一 舌 黄 展 . 如 在 例 6.2.10, 若 将 cos г 看 或 
u(z),= Ñ o (r), Ды (5) = -sin x 而 s(z )= 5 , 代 人 分 部 积分 公 趟 得 
到 


2 2 2 
| хов zdr = feos zd[ > ) = у ов х - [=c sin x dz, 


结果 事与愿违 ,最 后 一 项 变 得 比 原来 的 积分 更 为 复杂 1 

分 部 积分 公式 的 正确 使 用 大 致 有 四 种 模式 . 

(1) 通 过 对 x(z) 求 时 降低 它 的 复杂 程度 ,而 w (xz) 与 v(x) 的 类 型 相似 
或 复杂 程度 相当 . 


记 р,(х) A п КЕША, ШАРРИ [КО ахал, | р„(х)еоз Вуйх 
DR | plr) de 之 类 的 不 定 积分 ,总 是 取 р, (5) ule) НЯ ЯВ 
看 成 w(x), 这 时 v(x ) 是 很 容易 求 的 .通过 分 部 积分 ,pp,(x) 的 次 数 随 着 求 导 
而 逐次 降低 ,直到 最 后 成 为 常数 ， 

例 6.2.10 iË 6.2.11 就 是 这 种 情况 . 

(2) 通 过 对 u(x) 求 导 使 得 它 的 类 型 与 v(xz) 的 类 型 相间 或 相近 ,然后 将 
它 科 作为 一 个 统一 的 函数 来 处 理 ， 


例如 ,对 于 形 如 | p,(z)ansin zde , | p, (edaran xdz 和 | 各 (zjin zdr 之 


类 的 不 定 积分 ,总 是 取 p(x) 为 v(x), 而 将 男 一 个 函数 看 成 w(xw), 这 时 的 
u 《zx)v( 工 ) 往 往 可 以 通过 换 元 法 求 出 不 定 积分 . 


例 6.2.12 ж | хіх. 
解 将 in ас) Й о (x), а (z)= (к) = 二 ,所 
以 
fin zdz = zh z ~ |z + Ede = z(a z -1)+ С. 
#( 6.2.13 求 | хасап хах. 
Ж 将 arctan z 看 成 u(x), 将 xz 看 成 v(x), 则 ww (x)= 了 3,v(z)= 
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= , 
2 ,所 以 
2 2 
| zarctan zdr = S arctan z 一 | т: 
2 
= ° arctan x= 一 Чи -1 Jde 


2 
-ttz arctan z — % + С. 


йл E ен хэлт Ханд ИГЕ КЛ ДИН 
分 ,使 等 式 右边 也 产生 [a(x)v"(z)dz 的 项 ,只 要 它 的 系数 不 为 1, 就 可 以 用 
解 方程 的 办 法 求 得 | w(z)o"(z]dz. 

如 对 于 形 如 Jes az dz 和 | eco Rrdz 之 类 的 不 定 积分 ,可 以 任 取 一 
个 为 u(z), 另 一 个 函数 为 v (zx); 而 对 于 | V aF de 之 美的 不 定 积分 , 则 
可 将 x(z) 取 作 Y а аЗ, П о Сс) І. 

例 6.2.14 求 [езп хіх. 

解 将 sin Rule) йо (z) 


fersin zdz = esin r- [е^сов gdz = езш zr — eTcos ж = |ersin хах. 


在 等 式 的 两 边 都 出 现 了 所 要 求 的 [esin тат ПАВ АЕ, M 
册 
езт хах = Жанжин + C. 


类 似 地 可 以 得 到 
]e*cos zdz = е (ып козш) у; 
B| 6.2.15 ж | VE Qa | VaT adz. 
解 以 | = ка? ат 为 例 ,这 个 不 定 积分 是 可 以 用 第 二 类 换 元 积分 法 
做 的 ,但 用 分 部 积分 的 方法 更 为 简单 此 


2 
2 2 2 _ £ 
[Vt аде = z Vz +a |== 


2 2 2 
F ta- Aa 

= +V r° + a° — —— = 
y = +a 
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2 
- Z+ | =a х ж? + ах. 


移 项 后 , 解 出 


2 
x? + аах = Lis г? + а? -Í = 8 dz) 
| 2 +? + а? 


-4(« z +a Ба | х +V z2 +a |) + C. 


最 后 一 项 利用 了 癸 6.2.7 HAR. 
类 似 地 可 专 求 出 


[V дас = T(r /х1—а%- а z I Z a|) + С. 


(4) 对 某 些 形 如 | /"(z)dz 之 类 的 不 定 积分 ,利用 分 部 积分 降低 指数 的 次 
数 , 导 出 递 推 公式 . 
例 6.2.16 Ж.| алхах . 
Ж ir = | хахах ,显然 
Io = [sizda = [ах = z+ Ü, 
I, = |sin zdz = — cos z + C. 
而 对 于 n2, MA 
了 = [sin"zdz = Гаа" 1 * sin халх 
=- sin" reos z + (x ~ L) иг: + cos rdr 
= — sin" lzreos 直 十 (天 一 0) sin"? . (1 — sinz )d> 


= — sin” lzxcos z + (a ~ 1)(1,; = 1), 


于 是 得 到 递 推 关 系 
|" = (я -1)1, — віп" lrcos х}, n >= 2, 
Їу = z+ C, 1 = - cos х + C. 


_ dz А 
1 6.2.17 1, = | (25-42) 的 递 推 表达 式 . 
Ж 由 例 6.2.2， 
1 


d т 
ж 十 在 а а 


.-. мыз тэ--н - -一 一 一 -一 -一 rm 
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而 对 于 z 22,338 


т If z?+ta -zt ы 1 ~ ж? 
h= | Ty a 2) (+ a)" = а? ta (ав азун 
对 最 后 一 项 用 分 部 积分 ， 
_ In- 1 1 
шэн а? + 2a2( n 一 ЕІ (z? + туга | 
_ з 1 Ж 1, 


— а? + 2a2(m — 1) {xf + а?)"! E 2а2(п – 1) 
于 是 得 到 递 推 关 系 


= 2n – 3 1 л 
242(л- 0 Ха?(п — 1) (r? + а?" 1 


п 222; 


1, = L an z + C. 
a a 


上 节 和 本 节 中 所 得 到 的 结果 绝 大 部 分 可 以 作为 基本 积分 公式 ,应 该 熟练 
掌握 ,为 了 便于 使 用 ,我 们 将 它们 集中 在 下面 的 表 中 . 
基本 积分 表 


+1 _ 
Бан +C (0392-1) 
№ |+ C (а =-1) 
fin zdz = т(их-1)+С 


[adr -本 +C， 特别 edz = e4 C 

[иш -emer [хе zdz = sin z + € 

fian zdr = оок |+ С [eot zdz = In| sin z |+ C 

[ке zdz = In| sc т + tan =| + C 

fese zdz = In| cse z ~ ot z|+ C 

J zar = ch z +C [к= art 人 

| — 6С |= =ш|у+/ зї +2|+ C 
[а = т® [56066 эел = ай 
[а па. = Т. 2 + amin Z + C 

[Z a = TG Ул tan | 4 тї 64) +С 


—о-———-- --- ——————----—-- 
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由 于 二 次 多 项 式 ах? + br +c 必 能 通过 配方 化 成 a[ (zx -pyt ER, 
因此 后 面 六 个 (实际 上 是 八 个 ) 公 式 对 于 求 某 些 /(ах* + bz +c) 型 的 不 定 积 
分 是 很 有 用 的 ， 


例 6.2.18 | ET 
解 H tert y MARERE Е) |у 22 |р 18 
a° Н 
| dz -| dix + £) 
V z? + 2Ër + ° м (r+e) 12 22 | 
= In (z +ë) + z 26:48. 
这 是 一 个 一 般 的 结果 ,比如 当 &= -2, 05 时 ,得 到 
| _=— = їп | 一 4 +5|+ С, 
但 读者 应 掌握 这 一 方法 的 本 质 , 而 不 必 去 死 背 公式 . 
жаап | 285218. ‚| шал. баев) V т®+2&+ раз 
型 的 不 定 积分 的 思路 是 类 似 的 《只 是 先 要 拆 项 做 一 次 变量 代 换 ) , 留 给 读者 自 
行 推导 . 


2) 4 
1 求 下 列 不 定 积 分 : 
йл dz ‚ 

ja G (wr + @)dr; eu 
(5)] 27 4-3“Ух: (O)| гт dz; 
(7) чи хіх; (8) ашо сег rdz; 
(9| sn 5їсо83а 42: (10) вод5:: 

2r 十 4idz | sin x т 
anf сбл, avf л dz; 

zdz 
аз) Fs; aof = 


`= — s "aa. = eh 72. ss лгу in — ко = 
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ая| ил +e E у. aof dz 


sin z — cos z (атсай 2)? 1 22: 
dr 1 1 -— x 
an| = 48 пв)| аа 
- COS 
(19)| ша v 1 + x2 dr (20)| anze и tir. 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 
dx +1 
1 ; e Би 
oj- Dfe ma 
dz . dz | 
Шүлгэн Шету 
(fle ~ Dr 299, Шан + Drdzi 
йт 
|-—————=——; *} 
o- 8) Ed 
dx . 
of /Us "їйл 元 一 一 dz 
0) 6, 129] уж 94 ; 
1-х? z 
2 
х 
09) 8, 04) а 
G5| = УТ- хіх; т 
ғ: 
sma Z, l+ In = 
(19) аав z hara 2) х; со| (4 Хуа 
3 求 下 列 不 定 积分 : 
(0| «ах (2) | zsin (ах + p)dz; 
(8)| z2sin Зхах: af des 
(5) | оха (6) |arcsin хіх; 
(7) | сал хіх; (8) zzaretan хах; 


(9)| zh (х — ldz: 00) эг 
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anfi хах; (123| =I rår; 

(13)|e "sin Srdr; (14)| ztanzzdzi 

asf 1 Tdr: (16) [в (In zj)dzi 

тока х)?ёх; asf (re "dz; 

(19)fe"sin? zdz; (20)|m (z +V 1+ z2)dz. 

4. 求 下 列 不 定 积 分 的 递 推 表达 式 (n 为 自然 数 ); 

(131, = | ювтхйх: (2)I, = | атах 

(3)1, = | iz, (4)1, = |=" sin zdz; 

(5)L, = | esinrzdzi (6)I, = | сг zdz; 

71, = | 33 = gz ' 

on =] = ШЫК» с 

5. 导出 求 | а аз. [сас + b) Мх + 22: + рах 以 及 
ихэс, agennes 


6. ЖШ ЕЯН ЭЭГ 5, 
(0| (55 +3) м r2 + r + 2dz; oE -1)4 :242х-54х: 


| ar. a| 2. 
= +xz+1 S+ z -— x 
7. п аЙ р(х) = Хад ,其 系数 满足 关系 式 > EI ү ^0, ЖЕЙ 
RERA [ә[®\е'а ёш. 
53 ARRAI ЛКДЕИАЛ ААН 
有 理 画 数 的 不 定 积分 


并 不 是 所 有 初等 函数 的 不 定 积分 仍 是 初等 函数 ,如 | аш, єх 


等 ,就 无 法 用 基本 初等 函数 的 有 限 次 四 则 运算 和 复合 来 表达 ,俗称 " 积 不 出 
(请 注意 ,这 并 不 意味 这 些 被 积 函 数 没 有 藉 函 数 ,学 了 定 积分 以 后 我 们 会 知 进 ， 
任何 一 个 连续 函数 必 存 在 原 函 数 ,只 是 它们 未 必 能 用 初等 函数 表示 出 来 . ) 
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有 理 孙 数 是 比较 简单 的 函数 , 它 是 两 个 代数 多 项 式 之 比 , 即 形 如 225 


НЭР, р (т) p (zx) 分 别 是 m Mn ЭЭЛ, 

我 们 之 所 以 要 专门 讨论 有 理 函 数 的 不 定 积分 ,有 三 个 原 王 ,一 方面 ,有 型 
函 教 在 解决 实际 问题 中 使 用 得 非常 广泛 ; 另 一 方面 ,还 有 许多 也 很 常用 的 函数 
类 ,如 某 些 无 理 函 数 ,三角 函 数 ,可 以 通过 适当 的 变换 化 成 有 理 函 数 ; 更 重要 的 
是 ,任何 一 个 有 理 函 数 的 原 函 数 一 定 是 初等 函数 . 


在 考虑 有 理 函 数 的 不 定 积分 | 名 于 dz г, иын 2200 ад 
式 , 即 成 立 т< n ,不 然 的 话 , 可 以 通过 多 项 式 的 带 余 除法 ,使 得 


ba (z) rlx) 


AES E = Pm- „(х) + 4. (хт)? 
Pu- E m-n 次 名 项 式 ,r(x ) 是 不 超过 л 一 1 次 的 多 项 式 .这 样 


4) dz = | on- „(х)4= + | шт, 


由 于 | 六-,(z)dr PERDR ROERE R- LA ste m 05 йа 
的 不 定 积分 了 ,另外 ,为 了 讨论 的 方便 ,我 们 不 妨 假定 9, (xz) 的 最 高 次 项 系数 
为 1 
由 代数 学 基本 定理 ,多 项 式 g, (z EH SEO EW n 个 根 .由 于 9 (2) 
实 多 项 式 , 因 此 它 的 根 要 么 是 实 根 ,要 么 是 成 对 出 现 的 共 思 复 根 . 设 它 的 全 部 
LRA оруу. ,Qj, 其 重 数 分 别 为 mimo oomi ERRERA pitiy, 
B,tiy,,... B Ei ЖЕКИ ninas... Уут, +25 m = n), 
RA =- 5, = BR + y (81 < 392) , 则 在 实数 域 上 可 将 g(x) 因 式 分 解 为 
q, = lle — а)” Le +2&® + д)". 

于 是 ,由 代数 学 中 的 部 分 分 式 理论 ,可 将 

Pale) СЭН 

qalx) [I Ce - a)" . П (642664 №)" 
分 解 成 简单 分 式 之 和 ,分 解 的 规律 是 ,oC.x) 中 若 含 因 于 (x 一 a)”*, 则 在 和 式 中 就 


Аы Ар Акм, : „ 
ЦИРЭЭ”ИРЭЭРЧ ЧИНЭЭ” уч? ;车 含 因子 (x 二 2&zx + p MEAR 
中 就 有 项 -站 下 一生 ,一 一 和 mata 


л? +2&® + a teet 2 (22+28> + k) 
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Ej 
b.(z) ха Эг DA te _ 
q. (х2) k= r= – ар)" N k=1 > (x? + 2r + т) 


Ар- » Hkr > Var 吕 以 用 待定 系数 法 具体 算 出 来 . 
由 不 定 积 分 的 线性 性 质 , 即 知 


Pale) _ 9. Hirt + yp, 
КЕРРИ ЛАР Ут зат де 
它 所 涉及 的 不 定 积分 只 有 两 种 类 型 ; 
Dji =. аня 6.2.1, пева 
Ж 一 а) 


а т-а 1+ 6С, п = 1, 
| р 1 
(> — a)" -a1 {шул t ©, n 222. 
r + y 2 2 
0 | съз apie (a><). 
首先 ,将 原 式 化 或 
[| 一 dz 
Чем = 
21428 _ йт 
= (x? + 2Éx + трунах + (у O| үз: 


在 木 考虑 前 面 的 系数 的 情况 下 , 右 端的 第 一 项 利用 第 一 类 换 元 积分 法 ， 
1—25. " 25-28 06 -| diz? +22: + 2) 
(х2 + 245 + s унде (х2 +265 +)" 
анин n = 1, 


20421120 
п-1 (x° + 2Ë + а ШЕН 

对 右 端 的 第 二 项 仿照 例 6.2.18 Ж ОЛЕ 

dl > + 


[=i _ [ete 
(х®+2& +)" 4 (+ 2) + (3 20) ]"" 
再 用 例 6.2.17 的 结果 , 即 得 到 1, 的 递 推 表达 式 


+C, я->32. 


_ |—— 
(x? + 2ër + г)" 


_ 122222 _ Ё 
| _ xz + ë 
Д = 2- сыру: + C 


一 - -一 — M + -rr 
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h = 1 arctan -2-2-5- + 一 二 . 一 
` USP ур 200-8) 1+2 + 
所 以 ,理论 上 , 求 有 理 函 数 的 不 定 积分 问题 已 经 圆满 地 得 到 了 解决 . 
Дх? – 1322 +3х +8 
81 6.3.1 求 | l + Dia 2 1292 
解 ” 先 将 被 积 函数 分 解 成 简单 分 式 之 和 , 设 


4r? – 1322 + 3а +8 АВС D 
(z+1)Xz=-—2)(z +1 z-2 r-i (x<-1) 


将 右边 通 分 后 ,两 边 的 分 子 庶 该 相等 ， 
år? – 1322 + 35 +8= Alr —2)(r – 1) + B(z + 1)(z — 1) + 
+ Сбт + 10)(х -2)X(z-—l)+ р(х + 1)(z —2). 
Ф х= -1, 得 到 4=1; 令 过 =2, 得 到 六 = -2; 令 了 =1 ,得 到 万 = 1; 两 边 求 
导 后 再 令 x =1, 得 到 C=5( 或 者 比较 z) HRA, С=4-А-В=5), FÆ 
I år’ — 13r? + 3 +8 dz 
(z + 1)(z -— 2)Xz - 1) 
-| 
(z< + 1)(z — L 
kr... z+ C. 
请 注意 ,除非 方 不 得 已 ,要 尽 呈 避免 将 右边 式 子 全 部 展开 后 与 左边 式 子 比 
较 系 数 ,建立 线性 方程 组 再 去 求解 的 繁 珊 方 法 . 
z! + z) + 3z2 1 
51 6.3.2 ЖЭТ p. 
解 设 
r+ z) + 322 — 1 
(2241У( -1) 


= n 


А 
“z-i +l 
则 

rÍ + а? + 302 1 
= A(z2+1)2+ (Bz + C)(z - 1) (52 + 1) 
+ (Dr + E)(<x - 1). 
Ф =1, 得 到 及 =1; 令 := 一 1 即 x=i=V 一 1{ 这 也 是 可 以 的 ), 得 到 
-3-i=(-D-E}+(E-D)i, 
再 邻 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ,得 到 也 =2 入 =1; 比 较 zt 的 系数 ,得 到 
B=1- A=0; 最 后 比较 x 的 系数 ,右边 只 有 一 项 Cx”, 由 此 得 到 C=1. 
于 是 
k= 
(х2 + 1)2(x - 1) 
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= = + = 17 ҮЗҮЛ, 


_ _ 902+ 1) dr 
=n! z 11х авнаа +) 209) үркүү 
= in | z —11+-уагдап т-у +C. 


Ж 
17 2(32-1) 
可 化 成 有 理 函 数 不 定 积分 的 情况 
前 面 已 经 说 了 ,有 些 函 数 可 以 通过 适当 的 变换 化 成 有 理 耳 数 ,我 们 在 此 仅 
举 两 方面 的 例子 . 


LR{z,W EEA RTEA RE К (wa) 表 示 两 个 变量 u,v 的 
有 理 汪 数 ( 即 分 子 和 分 母 都 是 关于 u,v 的 二 元 代数 多 项 式 )， 
x R = =+ 一 于 一 м + 
(z 1 аниа 1-1, = (= =н" a 
талай чияш аня, яа к шка 


数 ,因此 
"Er + Е -и + 7 . 
цн - [к( PET ар (1141. 
上 式 右 器 的 被 积 函数 是 一 个 关于 变量 г 的 有 理 函 数 ,用 前 面 讲 过 的 方法 就 可 
以 将 它 求 出 来 . 


к(+ EES 类 型 不 定 积分 的 最 常见 的 简单 情况 是 /= 0, 这 时 被 积 
数 变 成 了 К(х,/ & +). 


dz 
6.3.3 — = 
ш ж | =. 
解 b/i 3=,,M х=202+3),4= 540.0 


adr | 11үл 
reri Чи + 3)а; 


= y4z З +3)+ C. 


81 6.3.4 求 | — = a: >: 
解 为 了 同时 去 掉 江 和 友 中 的 根 导 , 令 二 16, 于 是 ar=6rar, ЯРЫ 


Г 9 зао 
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= пту, „ТИ 


“I+ z _ id | 
| dr = a| елү 


t—1 
п | > + 2arctan t + C 


1 十 ғ 


„л ltx-vi-z + 2arctan т=у*© 
ETETETT 1- 


对 于 (Ert gY (az + v) (i+ j= kn) 类 型 的 函数 ,可 以 先 化 成 


VCE Ga = (аер. ЛЭХ, 


m 1 (ex + v) 
再 作 代 (er + УС! ,然后 套用 上 面 的 步骤 来 做 . 


dz 
раа 


dx 1 (зах 
解 将 | u TEA E idz, 


一 2 


dz 3[ 1 
| сс 27и 


23 -3| 
“276 r+ C. 


2.К(яп = ,cos зш. RU ,) 的 意义 与 上 面相 同 ， 

由 于 tan z ,cot z sec z fü csc + 都 是 sin x Ж соз r WARAS, АТИ М, 
是 三 角 通 数 的 有 理 函 数 都 可 以 化 成 sin x 和 cos 的 有 理 函 数 , 因 此 我 们 只 要 
研究 如 何 去 求 形 如 
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[к (sin ж,сов zdz 


的 不 定 积分 就 可 以 了 . 
用 三 角 函 数 的 万 能 公式 tan 2 = t 作 代 换 , 则 
sin > = 2sin сов 5 = 2: 53 
1-1 
2 
os z = соўу sin? 8258 
_ _ _2dt 
dr = d(2arctan ғ) = Ta 


于 是 , 原 式 化 成 了 有 理 租 数 的 不 定 积分 
| (ыа Tc08 工 )dz =|к({ 17 п 2) 25 +: 
同样 可 以 用 前 面 讲 过 的 方法 将 它 求 出 来 . 
例 6.3.7 求 | dz 


4 + Asin zr + cos + ` 


—dt, 


м ЕКЕ tan 3 = 28! 
d: 


| dx =| 1412 
4 + 4840 z +cos+ | 444 2 “1-8 
1+ kapa, 


_5|_ d Zsa dt 
-2| ж; +5 -2| (31+ 5)(2 + 1) 


=||} -y5 esn 


=]n СТЕ" 


511-0 3665 ес 


зап 2 + Š + C 


尽管 用 万 能 公式 可 以 确保 求 出 所 有 的 R (sin z cos л) 34894218 
分 ,但 也 不 能 一 见 到 三 角 函 数 的 有 理 遂 数 ,不 管 具 体 情况 就 将 万 能 公式 用 上 
去 , 事 和 实 上 ,利用 三 角 函 数 的 性 质 或 其 它 方法 在 很 多 时 候 会 更 容易 奏效 . 


例 6.3.8 RÍ cot rdr 


1 + sin > 
2 
Ж 用 万 能 会 式 , 作 代 换 tan > t, Ml, cot > in 227 
_2_ 
|229 - i Ei ER] 1-12 : 
1 + sin = БЭЛТГЭГЧ 


Түк 


TE ee poh EP HE ppp 
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将 右 问 分 解 为 简单 分 式 的 和 式 ， 
t rd [1 2 
| айе |12114 
ЁН 
tan = 
=]n — + С. 
(tan +1) 


但 车 用 三 角 关 系 式 和 换 元 积分 法 ， 
| со! rdr | cos хіт 


15502 Jsnx=(1+ =m z) 


_ 1 _— l 
ЯГ х I+ sin sn z (sin z) 


_ sin = 
= а гава 
计算 过 程 简洁 ,结果 也 更 为 明快 . 读者 很 容易 验证 ,前 一 种 方法 算出 的 解 
tan > апт 
ш | 一 一 全 一 -| 与 In | nz 只 相差 一 个 常数 
(tan + 1) ып + 


因此 ,在 求 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 时 ,不 要 滥用 万 能 公式 . 


J 84 
1. k F£] EU: 

vey 1 строе 
Э сое ругу" 
oj ET 
(9| de: | үр 
(| пуй D| 一 二 二 上 аа 
Шр adz; aof = з 
Шэнэхээн ини 


( 
_ 2 t2 jr: 1-а а; 
as) (22 + z+ ий 09) х01 de; 
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asf de ОӨ| giS pie 


19 
(210 +205 +2) 


2. 在 什么 条 件 下 , ГЭ = SE 士 刀 二 的 原 函数 仍 是 有 理 函 数 ? 


(z +1)° 


3. 设 p,(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 求 


| ( 2 Ч i 7 


(dz. 


4, 求 下 列 不 定 积分 : 


o| ургийг 
Of =t: 
o| Ea 
VT 
7 
(9)| =® 
oiei 
a| £: 


|== — 
акр 


|а 
of к 


(8)| A 
aof 


a +z): 


(12)| а . 
Z (z – 3)'(z -17 Э 


3 РТУ: 
anji тузае 


5.49 Ru, vo, w) E u,v, w BA КЕРАК, АШ 
Е atar, + rdr 


的 求法 . 
6. 求 下 列 不 定 积分 : 


D со со 


dx 1 
ол — cos z + 5° 


ni tan х dz siti х! 


(9) |ian х tan(z + а) ат; 


— d , 
anj sit” x cos? x ` 


CO 2 Em т} 
| | dx 


1 + sin z + cos х 


| G= 


(2 + cos r)sin z ` 


dr 
| [ст sin (z + а)сов (z +b)’ 
ао)! sin £ COS E 


sin х + cos z 


2 
anj tzar. 


ах; 
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7. 求 下 列 不 定 积分 ; 


ze" . 
(| (үг сийн 
(з) (х + 1+ z2)dx; 
(5)/ xe Tein edr; 
| а х?агсвіп Zy 
Ба P: dz; 


anf 于 二 sm = 十 sin Ty 


аз $ seru, 
Шина 


ЧЭ 08572 
09) у 1- х2агзіп хіх; 


——tA; 


BAE "不定 积分 


о) (1 Ba rads; 
(0| za zdr: 


(6)fin (1+ х2)ағ; 


1 
8| дз; 
ө] + 
(1031 у rany rdr; 


a| tin z ] + sin жч 


| 3. _ 
Желе 


ae)| edz; 


+1 


(183| + l+ 二 di 


W 下 (1 + йзей 
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81 定 积分 的 概念 和 可 积 条 件 


定 积分 概念 的 导出 背景 

1609 年 至 1619 年 间 , 德 国 天 文学 家 Kepler 提出 了 著名 的 “行星 运动 二 大 
定律 

(1) 行星 在 椭圆 轨道 上 绕 太 阳 运 动 ,太阳 在 此 桶 圆 的 一 个 焦点 上 . 

(2) 从 太阳 到 行星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面 秘 ， 

(3) 行 星 绕 太阳 公转 周期 的 平方 与 其 椭圆 轨道 的 半 长 轴 的 立方 成 正比 . 

这 不 仅 是 天 文学 上 划时代 的 发 现 (Newton 正 是 在 努力 证 明 这 些 定律 的 过 
程 中 发 现 了 万 有 引力 ,进而 创立 了 现代 天 体力 学 ) ,而 且 也 是 数学 发 展 忠 上 的 
重要 里 程 碑 . 一 方面 ,在 古 希腊 的 数学 家 们 发 现 了 圆锥 曲线 的 性 质 之 后 的 
1 800 多 年 以 来 ,人 们 从 未 想到 过 ,这样 的 纯 数学 居然 会 有 如 此 辉煌 的 实际 应 
用 价值 . 另 一 方 而 ,为 了 论证 第 二 定律 Kepler 将 椭圆 中 被 扫 过 的 那 部 分 图 形 
分 割 成 许多 小 的 “扇形 ”, 并 近似 地 将 它们 夏 成 一 个 个 小 的 三 角形 ,运用 了 一 些 
出 色 的 技巧 对 它们 的 面积 之 和 求 极限 ,成 功 地 计算 出 了 所 扫 过 的 而 积 (图 
7.11) ЕЕК ЯЛ ДОХ ОЛ ЛЕВ ,已 包含 了 现代 定 积分 思想 的 雏形 . 


行星 


Ё 7.1.1 


其 实 , 用 分 割 . 求 和 与 求 极限 相 结合 的 方法 计算 不 规则 几何 图 形 面积 的 想 
法 可 以 追溯 到 古 希 腊 阿 基 米 德 前 “穷竭 法 ". Kepler 之 后 的 许多 数学 家 在 他 的 
思想 的 启发 下 ,对 “穷竭 法 " 作 了 重大 前 完 善 和 发 展 工作 ,成 了 为 定 积分 偶 基 的 
先驱 者 , 比如 ,为 了 求 出 由 两 条 直角 边 和 一 条 抛物 线 y= >° EH [E| R РЭН Ba 
边 三 角形 的 面积 ,可 以 采用 以 下 的 做 法 (图 7.1.2): 


用 步 长 产 = 荆 将 [0,1] 分 成 л 个 长 度 为 上 的 小 区 间 , 其 分 割 点 ( 称 为 分 点 ) 
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x= = ih, i =Ü,l,2, n —1,пт. 


图 7.1.2 


在 每 个 小 区 间 [ z, z. 1] 上 ,用 腐 为 及 、 高 为 f(x;) та 的 持 形 面积 近似 代 革 
小 的 曲 边 梯形 的 面积 ,那么 这 些小 面积 之 和 就 是 整个 大 的 曲 边 三 角形 的 面积 
的 近似 , 即 
CD 
:=0 Шр 
利用 数学 归纳 法 ,容易 证 遇 
D +2+3 ++ (a 1) = ntn — Dn - D —_ -0 


显然 ,分 割 得 越 细 ( 即 卢 ВМ), 5, 与 5 就 越 接近 , 令 ”一 co , 便 得 到 
5 – lims, = lim 15а = lim абада 1) 1. 


эс 


--у 
л 1 1-0 


这 就 是 所 求 的 曲 边 三 角形 的 精确 的 面积 . 


uqu АХ Xe Xt X. р 


图 了 .1.3 


求 一 个 由 连续 曲线 y= (х) /(z)20). H халх бх 
轴 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,可 以 类 似 地 进行 (图 7.1.3)， 
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在 [a ,5 中 取 一 系列 的 分 点 ri ,作成 一 种 分 法 
Р:а= aapa lard r=, 
记 小 区 间 [x;_1 ,zx; ] 的 长 度 为 
Ал = 2 — Xls 
在 每 个 小 区 间 上 取 一 点 ,用 底 为 Ax;、 高 为 /( 吉 ) 的 矩形 面积 近似 代替 小 的 
曲 边 梯 形 的 面积 ,那么 这 些小 面积 之 和 


s = DAEA 
就 起 整个 大 的 曲 边 梯 形 的 面积 的 近似 .车 当 = max (Ar ) ->0 时 


lims, = lim СВАЕ 

存在 ,那么 这 个 极限 就 是 所 要 求 的 曲 边 梯 形 的 精确 面积 . 

由 于 这 块 曲 边 梯形 的 面积 应 该 蚌 一 个 客观 存在 的 常量 ,上 述 极限 应 该 与 
对 [a ,58] 所 作 的 分 法 了 以 及 é& 的 取 法 无 闫 ， 

以 后 人 们 叉 发 现 ,在 许多 其 他 领域 的 研究 中 ,也 大 量 地 过 到 诸如 此 类 的 和 
式 的 极限 问题 . 比如 , 求 一 个 以 速度 w (i) 做 变速 运动 的 物体 从 := T, 到 
二 了 : 走 过 的 路 程 S, 可 以 先 在 [ T, ,T2] 中 取 一 系列 的 分 点 1, ,作成 分 法 

P i A= t< 1 < t < < t, = T., 
在 每 个 小 区 间 [z;-_1,;t;] 上 随意 取 一 点 6, Н ЖП ИН 
Мм, = #, — ła 

充分 小 ,wv(é$) 就 可 以 近似 地 看 作 是 在 [z,_1,t;] 时 间 段 中 的 平均 速度 ,因此 在 
这 段 时 间 中 走 过 的 路 程 近似 地 等 于 w(&)Az, ,于 是 整个 路 程 S 就 近似 等 于 这 
一 段 段 小 的 路 程 之 和 , 即 


Ш 


S= з, = 21u(6)Ar;. 
:=1 
FHA = max (At; )>0 时 


lims, = lim 21 v(&) At 

存在 ,那么 这 个 极限 就 是 所 要 求 的 路 程 的 精确 值 S. 

由 于 路 程 S 亦 古 一 个 客观 存在 的 常量 ,上 述 极限 也 应 该 与 对 [ Ti , 了 2] 所 
作 的 分 法 P HE 的 取 法 无 关 ， 

上 面 两 个 和 式 的 极限 的 形式 是 完全 相同 的 ,可 以 从 数学 上 统一 地 加 以 角 
决 ,这 需要 做 两 件 事 ， 

(1) 对 这 类 问题 进行 数学 抽象 ,建立 严格 的 理论 基础 

(2) 找 到 求 这 一 类 极限 值 的 有 效 方法 . 
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定 积分 的 定义 

我 们 先 来 做 第 一 件 事 .在 本 章 中 ,我 们 的 讨论 都 在 闭 区 间 [a ,5] 上 进行 . 
显然, 若 要 求 对 任意 分 法 Р 和 任意 6E [zz] BE lim > f(E )Ar 都 存 
在 , f(z) 必 是 [a,&b] 上 的 有 界 函 数 ( 留 作 习题 ). 

定义 7.1.1 HARAR f(xz) 在 [a,5] 有 定义 ,车 在 [4,5] 中 任意 取 分 
点 |z; Ар ТЕ, ЭЭЖ 

Р: а= < її «а r= Б, 
3047 Б.Мх,-үүл, Ї ЛЖ 
Ал; = Ti ~ Ti-ls 


并 记 ¿= шах (Azi). 若 VELzi-15Xi] ,极限 


Im AS)Az 
疹 在 , 且 极 限 的 慎 既 与 分 法 王 无 关 , 又 与 后 的 取 法 无 关 , 则 称 /(z=)Ë [а,Ь] 
上 Riemann 可 积 ,和 式 
ЗЭР 
称 为 Riemann 和 ,其 极限 值 工 称 为 fr) 在 [ab 上 的 定 积分 , 记 为 
[= | f(z)dz, 
这 里 a 和 上 分 别 就 称 为 积分 的 下 限 和 上 限 ， 
我 们 规定 
a b 
| зах =- | ra)dz 


| 22 = 0. 


它们 的 几何 意义 是 很 明显 的 
这 一 定义 也 可 以 用“e -人 语言 "表述 如 下 : 
“ 设 有 定数 了 ,对 任意 给 定 的 >0, 存 在 全 >0, 使 得 对 任意 一 种 分 法 
Р: а= zo < m< m < < zr, = b, 
和 尾 意 点 号 所 [zi i. zi], АЖ A= max (Ar,)< ó Ж 


ISE 
|D AEA- 1|< e, 
j=l 


ДЯ Кх) Аа, 512 Riemann 可 积 ,1 是 x) 在 [a ,6] 上 的 定 积分 ”. 
在 不 会 发 生 混 请 的 情况 下 ,一般 就 把 Riemann 可 积 简称 为 可 积 ( 以 后 我 
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们 会 知道 ,还 存在 其 他 意义 下 的 积分 ). 需要 特别 注意 的 是 “可 积 " 要 求 
Riemann 和 和 的 极限 值 与 分 法 P 以 及 & 的 取 法 无 关 . 
例 7.1.1 讨论 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 
1, Кл ЖШ, 
D(z) = 0, + 为 无 理 数 
的 可 积 性 . 

ЮМ ”由 于 有 理 数 和 无理 数 在 实数 域 上 的 稠密 性 ,因此 不 管用 什么 样 的 分 
点 х, 对 [0,1] 作 分 割 ,在 每 个 小 区 间 [.x; zi+i] 中 一 定 是 轻 有 有 理 数 又 有 无 理 
Ж. 

于 是 , 当 将 z ЗУНА, 


ву 06886 - ауда, = Дан = 1, 
而 将 5, 全 部 取 为 无 理 数 时 , 则 有 
lm DCE Aa; = 1270 Ах, = 0. 
所 以 尽管 两 个 和 和 式 的 极限 都 存在 ,但 Dirichlet ВАЕ Rieman 意义 下 是 不 订 


积 的 ， 

Darboux 和 

从 上 面 的 例子 知道 ,并 不 是 所 有 的 函数 都 是 可 积 的 ,下 而 我 们 来 导出 
Рх). 


记 f(z) 在 [a,5]j 上 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 为 М от, Вр 
m =< /(х) < M. 
另外 , 记 (с) а z] E BJ ERRAT RRDA M, 和 mi(i=1,2,…， 
п), ВП 
М; = sup! fle)| x € [ах]! 
和 
т; = ifl f(z)| z Є [zi-1s kil, 
显然 ,它们 与 对 [a b] ER rik P 有关， 
取 定 了 分 法 PR EHA 


S(P) = У! M,A z; 
i=l 


S(P) = У] тда, 
它们 分 别 被 称 为 相应 于 分 法 P 的 Darboux 大 和 与 Darboux 小 和 (统称 为 
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Darboux #1), 12 BA 


5(Ру< У) /(6)Ax, < S(P). 
=] 


7.1.4 


从 直观 上 容易 在 出 (图 7.1.4) ,如 果 对 任意 一 种 分 法 , 当 和 = max (Az;)—0 时 
S(P)({ 预 边 为 实 线 的 矩形 面积 之 和 ) 和 S(P)( 顶 边 为 虚线 的 矩形 面积 之 和 》 
的 极限 都 存在 并 且 相 等 ,那么 f(x) 是 可 积 的 ,反之 亦 然 ,下 面 ,我 们 来 严格 证 
明 这 一 结论 , 先 引 人 以 下 引 理 . 

引 理 7.1.1 车 在 原 有 分 法 中 加 入 分 点 形成 新 的 分 法 , 则 大 和 不 增 , 小 和 
Ж. 

证 设 S(P) 和 93(P) 是 对 应 于 某 一 分 法 P 的 Darboux 大 和 与 Darboux 
小 和 ,说 相 应 的 分 点 为 1z; 局 不 失 一 般 性 ,我 们 来 证 明 ,对 这 种 分 法 再 增 媚 
一 个 新 分 点 后 ,所 得 到 新 分 法 P 的 Darboux 大 和 S(P 5 Darboux 小 和 
50Р”), JRA 

S(P) <8(Р), 5(Р)«5(РЭ. 

设 增 加 的 新 分 点 z Elri) B /бх)ЖЇх;-1,х ] 和 [x ,x;] 上 的 上 

确 界 分 别 为 М; М; , 则 显然 有 
M; < М,, М; < М;, 
于 是 
Mi (z — xia) + М (z, x) < Mikr хул), 
面 这 时 SPOR 3S{P) 中 的 其 他 项 都 没有 变化 ,因此 
S(P')< S(P). 
EiS PSS). 
证 毕 
Иті 95 是 一 切 可 能 的 分 法 所 得 到 的 Darboux 大 和 的 集合 ,而 8 是 一 切 
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可 能 的 分 法 所 得 到 的 Parboux 小 和 的 集合 . 
引 理 7.1.2 对 任意 5(P ES #S(P ES, SÑ 
m(b — a) = S(P.) = S(P,) < M(b — a). 
证 任意 一 种 分 法 都 可 以 看 成 是 由 ”= 1 的 分 法 
a = z < z; = b 
中 插入 若干 分 点 所 产生 的 新 的 分 法 ,因此 由 引 理 ?7.1.1 即 知 上 式 中 前 后 两 个 
不 等 式 成 立 . 

下 面 证 明 中 间 的 不 等 式 .车 SCP1) 和 S(P;) 是 同一 种 分 法 的 Darboux 大 
和 与 Darboux 小 和 ,那么 不 等 式 已 经 成 立 . 若 它们 是 相应 于 不 同 分 法 的 
Darboux 大 和 与 Darboux 小 和 , 则 将 这 两 种 分 法 的 分 点 合并 在 一 起 形成 一 种 
新 的 分 法 已 , 设 相 应 于 新 分 法 的 Darboux KA Darboux 小 和 分 别 为 StP) 和 
SCP), 则 由 引 理 7,1,1 

S(P,) << 8(Р) < S(P) =< S(P.). 
证 毕 

由 引 理 了 .1.2,S #186 都 是 有 界 集合 ,因此 分 别 有 下 确 界 和 上 确 界 , 记 S 的 
下 确 界 为 

L = inflS(P)IS(P) € Si, D 
S 的 上 确 界 为 

1 = sup1S(P)1S(P) Є Si, 2 
则 对 任意 5(Р,)Є5 ж15(Р,)Є5,9 

8(Р,) < I< L < 5(Р,). 
下 面 我 们 来 证 明 3 A= max (Ax;)—>0 时 ,Darboux 大 和 与 Darboux 小 和 的 极 
限 确实 存在 且 分 别 等 于 它们 各 自 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 

5188 了 .1.3{Darboux EE) 对 任意 有 界 函 教 f(c) AA 
limS(P) = L. lim S(P) = {, 

其 中 工 K 1 为 由 中 ,@ 式 定义 的 值 . 

证 ”我们 只 就 大 和 的 情况 加 以 证 明 , 小 和 的 情况 是 类 似 的 ,请 读者 自 证 . 

对 于 任意 给 定 的 :>0, 因 为 上 是 $ 的 下 确 界 ,所 以 存在 着 -- 个 SC(P’)E 
$, 满 足 

0<8S(P)- L< $. 
设 对 应 S( P ) 的 分 点 取 法 为 
Р: а= хо<х1< х5 < z, = b, 
取 


- —_ w n — 
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ё = min( Az Ar 02 3O DM) 
对 任意 一 个 满足 = max (Ari) <ô 的 分 法 
P: а = Ta < r < m; < "= < m, = b. 
НАЛИК S(P), {ПЕ с; PRA Iz; (БӨ Р", 
并 将 这 一 新 分 法 的 大 和 记 作 SCP”), 则 由 引 理 7.1.1, 即 知 
S(P')- S(P') =< 0. 
将 对 应 于 分 法 P АР n- onl ARA: 
n-or PRAA AEA HAA. RA Е SCP) 和 S$S(P" ) 中 的 
相应 项 同 为 MiAzi， 
《2 中-tzy 中 售 有 新 插 人 的 分 点 .由 于 两 种 分 法 的 器 点 重合 ,因此 这 样 
的 区 间 至 多 内 有 一 1 个 . 
因为 对 任意 i 和 j， 
Ах, LELA, ihesa, j= 1,2,,p, 
所 以 在 {x;-1,x) 中 具有 一 个 新 插入 的 分 点 т,. 利用 前 面 的 记号 ,这 时 S(P) 
和 SCP"*) 中 的 相应 项 之 差 为 
Ми z, - zia) ~ [Mi (z; z1) + M; (z, — z; ) ] 
=< (M ~ m)l- x-1) 
«(М-»т)8, 
于 是 


0<S(P)-S(P')<(p- D(M- m) <. 
综合 上 面 的 结论 , 即 有 
0 5(Р)-1, 
=[S(P)-S(P*)]+[S(P')-S(P)]+IS(P)- L] 


ЕЁ 
Riemann 可 积 的 充分 必要 条 御 
现在 我 们 来 导出 可 积 的 充分 必要 条 和 件 . 
定理 7.1.1 RAA 六 zz) 在 [a ,6] 上 本 积 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 性 
意 分 法 , 当 4 = max (Azi) 0 B}, Darboux 友和 与 Darboux 小 和 的 极限 相等 ; 
i L= I, | 
ЖЛ 
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limS(P) = lim S(P). 
Ш 先 证 必要 性 . 
设 Frz) 可 积 且 积分 值 为 了, 则 由 定义 ,对 任意 的 E>0, 存 在 8S>0, 使 得 对 
任意 分 法 
Р: а= zoƏ < m < r < < xz, = b 
和 任意 点 6,Є [z 1,2;], АЗА = max (Az; ) < ò, EH 


(an -1|< š. 
特殊 地 , 取 ё; 是 [x;_1,x;] 中 满足 


OSM - 706) < ру 
的 点 ,由 于 Mi 是 (x) 在 [x;. 1,z;] 中 的 上 确 界 ,因此 这 样 的 名 是 一 定 可 以 取 
得 到 的 . 


于 是 
|50) - 六 Fe)ani| 
= PIM, ~ /(&)]Ах, 
Е 
< 了 Za) . (Ó — a) 
225 
=$, 
所 以 
50р) – I| 
= |80) - Уу Ал, |+ |У EAn - 1| 
E, £L 
< 2 + 2 = Е 
这 就 是 
lHimS(P) = I. 
34-80 
同 理 可 证 
lim S(P) = Г. 
即 有 


lim5(P} = lim (Р). 
3-4) 3-0 
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ЇЕ Darboux 和 和 的 定义 ,对 任意 一 种 分 法 Р, E. Darboux 大 和 与 小 和 总 满足 


S(P)< D/An < 8(Р). 
ж 
limS (Р) = lim S(P) = I, 
ЯР А РОЛЕ Е, BA 
т /(& Ал, = |. 
证 毕 
Fi 
ah = М, 一 H 
为 fio Elar -a EERE, Ї2ЕЖ 7.1.1 也 可 以 等 价 地 表述 为 


定理 7.1.2 RAA (х) Га, b TEAD АЕ АЕ Д 
法 , 当 А = тах (Ал) 0 时 ， 


йш 2; ал, = Ü. 


图 了 .1.5 


定理 7.1.2 的 几何 意义 是 图 7.1.5 中 的 阴影 部 分 的 面积 之 和 当 分 割 无 限 
ЖЛЕ йч Р. 

由 上 述 充 分 必要 条 忻 可 以 判断 某 些 函数 类 的 可 积 性 ， 

推论 1 闭 区 间 上 的 连续 函数 必定 可 积 . 

证 若 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 则 它 在 La,5] 上 一 致 连 续 . 也 就 是 说 ,对 任 
意 e>0, 存 在 5>0,Yx a Ela bj RE] r -xica RA 


r x Ё 
ЦЭРЭН < лэн 


81 定 积分 的 概 意 和 可 积 条 件 . 273 · 
因此 ,对 于 任意 分 法 ,只 要 4 = max (Ат;)< 3, 便 有 
_ . Æ y: ... 
ир = pax 704) - рїп flr) со, {i = 1,2, т), 


БЭРЭН: 
于 是 


Y wAn, <р Xas = є, 
由 定理 7.1.2,A(z) 在 [e ,5 可 积 . 
证 毕 
推论 2 闭 区 间 上 的 单调 函数 必定 可 积 . 
证 设 f(z) 在 [a,p] 上 单调 ,不 妨 设 其 为 单调 增加 , 则 在 任意 小 区 疗 
Lz plt, f nO RAA 
a; = Сх) F(z) 


| Е _ £ _ š 
于 是 ,对 任意 给 定 的 s >0, Ж 8-55)-Кау À = max (Ar, ) <à 时 ， 


Бат 


эте = DIa) - f(z,-4)] : Az; 
— E£ у _ 
<) ~ Fay 24080) Fixi) 


DOETE “[f(6) ~ f(a)] 
=ë, 
由 定理 了 .1.2, (x) 在 [a,65] 可 积 . 
证 毕 
对 于 实际 应 用 来 说 ,定理 7.1.2 对 于 判别 不 可 积 可 能 次 为 方便 一 些 , 如 对 
例 7.1.1 所 述 的 [0,1] 上 的 Dirichiet 函数 ,不 管 如 何 作 分 割 , 它 在 每 个 小 区 何 
[r-i ERREA o= 1, FE, 


四 之 m AT; 一 im 2, Ал, 一 1, 
所 以 Dirichlet В ASE Riemann 可 积 的 ， | 
На НЕА В АН o Ari ОСА О) ЖЕЙ НН, — Й 
来 是 很 困难 的 ,下面 我 们 给 当 一 个 更 易于 判断 的 条 件 . 


证 我 们 回顾 一 下 Darboux 定理 .仔细 分 析 其 证 明 过 程 可 以 知道 , 它 实 际 上 
证 明了 ,Vse>0, 只 要 有 一 个 分 法 了 ,使 得 


0<5(Р) -1 < (ROLI - S(P') < 2), 


， 274 ， се EFD 


那么 就 一 定 存在 某 个 ОРО, НДЕ А = max (AT:)} < ó 的 任意 一 种 分 法 P, 必 
有 
0= 5(Р)-1<‹, (Жо 71- S(P) < є). 
利用 这 一 思想 , 即 可 推出 如 下 结论 ， 
定理 7.1.3 KRAK Flz) 在 [ae ,6 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ,YEy>0， 
存在 着 一 种 分 法 ,使 得 相应 的 振幅 满足 


У ада, < Е. 
证 明 留 给 读者 ， 
推论 3 闭 区 间 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 的 有 界 函 数 必 定 可 积 ， 
证 设 FAz) 在 [ae ,5 上 的 不 连续 点 共有 天 个 , 记 为 a= р < р<--< 
р 一 下, 设 相 邻 两 个 点 之 间 的 最 小 虑 离 为 了 .不 妨 假设 p1 和 pi 在 [a,58] 的 内 
йй. 


Ve>0,8 ó = па 25а ЛИМ)? 先 以 р, 的 3 领 


域 的 两 个 端点 р д, КИЛҮ 将 [a ,bj 分 成 2&+1 个子 区 间 , 于 是 
f(x) 在 子 区 间 D = [а, p18], DP = [р ,+8,р,-8]()=2,—,#), 
D4+D= [pz+S, 8 上 连续 .由 推 论 1, f(x) 在 这 些 子 区 间 上 都 可 积 ,所 以 在 
每 个 DO 上 分 别 存在 分 点 

z) < z) < < z) (08123841 
使 得 


0) НЫ 


将 所 有 分 点 舍 为 -组 ,看 成 是 [a ,5 ] 的 一 个 分 法 , 记 o H СЬ 8,150] 
的 振幅 , 即 有 


IC EEY + RE “RM 一 т) 


-Ё, 
由 定理 7.1.3, 了 (x) 在 La ,851 可 积 ， 
当 pi 和 ps 为 [a ,5] 的 端点 时 可 类 似 证 得 . 
证 毕 
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显然 ,车 对 任意 分 法 ,一 个 函数 在 各 个 小 区 间 上 的 最 大 振幅 max(w;) 随 着 
3-90 而 趋向 于 零 , 那 它 当 然 就 是 个 可 积 函 数 .但 定理 7,1.2 同时 也 启发 我 们 ， 
若 一 个 函数 虽然 它 的 最 大 振幅 并 不 随 4- 一 0 市 趋向 十 零 , 但 包含 这 种 情况 的 
小 区 间 的 长 度 Ал, 之 和 却 赵 向 于 零 ,这 个 函数 仍 有 可 能 是 Riemann 可 积 的 . 

例 了 ,1.2 证 明 Riemann 函数 


1 21 
ЁО А z = 9 为 既 约 分 数 ， 
0, ЕЖ 
在 [0,1] 上 可 积 . 
# H Riemann 函数 的 性 质 , Ye >0, 在 [0,1] 上 使 得 R(z)> 专 的 点 至 
多 只 有 有 限 个 ,不 妨 设 是 点 个 , 记 为 0= pi << < p= 1. 
作 [0,1] 的 分 点 
Ü = zo < xí TX] = 1, 


使 得 满足 
pi E [50,11], CEEE 
p> € [zzz3]， ху- z2 < зү. 
, E 
Pa € [жр-1+®-1], Tal хов < эр’ 


— — нэм. аһ ањ дыр — == — — = 


х Х,Х =| x 


图 ?.1.6 


图 7.1.6 表 未 的 是 站 =3 的 情况 .由 于 


3-1 Ё-1 
2 
Ў) Аз; = У) азууга! + У) айх: 
1 120 1-1 


而 在 右边 的 第 一 个 和 式 中 ,有 Aryan С Е oy Sh ЕВ 4 ЯР, Ж 


' 276 ° BS EPRA 
Ё-1 
05 B. Azx2;<1, 因 此 得 到 


£ a 
La AT "2k 2 ° 
由 定理 7.1,3,Riemann 函数 可 积 . 
证 毕 


3 Юй 
1. 用 定义 计算 下 列 定 积分 : 
(| (az + аз: (| атаба > 0). 
2. 证 明 :车 对 [a,] 的 任意 分 法 PRERA GE лүү 1,888 
їнэ! SEAL Е fB Ela БЕНЯ RR. 
3. 证 明 Darboux 定理 的 后 半 部 分 ;对 任意 有 界 函 数 f(z) A 


lim S(P) = 1. 
4. 证 明定 理 了 .1.3， 
5. 讨论 下 列 男 数 在 10,1] 的 可 积 性 ， 
1 1 | 
_ 一 一 | 一 ]， 工 夫人， _ 1-1, х 为 有 理 数 ， 
ov- x 0, (Dfds a r 为 无 理 数 ， 
„ү 10, 之 为 有 理 数 ， jsng{sin =), z=0, 
=| т 为 无 理 数 ; oro ш 


6. BERAK FUz) 在 [a ,5 上 的 不 连续 点 为 | хл, лз] H lim z, 存在 ， 
证 明 F(x) 在 La,5] 上 可 积 . 
7. 开 区 间 {a ,8) 上 的 有 界 连 续 函 数 是 否 可 积 ? 
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本 节 中 ,我 们 利用 定 积分 的 定义 及 其 存在 的 充分 必要 条 件 , 来 给 出 定 积分 
的 一 些 基本 性 质 ,这 些 性 质 无 论 对 于 定 积分 的 理论 分 析 还 是 实际 计算 ,都 是 十 
分 重要 的 ， 

WER HEEE) 设 f(z) 和 g(x) 都 在 La,5] 可 积 , 则 对 任意 给 定 的 
常数 到 | do b. b k (х) + р(х) [a ,6 | 也 可 积 , 且 有 


| LC) + k;g(x)]dz = b| Kede + ыб). 


52 定 积 分 的 基本 性 质 . 277 - 


证 对 [a,5|j 的 任意 一 个 分 法 ， 
4 = ro < zí < z< "< Z, = Ё 
和 和 任意 点 GE r- nn l ELFA 


SIRSE) + kglE)lAr = PWC JAz; + ka Dy a(&)A 


:-1 


WN А = max(Az) 一 0 由 十 ЭГ Да. OTR ARE 


lran 


tm >) [k | f(6,) + АСЕ 
1 
537 и>, f(&)Ax; + ka иш 2, g(&)Ar, 


=, | f(z)dz + ЭГЭЭ 
由 定义 ,这 就 是 kfl) + (С>) Га, bTM, Н 
ИС Fæ) + byg(+)]ar = в| Fdz + b| (зэх, 
证 毕 
由 定 积分 的 线性 性 质 和 上 一 节 的 推论 3 可 以 得 出 一 个 重要 结论 ; 


推论 3 fir Ela, b] LTE, Mgr) REAR AAL fr) Ай 
不 相同 , 则 g(xw) 在 [a,8] 上 也 可 积 , 并 且 有 


КЕЕ = КӨ 


这 就 是 说 ,车 在 有 限 个 点 上 改变 一 个 可 积 函数 的 函数 值 ,并 不 影响 其 可 积 
性 和 积分 值 . 
推论 作为 习题 留 给 读者 自 证 . 
性 质 RETR) Ж у(х) g(x) 都 在 [a,5] 可 积 , 则 f(x)g(z) 
Ela bl ETH. 
证 iM E3£ ENS Е 
| х) ls M, 工区 lak] 
和 
а(х) < М, Є [6,6] 
的 常数 .对 [a,51] 的 任意 分 法 
a = za < z ( < zx < * < >, = b, 
设 和 是 [zx;.1,x;] 中 的 任意 两 点 ,有 
| f(z)g(z) — f(z)g(2) 1 
LIF) FE) 1-1 gE) + fE) vl glt) - glz) | 


:278 ， Sta БЫЛ 


Мм) f£(Z) I+I g(z) – g(š) 11. 
记 Fr)g(zr) 在 小 区 间 [z zi] 的 振幅 为 16:55 Э16Э1: g(x) 在 小 区 间 
[ж;-1, ж; 1 EB zy Pi o; 和 wi;, 则 上 式 意 昧 着 
ty = М(о; + ө}, 
因此 有 
0 = У а Ах, = МОУ; ш, Ах; + УА). 
=} t=1 г=1 
由 于 /(z)#l а(х) Е [а,Ь ЈА, УА = тах (Az,)—>0 时 ,上 面 的 不 
等 式 的 右 端 趋向 于 零 . 由 极限 的 夹 明 性 ,得 到 | 
іу) o; АТ; 一 Ü, 
H Riemann Р] УЗЕ 318 PF A (с) а(х) а, РЕГ. 
证 毕 
要 注意 的 是 ,一 般 说 来 
| (asg(z)dz >= (Иб; (| кч}, 


请 读者 自行 举 出 例子 ( 留 作 习 题 ). 
性 质 3( 保 序 性 ) З (с) g(x) 都 在 [a,5] 可 积 , 且 在 [a bl LEA 
f(z)=>>e(z), WJ k + 


b b 
[аах >| в(х)ах. 
证 由 性 质 1, 我 们 只 要 证 明 对 [a БРЕ — ЗЕЯ РЕЖ ir) 
有 
| readz = Ü 
就 可 以 了 ， 


对 [a,5j] 的 任意 一 个 分 法 
a = z < ХК r < + < х, 一 b. 
和 任意 点 &E[z 1,zi], 由 于 在 [a ;上 | 都 成 立 Үхэ 0,В ИЛ 


两 边 令 4= max (Ах) 0, ERRNO RITHE, НИШ 
b п 
[Hada = im) /(&)Ал 20. 
Р 


”一 -or 
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WEA ААТА 3 的 几何 意义 . 
性 质 4{ 绝 对 可 积 性 ) 设 (е) а, р], (Е) #[a 6j 也 可 
积 , 且 成 立 


[сед | <P Ilar. 


证 由 于 对 于 任意 两 点 x 12, Н 
LAG) il РС) HS | f(z)- С) 
仿照 性 质 2 的 证 明 即 可 证 得 | (x)| 在 [a ,5] 可 积 . 
因为 对 任意 z 成 立 
- |f) а) | f(z)| , 
由 性 质 1 和 性 质 3 得 到 
5 b b 
- |, ка) |а: 24у БЭЛГЭ 
这 就 是 
А ò 
yaz [а |а. 
证 毕 
要 注意 的 是 ,性 质 4 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ,也 就 是 说 ,由 | 了 f(x)| 在 [a,6] 
可 积 并 不 能 得 出 F(z) 在 [a ,5 ] 也 可 积 . 
例如 ,函数 
Кх) = | о х € [0,1] 
ЛЕТЁЖ — 7° ДМХ [В] ЕТКЕ 54 2, 所 以 是 不 可 积 的 .但是 
|х) 1, х Є [0,1], 
它 在 [0,1] 上 显然 是 可 积 的 . 
性 质 加 区间 可 加 性 】 Ж fz) 在 [a,5] 可 积 , 则 对 任意 点 сЄ[а, Б), 
Tir) 在 [a ,cj 和 [c 6] 都 可 积 , 并 成 立 


| ЭГ - а + | саах, 


反 过 来 , 若 FLz) 在 [aicj 和 [cb 都 可 积 , 则 f(z) 在 [a,5] 可 积 ,同样 有 
上 式 成 立 . 
证 ARE f(xz) 在 [a ,5] 可 积 , 设 c< 是 [a ,58] 中 任意 给 定 的 一 点 ， 
由 定理 7.1.3, Ye>0, 存 在 [a ,的 一 个 分 法 
a = XOX т„ = b, 
使 得 满足 
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Ў) Аз, < Е. 


i=l 
我 们 总 可 以 假定 с 是 其 中 的 某 一 个 分 点 ,否则 只 要 在 愿 有 分 点 中 插入 < 作 
为 新 的 分 法 ,由 Darboux 和 的 性 质 1, 上 面 的 不 等 式 仍然 成 立 . 
将 
a = zo < хр < Z< “< Z, = C, 
和 
C= TT = Б, 


分 别 看 成 是 对 [a ,c] 和 [5,c] 作 的 一 个 分 法 , 则 显然 有 


Ь 
Уак; < е 
Цаа! 


У) а, Ал; < Е, 


(= +1 


由 定理 7,1.3, FUz) 在 [ec] 和 [ec,8j 都 是 可 积 的 ， 
КАЖ, (ola clc ,5 都 可 积 , 则 YYs>0, 分 别 让 在 [La,c] 和 
[ec 6] 的 一 个 分 法 


Л Ё ГА d 
а = жу rana r" < Z, TE 


和 
¿e€ = z< z1< z< = < „= 8, 
使 得 
"i 
2 ei Az; < 5 
和 


Ула Аг; < £, 
将 这 两 组 分 点 合 起 来 作为 [ua ,的 一 组 分 点 1zij 0 这 里 二 = ni + nz, F E 
得 到 
У Аз, = Уш; Az; + Уш" Ах” < Е, 
i=l :=1 =] 
因此 (х) а, БТЕ. 
在 | f(x)az | 7(z)dz 和 | /(z)dz 都 存在 的 条 件 下 ,利用 定 积分 的 定 
义 ,容易 证 明 
b | ё 
[Fada = (КО + лода. 
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《证明 留 作 习题 . ) 
ШЕЕ 
由 于 规定 了 
| галлах =- Эг, 


渎 者 不 难 证 明 , 当 ec 是 [ae ,5 之 外 的 一 点 时 , 定 积分 的 区 间 可 加 性 依然 成 立 . 
性 质 6{ 积 分 第 一 中 值 定理 】 i A(x) 和 g(x) 都 在 [a,51 可 积 ,g(x) 在 
la bl ERREF, WEE Eln, M] EA 


ЭЛЭГ: - 222 


这 里 M Жет 23k (с) Га, рТ БАКБ F ЖЛ. 
特别 地 , 若 /(х) аа, 1: 59,916: ЕС [а, 51,148 


| zyg(z)dz = ГЭЭ 


证 因为 elo Ela b EPES, К 
g(r) >20, “xC [а,Ь], 
所 以 有 
mgr) < /(х)и\т) < Ми(л). 
由 性 质 1 和 性 质 3, 得 到 


b А b 
m| s(z)dz = Кее = M| g(x)dz. 


由 于 /(z)g(z)dz 和 | g(z)dz BERB AMBAR Elm, M], f 
得 
b b 
[еа = qf glo)dz. 


若 fxz) 在 La,5] 上 连续 , 则 由 闭 区 间 上 连续 芳 数 的 中 间 值 定理 ,此 时 必 
FERT ЕЄ [a,5], 使 得 Оё) = g Н 


Гес) ов = Of eoar. 


证 毕 
我 们 来 看 一 个 特殊 的 情况 . 当 f(x) 在 [a ,5] 上 连续 ,而 g(x) 志 1 时 ,上 
述 积分 第 一 中 值 定 理 的 结论 就 变 成 了 


六 Da = ЮФ а), 


它 的 几何 意义 十 分 明确 (图 7,2,1); 当 六 xz) 沪 0 时 ,上 式 的 左边 表示 由 曲线 
f(x} 和 直线 z=a,.z= b 15 z 轴 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 , 它 一 定 等 于 以 
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Ё 7.2.1 


[a ,5 为 底 、 某 个 A(&) 为 高 的 第 形 面积 . 


习 题 
1. 设 (rla b] ENR, gi Ela ,5] 上 定义 , 且 在 La,51 中 除了 有 
限 个 点 之 外 ,都 有 (с) = р(х), ЕН g(xz) 在 [a,5j 上 也 可 积 ,并 县 有 
ВШ - [асов 
2. 设 f(z) 和 g(z) 在 la,5] 上 都 可 积 ,举例 说 明 在 一 般 情况 下 
КОКО = (redzj( eaz}, 


3, flo а,5]ЕРПИ,АЄ/(т)&В,д(х)ЕГА,В]Е Ж, НЕНӘ 
复合 函数 g(a) Ela, b | КИ. 


4. 证 明 : 对 任意 实数 а,Ь,с, HE Садак, | rz)dz 和 | 7(z)dz 都 
存在 ,就 有 1 
| ада: = ясаа + | Се). 

5. 判断 下 列 积分 的 大 小 : 

(| дах 和 | zzdz; (2)] zdz 和 | zdz: 

(| (фах 和 | ғаз | ыа Mf zaz. 
6. 5 (2) а, b ЕЭ РО) 250 但 不 恒 为 0, 证 明 

| rz)dz > 0. 
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7. 没 /(z) 在 [4,5] 连续 ,f(z)dz 20, 证 明 f(z) 在 [a b] EEX O. 


8. 设 y= 了 (xz) 是 [0,o0) 上 单调 增加 的 连续 函数 ,了 0)==0, 记 它 的 反 函 
数 为 z= f (у), EH 


[Ade + | убу > ab (a > 0,6 >й). 


9, 证 明定 积分 的 连续 性 : 设 函 数 f(x) 和 如 (xz)= 六 x+ 上) 在 [ga,5j 上 可 
积 , 则 有 


21) | flr) fla) L dz = 0. 
10. Ж /(5 ЭМ g(z)#E[a ,5 上 都 可 积 , 证 明 不 等 式 
сов Сова | = (| оч» (| асаа). 
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从 实例 看 微分 与 积分 的 联系 

尽管 昕 到 人 们 总 是 将 微分 与 积分 连 在 一 起 ,统称 为 “ 微 积 分 ", 但 是 到 自前 
为 止 ,我 们 似乎 还 不 曾 发 现 微分 与 积分 有 任何 联系 (这 里 的 “积分 "是 指定 积 
Ф). 

事实 上 ,揭示 微分 与 积分 之 间 的 内 在 联系 是 需要 许多 预备 知识 的 .眼下 方 
可 以 说 ,这 些 预 备 知识 已 经 基本 有 了 ,可 以 为 这 两 个 重要 的 概念 建立 桥梁 了 ， 

先 来 看 两 个 颇具 局 发 性 的 例子 .与 我 们 研究 导数 时 相仿 ,这 上 个 例子 仍然 
分 别 来 自力 学 问题 和 几何 学 问题 . 

在 引入 定 积 分 定义 时 我 们 已 经 知道 ,以 速度 vu(2) 作 变速 运动 的 物体 ,在 
ҤЕ Ту, T2] 中 所 走 过 的 路 程 S 可 以 表示 为 定 积分 


п 工 
5 = lim > o (6; )At; = | (Ош, 
Wm р} T 


但 是 ,这 个 和 式 的 极限 可 能 是 很 难 求 的 ， 
让 我 们 换 一 个 角度 考 嵌 癌 是 ,由 子 物体 在 时 间 {0,:] 所 走 过 的 路 程 为 
Зе), НАТ ЕВА СТ, Tz] 中 所 走 过 的 路 程 S 可 以 表示 为 
S = S(T,) - (Т). 
注意 到 0(1) = S 1), RAM S(1) 是 (г) М)-01- ЭХ, ВТ 


Т, Т, 
| (гй - | 8'(Өй = S(T,) - 5(Т\). 
T T 


Dakika. v(t) 在 [T,, Ts] 中 的 积分 值 可 以 用 它 欧 一 个 原 函 数 在 积分 区 
间 的 现 个 端点 处 的 函数 值 之 差 来 表示 、 
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这 是 不 是 一 个 普遍 的 规律 呢 ? ЕЯ — TAT. 


图 了 ,3.1 


一 个 以 区 间 [a b] 为 底 边 的 直角 三 角形 ,在 已 知 斜 边 与 底 边 的 夹 前 为 0 
的 情况 下 (图 7.3.1) ,容易 知道 它 的 高 为 
А = (апд + (b — a). 


图 7.3,2 


对 于 一 边 为 曲线 y= 六 >) 的 明 边 直角 三 角形 (图 7.3.2a), 大 将 垂直 于 
底 氨 的 悄 条 直角 边 的 长 度 形式 地 视 为 它 的 “高 ”, 并 将 它 在 上 =e 处 的 导数 什 
(a) 近似 作为 tan ,那么 它 的 "高 "近似 等 于 
hæh = f (a) (6 — a), 
Нэх Z 4331625 ЖЕ, ВЕ e R 8 ЖЕ Т. 
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要 提高 精度 ,可 以 对 [a ,5] 作 分 割 
a = XT， 
在 每 个 小 区 间 [ x, -zi 上, 分别 象 上 面 所 做 的 那样 , 作 它们 的 近似 的 高 
h; — f (лу) Ах 
(图 7.3.25) ,再 将 所 有 的 h, 加 起 来 ,就 得 到 近似 的 高 度 为 


hæ Dh = У) f xDAr;. 
+ 一] i=] 


显然, 令 小 区 间 的 最 大 长 度 à = max (Az;)—>0, ATI I 883 28300 
确 的 “高 "为 


h = ау f Cr)Ar 
但 若 仔细 想 想 , 有 必要 这 样 又 是 分 割 ,又 是 求 导 , 又 是 求 和 ,又 是 求 极限 地 
算 吗 ? 这 个 晶 边 三 角形 的 “高 "不 就 是 函数 值 在 两 个 端点 处 的 差 岂 , 何不 直 截 
了 当地 计算 /СЬ)- fla)? 
这 就 是 说 ,对 于 这 个 具体 的 问题 ,成 立 


| F (odr = lm Df (zi- Az = ОРНО! 


我 们 又 一 次 得 到 了 与 前 面 的 求 路 程 问题 同样 性 质 的 结果 : 刻 (z) 在 [e ,6 ] 中 的 
定 积分 值 ,可 以 用 它 的 一 个 原 函 数 F(z) 在 积分 区 问 的 两 个 端点 处 的 函数 人 
之 差 来 表示 ， 

微 积分 基本 定理 一 一 Newton - Leibniz 公式 

车 f(z) 在 [a,b] 可 积 ,由 定 积分 的 区 间 可 加 性 ,可 知 对 任意 一 点 x € 
La sbl [TPO dt 都 是 存在 的 . 当 z Га Б) 上 变化 时 ,| f(t)dz вий ший. 


而 变化 ,所 以 它 是 定义 在 [a ,5] 上 的 关于 х 的 函数 .这 个 函数 具有 如 下 的 重 
要 性 质 ; 
定理 7.3.1 (х) а, БГА, 


F(a) = | /dt, ze [a,b], 


则 
(DFD Ala bl HERAA, 
(DÆ F(x) 在 [a,b] 连 续 ,上 则 F(x) 在 [4,58] 上 可 微 ,并 且 有 
F'(z) = f(x). 
Ж (1) 由 定理 条 件 , 知 F(z) 在 整个 [a,5] 上 都 有 定义 ,由 定 积 分 的 区 间 
可 加 性 ， 
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т+Ат т rtår 
F(x + Ar) = F(z) = | (04 - КОП = Ї КӨ? 
记 эл MIHE OE a ,5 上 的 最 小 值 和 最 大 值 ,由 积分 第 一 中 和 值 定理 ， 
即 得 到 
F(z + Ат) – F(z)= Ах (n€ [m,M]), 
T, Az—0 Е(хт+Ах)—-Е(хт)—=0,И FirEla bl EEE. 
(DA (е) а, РЕ ВЕНА АЕ # 
F(z + Ах) – F(z) = Ear (EEr 与 x + Ari), 
М Ал) ВРУ &->x, 因 而 f(&) 一 了 f(x), 于 是 
F (z) = lim 202+ Ar Flr) 一 im 六) = fiz). 
HE tE 
这 个 定理 具有 非常 重要 的 意义 . 
首先 , 它 扩展 了 函数 的 形式 .这 今 为 止 ,我 们 所 学 到 的 函数 ,除了 个 别 特殊 
的 如 D(z),R(z ) 等 外 ,都 是 初等 函数 .那么 ,什么 样 的 函数 不 是 初等 函数 呢 ? 


现在 我 们 知道 当 | (x)dz“ 积 不 出 "时 ， | /(1)dt 就 表示 了 不 能 归 人 初等 男 


数 范 围 的 一 类 函数 , 它 无 法 用 基本 初等 函数 的 有 限 次 四 则 运算 和 复合 来 表达 ， 
BAKE- KEA :满足 函数 的 定义 ,可 以 象 初等 函数 那样 进行 四 则 运算 、 复 
合力 至 求 微分 , 求 积 分 和 其 它 运算 . 它 使 我 们 对 函数 的 认识 产生 本 一 个 飞 肥 . 
以 后 我 们 会 看 到 , 它 是 我 们 找 述 和 研究 客观 事物 及 其 变化 规律 的 又 一 有 力 武 
22 


进而 , 它 说 明了 , 当 7(z) 在 [a ,b] 连 续 时 ,| 7(z)dt 是 7(z) 在 [a,5] 上 
的 一 个 原 函 数 . 这 就 是 我 们 在 第 六 章 $ 3 中 所 断言 的 ,一 切 连 续 函 数 都 存在 原 
函数 .如 | Sta, ди ний, | ear 是 e-* 的 一 个 原 西数 ,如 此 


等 等 . 
另外 ,定理 7.3.1 的 结论 (2) 


(хов) = ус) 
还 给 出 了 对 这 类 函数 求 导 (通常 称 为 "对 积分 上 限 求 导 ") 的 一 个 法 则 ， 
例 7,3.1 计算 F(z)= [saa 的 导数 . 
Ж Busrit 
F(z) = Glu) = | sin ra, 
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由 复合 函数 求 导 法 则 ， 
Р(х) = S G(u) ula) 
= (чаа) 
= 2=sn | жі. 
Í siny tdt 
Ü 
z? 
解 由 于 | 7(z)dz = 0 ,因此 这 个 极限 是 上 待定 型 .由 L'Hospital 法 出 
和 上 题 结论 ， 


‚`2х 


нг 


8 7.3.2 求 极限 lim 


2 2 
| siny? d? (| 84:41) 2 2 
lim E = lim — -nr = lim екы r = =. 
гэ x хэ (47) гам 3 3 


下 面 ,我 们 用 定理 7.3,1 来 导出 微 积分 学 中 最 为 重要 的 结论 ， 
定理 了 .3.2( 微 积分 基本 定理 ) i (с) а, р), (л) р(х) 
[a ,b] E-A AA, R] & 3. 


[Gaz = ЕФ) = Fla). 

证 设 F(r) 是 f(z)#E[a, БЕКЕ В, ПН 7.3.1, 
[raya 也 是 F(z) 在 [a,b] 上 的 一 个 原画 数 ,因而 两 者 至 多 相差 一 个 常数 
记 

[Fat = F(z)+ С, 
Жаха, ИН  С--Р(а), ЕТИ 
和 oa = F(z) - Fla), 
再 令 = 由 于 定 积分 中 的 自 变量 用 什么 记号 与 积分 值 无 关 , 便 可 得 到 
Ке = [оа = F(b} – F(a). 
证 毕 

定理 的 结论 被 称 为 “Newton 一 Leibniz 公式 ” ,公式 中 的 下 {5) 一 F(a) 常 党 

记 为 F(x) “ава 


a 


[Kedr = F(z) 


Š 
a 
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Newton - Leibniz 公式 是 高 等 数学 乃至 整个 数学 领域 中 最 优美 的 结论 之 
一 . 它 的 形式 非常 简单 ,不 仅 通 过 建立 不 定 积分 与 定 积分 的 关系 深刻 地 揭示 了 


微分 与 积分 的 联系 ,同时 还 “指点 迷津 ", 给 出 了 利用 原 函 数 ( 即 不 定 积分 ) 便 捷 
地 计算 定 积分 的 途径 . 


例 7.3.3 计算 2282 


解 因为 |zzdz =1 


= yz + ,所 以 可 取 下 (z ) 为 二 zx, 于 是 由 Newton — 
Leibniz 公式 


1 1 
24-14 3 1 
ЕЕ 35 


= = – () = 
5 3 


1 

3' 

这 正 是 我 们 在 本 章 S 1 中 用 无 限 求 和 的 办 法 求 出 的 那个 曲 边 三 角形 的 面积 ， 
例 7.3.4 求 ЁС хӧх. 


М 因为 一 cos r Ж sin r 的 一 个 原 陪 数 ,所 以 ， 


т к 
| sn zdz =- cos z = — cos ж + cos Ü = 2. 
0 


例 7.3.4 说 明 y= sin z 的 一 拱 的 面积 恰 为 整数 2, 可 算是 一 个 出 人 意料 
的 有 趣 结果 ， 


本 仅 如 此 ,对 于 一 些 比较 难处 理 ,往往 需要 用 些 特 殊 技巧 来 计算 的 和 式 的 


极限 问题 ,有 了 Newton ~ Leibniz 公式 ,使 得 我 们 有 可 能 峰回路转 ,将 其 转化 
为 一 个 定 积分 问题 来 算 . 


计算 lim [1 + 1 + + 工 
例 7.3.5 计算 lm 2117:5:5777524| 


解 将 原 式 改写 成 
петр ts жү! 9 сі 
л п л 
上 式 可 以 看 成 是 函数 УС) = 7 ERMO, 17 0 Riemann 和 
э О 
RP g= Art F, 
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. `x 1 1 
= lim У` . 
mh та 


= In 2, 


1 
ü 


! d _ 
-| 13571014) 


与 我 们 在 极限 论 中 (利用 趋向 于 Euler 常数 的 特殊 数列 ) 所 得 到 的 结果 相同 . 


定 积分 的 搁 元 积分 法 和 分 部 积分 法 
若 将 |/(z)dz 理解 为 1(z) 的 任意 一 个 给 定 的 原 西数 , 则 Newton - 


Leibniz 公式 可 以 从 形式 上 表达 为 

| лах = (| Хадаа 
因此 , 求 不 定 积分 的 运算 法 则 可 以 全 部 平行 地 移 到 定 积分 计算 中 来 . (当然 ,我 
们 总 假定 在 运用 这 些 法 则 进行 运算 的 过 程 中 ，| Medr 的 各 种 转换 形式 在 


b 
‚ 
а 


相应 的 区 间 上 始终 保持 可 积 性 . ) 
第 一 类 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 都 可 以 不 加 改动 地 直接 运用 ， 


b 
, 
à 


пес) в (z)az = F(g(z)) 


| =G) 02) = 19260 = Госа ас, 


#1 7.3.6 R [esin zdz. 
解 
[Геп хіх 三 一 КЕ “4(сов z) 
0 D 


х 

Ї 

Œt е 
e 


=— e 


ü 


例 7.3.7 求 由 曲线 y= xsin x (0 所 zx 太 x) 和 x 轴 围 成 的 面积 . 


解 ” 由 定 积分 的 几何 意义 ， 
5 =| сна zdr 


= x. 


=п + sin + 
0 


下 面 我 们 用 定 积分 的 分 部 积分 法 导出 一 个 重要 结论 , 先 引进 一 个 定义 
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SEM 7.3.1 р, (z) а, 51 ké jk(n=0,1,2,:.), AE 
2580 Fn, galr elella, b] ETE, BEA 
0, тоеп, 


8 
| 2 (z)d= >Ü, т=н, 


则 称 1g,《x)| 是 [a ,5] 上 的 正 交 函数 列 .特别 地 , 当 g, (xz) 是 次 多 项 式 时 ， 
iieo [а,Ь]. ЕЕ 91456. 

在 第 五 章 的 例 5.1.1 中 ,我 们 已 知 л IK Legendre 多 项 式 为 
р 00 n, n = 0,12... 
它 在 (一 1,1) 上 恰 有 个 不 隔 的 实 根 ,现在 我 们 来 证 明 ip, (xz) 是 [一 1,11 上 
的 正大 多 项 式 ， 


| gu Cx)ga(z)de - | 


р,(5)- 


1 0, тэн, 
7.3.8 证 明 : | p.(z)p,(z)dz - 2 


264177 


证 B nem, i 
1 
Тыл = т1л12”2^| | bn (х) pa Xx) dr 


_[ d mo d 
ме 1) 


(т? -1)"4х, 


“(г -1)” ulr) Ë (а 一 1)” 看 成 w(x), 利 用 分 部 积分 法 ， 


4" 
ах" 


Ian = (z – 1)”. цш ш Р 


-| d™*! 


i dr пб)" + Tie -1)”4х. 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 知道 ,函数 
(27 =)", ва 1.2 1 


中 都 含有 (x* -1 因子 ,因此 
Пан 


(ж? = 1)" = 0, 
Бай х= 1 


(2° - 1)" 


х= 1 


| 1 дээ! й 
“Зян 一 -f dz rila? -1) ` z" K ~ 1)" dx. 


反复 执行 上 述 过 程 ,最 后 得 到 


了 = {- Def б -1)”] (52-1)4х. 
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(08 n>m ‚ж-ы (а^ -1)=0, B t 
| ba(z)p (z)dz = 0. 


(2) ж n = т, WAS T (a? 一 1)”=(2n)!, 再 次 利用 分 部 积分 法 ， 


Im = oo = z)"(1+ zjndx 


t ] 
— (ала а _ zyl + z)"tlqy 


T n+i 


_ (2п)1я In — 1) ! 一 十 
Sn) :nt ЭЙ {1-—-)”"17{(1+ хх)" ах 


(m + 1)(n +32))- 


28)1н(п-1) я 
(n+ 0а + 2)-- ОКУ + zy dz 


Є ! үднэ 


28-17 


于 是 便 有 
2 


1 La 
| йш = Тув = ртт 
证 毕 
求 定 积分 也 经 常 采 用 递 推 的 办 法 .下 例 中 直接 用 定 积分 的 分 部 积分 法 求 


sin” 在 [0, 二 1] 上 的 积分 值 (在 例 6.2.16 F E FR E M IR S BUN E ERA 


A). 
例 7.3.9 ЖІ, -Ї Sinszdr . 
解 显然 


л 

2 . т 
1 -| simrdrt = = 
0 0 2? 


z 
2. 
1, = [sin zdz = 1. 


而 对 于 n 空 2, 则 有 


z x 
2. 2 .-д- . 

Ї -| вїп°тйл = | sin" l, , sin rdx 
Ü D 


‚т -of віп" 22 ,соё rdr 
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= (n – К -cos тах 
ü 


š 
= (x 一 D|. sin?” r + (1 — sin2z)dz 
= {a-ha L), 


于 是 得 到 递 推 关 系 
n-i 


L, = 
П 


党 用 例 5.4.3 中 的 记号 并 规定 0!! =1, 即 得 到 


a-l azza. l, 


L-2 


т 


2. 
| 81784153 
0 


[ке] 
toja 


H п — 


2 
л-1 н-3 2 
3 


第 二 类 换 元 积分 法 理论 上 也 可以 不 加 改动 地 直接 运用 . 

HR zx 三 ofti) 是 上 iG[a,8 上 的 连续 可 徽 函 数 ,月 有 Yo)=a Жо(8) = 
b FER F(z) 在 包含 了 et) 的 值 域 的 范围 内 定 尽 且 连 续 . 记 下 (Cz) 为 乒 了 ) 
的 某 个 原 消 数 ,由 复合 销 数 求 导 法 则 ,可 知 Feu E /(р\!))ф (z) — T Is 
ЭНХ. fk Newton — Leibniz 公式 , 妈 有 


леи) е ldr = ЕСр(8)) — Ерба) 


= РО) - F(a) = | f(z)dz. 


所 以 实际 计算 中 , 可 在 做 变 基 代 换 x = рН, ТАЕ ТР ВИК, 
完全 化 作 关 于 + 的 定 积分 


| ve Jdr 


r= p(t) 


NETAN [eD a 
B=- e (b) 
来 做 . 
例 7.3.10 求 半径 为 x 的 圆 的 面积 . 


解 ” 设 圆 的 方程 为 
rty = 2, 


利用 对 称 性 ,我 们 只 求 它 在 第 一 象限 部 分 的 面积 . 
在 第 一 象限 , 它 的 方程 是 
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y = r-a, 
因此 ,相应 的 面积 应 为 | / 7 ade. 
令 z 一 g(t)= rsin t, JE dx = кез td ,积分 区 间 由 хЄ [0,1] Ж 
1610,2), 0.50 Т 


® 


й 
2 
| V rê- rdr = ёр сов ға? 


к 
2 nr? 


sin 27) _ 
0 4 ` 


wi 5 

由 此 ,整个 图 的 面积 为 S= rr2， 

在 用 第 二 类 换 元 积分 法 的 时 候 要 注意 ; 

(了 做 变换 时 只 要 保证 Фс) АВА Я КЕ fC ERNA, ERA 
Ж ф(а)=а 和 g(B)=5b, 并 不 一 定 要 求 + 一 g(1) 是 一 个 单调 的 一 一 对 应 的 
西数 . 

如 在 上 例 中 ,要 是 做 变换 == р()= rsin г 并 令 : 从 x 变 到 (2+ 7), 8 
然 此 时 pg (4) 不 是 单调 的 ,但 由 于 gpg{1) 的 值 域 [ -rr,rj] 包 含 在 f(r) = 
У а, Н р(х) 0, p| (2+ 50) = ~, 愉 而 将 原 式 化 成 
(2+2) 


N SP- z2 dz = ё| 


: [е 


т 


1-зш2:4(я ғ) 


= ү | cos # [" cos tdt, 


也 将 得 到 正确 的 结论 . 
(2) 变 痪 后 的 定 积分 | 了 (g(1))g d 的 上 下 限 a 和 必须 与 原来 的 上 
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下 限 a нь ХОГ, ЖЫШ НИ. 

同样 在 上 例 中 ,车 变换 改 为 z= (0) = гов ЛЕК z€ [0,r] 5: €[0,2 1 
之 间 ,x = gp(1) 是 一 一 对 应 的 函数 .但 若 贸 然 将 原 式 按 例 7.3.10 KEIR, kat 
画 朝 芦 地 化 成 


т 
> т 
2 ， 
| V r гах =- п sir” idt, 
Ü 0 


结果 将 会 大 识 不 然 ,因为 由 定 积分 的 保 序 性 ，- r| sirar 的 值 必 小 于 等 无 
疑 , 这 么 一 块 面积 ,怎么 可 能 会 是 负 什 呢 ? 
错误 的 原因 就 在 于 变换 后 的 积分 上 下 限 赴 倒 了 .x = ф(г) = reos г 确实 


是 把 积分 区 间 由 zE [0,r] 变 为 上 E [0,> ] ,但 此 时 
a= ç(0) = 5, 8-070)-0, 
因此 要 将 原 式 化 成 
[C az = sira 
0 2 
才 对 . 
定 积分 的 如 下 两 条 性 质 的 几何 意义 很 清楚 ,从 定义 出 发 严格 证 明 也 很 简 
单 .作为 一 个 练习 ,请 读者 改 用 换 元 积分 的 方法 自行 证 时 . 
定理 7.3.3 4 fUr AEREA -a al] ETA, 
(1) :2169ЭГ:41:7:41:1:54 
| ағ = 2, (х). 
(2) ж f(z=)2# # 3k, ДЖ. 
r /\х)ах = 0. 
97.3.4 BrEA TAANA TEAR, ШУЛЖ а, 
| 六 лааг = | Fdz. 
这 些 性 质 对 讨论 有 些 问题 很 有 帮助 ,下 面 我 们 来 举 两 个 例子 . 
、 2 (== 1)2 +1 | 
例 7.3.11 计算 |, (2-1 3142-2095) 
先 来 看 一 个 不 正确 的 解法 . 


“利用 求 有 理 函 数 的 不 定 积 分 方法 , 求 得 
| (zx-1)}+1 202-2) c 
z-i , 


(z 12 la 2 pd = arctan 
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于 是 ,由 Newton ~ Leibniz 公式 ,可 以 得 到 


?x+ z(z-2)2 n, 
[= a aa 2-1 „^9 


但 这 个 结果 是 不 可 能 的 ,因为 被 积 函数 在 [0,2] 连 续 且 便 大 于 零 , 所 以 必 

有 
2 + 一 )2 
| (z 8 ре 2)3%® ийн 

Newton – Leibniz 公式 居然 “失灵 ”了 1! 

问题 出 在 什么 地 方 昵 ? 请 注意 微 积分 基本 定理 的 条 件 “F(x) 是 fx) 在 
[a,5] 上 的 一 个 原 函数 , 则 -……”, 而 在 这 个 例子 中 ,由 于 arctan 50-27 + С 
在 [0,2] 中 连 最 起 码 应 具备 的 连续 性 质 都 没有 (显然 有 不 连续 点 z = 1 ,因此 
сата], 

为 了 正确 求解 这 道 题 ,我 们 先 来 作 一 下 分 析 ， 

首先 ,在 任何 一 个 不 含 x=1 的 区 间 [a lE, arctan < (z — 2) + C 确实 


х=] 

_ (:-1У-1 А 2 лт 一 类 不 ; 
Efir)= GDA Aa су AR, 0 z=i 是 它 的 第 类 不 连续 点 ， 
所 以 有 可 能 通过 对 它 的 适当 补充 定义 ,构造 F(z) 的 一 个 原 函 数 出 来 . 

MK TURRI ERER E оет оет 是 对 称 的 ， 
这 就 提示 我 们 ,有 可 能 通过 适当 平移 将 积分 放 到 对 称 区 间 进 行 ,再 利用 定理 
7.3.3 来 得 到 结 采 . 
+ r= ( (z 1) +1 22 — ЛЮ 
解 对 1= | СУ: ас зүйг 用 = /+1 换 元 ,将 变换 后 的 
积分 变量 仍 记 作 x , 则 


r=| х* +1 -dr 
-tt (z 4 lr 


因为 -二 于 让 二 一 三 是 公函 数 ,由 定理 7.3.3, 又 有 


z2+ (r+ 1 (z 


_ 1 хт? +1 
I= 2, х? + (z+ 1) le- sa 


定义 函数 


arctan 2-0), х € 0,1]. 
F(x) = 


. 296 · = EHD 


, | z +1 А 
容易 验证 ,P(x 5 EE 二 在 [0,1 中 的 个头 函数 .由 Newton 
= Leibniz AA, 
I= 2, тїз GHG 20) 


这 个 例子 告诉 我 们 ,用 Newton- Leibniz 公式 时 必须 把 条 件 弄 清楚 ,否则 
BA n 24,321. 

例 7.3.12 iE: Rl sin z.cos z,sin2z,cos2r,'" sin RZ cos nE, 
…|} 是 任意 一 个 长 度 为 2r 的 区 间 上 的 正 交 函数 列 . : 

证 首先 ,将 1 记 为 cos 0z, 则 对 任何 吉 =1,2,… 和 n=0,1,2,…, 有 


Г sin mz cos nr dr 
= Lf" [sin (1: + n)z + sin (m —- п) х а= 


_ 1 r eos (m +_n)z ү cos (m ~ п) й 
2 


mtn moon 


— t 
т 


` тозеп, 


-T 


_ COS 2з 
4m 


= Ü. 
其 次 ,对 任何 zr 一 1,2,… 和 ==1,2,"…， 


т 
| зп mg sin nr dr 
一 页 


= писе — п)х — cos( m + п)х]йх 


l rsin(m_— n)z sin(m + и)" 
[ ] o m=n, 
2 m 一 天 m + n -x 
+ (Í| - 22220) К т = п, 
_ 0, m=n, 
эгээ 
阿 理 可 证 ,对 任何 到 =0,1,2,… 和 ”-0,1,2,//1,8 


0, тш, 
КЕЕ т = п 0,. 
" 21, m = x = 0), 
ШЕ Ў 7.3.1, X ИГ -x,x] 上 的 正 交 函数 列 . 又 由 于 2r 是 这 些 
函数 的 公共 周期 ,由 定理 7.3.4, 即 知 这 组 冰 数 是 任意 一 个 长 度 为 2r 的 区 间 
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ЕВЕ РАКІ. 
ЂЕ ә 
53 是 
1. Ох), R FIRAR 下 (xz) 的 导数 
(Ок) = | And (DE) = | Fods; 
Ч ни 1 
(3)F(z) = P Lar. 
2, 求 下 列 极限 : 
о t2dt 
(1) 2—5 (2) lim = —; 
т - 一 | | ес dw 
Ко 0) du (Sedu) 
(3) 1 ; (4) lim 一 一 一 一 ， 
з= 41-12 Бор K 
3, 4 Az) 是 [0,+ ce) 上 的 连续 函数 且 便 有 (с) 220, ШЕЯ 
ӨТТ 
а(х) = 2 
| Ооа: 
是 定义 在 [0, + oo) БА ВИ ТРА. 
4. 利用 中 值 定理 求 下 列 极限 : 
(1) ша] үгүйг (2) lim af” “5 sin Sdr (p € N°). 
5. 求 下 列 定 积分 : 
E 一 证 ”一 
CD] laz р Duzz Da, 
1 
D| (27 + 3 Y dr; wP ea ~ 4х?)!%4хт; 
0 0 
1 122 +1 
(5)| z22 - 2798; (6)| 222145; 
ї (z + 1)4х /®2 3 _ . 
of 1 (z2 + 2x + sy ө], ze dz; 


1 
of z'aretan хах; (0)| ears 


- 298 ， | USB ТЕЛ 


al 
1 dz 2 dz 
(11) ; (12) ` КУ Py: 
үг, ` yy (1 一 237 
12 d ш 
(3) 一 些 一 ; (14) = dri 
Si gy ltz Ja” Ti 
^] ал 
(15) 0870812 rdr; (16) 30 zdr; 
Ë: е 
(17) ye Sin Tdzi (18)| sn zdz; 
4 = | е+1 2 22 
сөд, 2023 wf Хн — 1)йх. 


б. 求 下 列 极限 ， 


н 


Р Р Š + =". P 
(2) im ЕЁ шиний (p > 0): 


(3) lim (5а 2 + sin 28 Хэн НУ чигчий! 
н Л п + 
Т. 求 下 列 定 积分 : 


( Dj огаш ; (0 зи dz; 
Df (е? ~ л?)"йт; (| =a" zaz. 
8. 设 f(z) 在 [0,1] 连续 ,证 明 : 
(SË (eos z)dz = НИЛ 
(faf (sin хуйх = "(ып z)dz. 
9. 利用 上 题 结果 计算 : 
(0) zantzdzri Df Es az 


ө), 1+ к 
10. 求 下 列 定 积分 : 


(Dj aa[zldz; 


1 
Е |z -а |42; 


(| жэл dr 


(| ferldz. 
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11. 证 明定 理 7.3.3 805238 7.3.4. 

12. 证 有明, 奇 隐 数 的 一 切 原 函数 都 是 偶 消 数 , 偶 函 数 的 原 函 数 中 有 一 个 是 
ЯЕ. 

13. 3 所 x) 在 La БАРАЖ Т = T МЕ,Х aT, M 

5 2T-b b 
[odz = | f(z)dz + 2 fiz)dz. 

并 给 出 它 的 几何 解释 ， 

14. 证 明 ; 


| paz = 31 х/х)4х. 
15. 设 了 (xz) 连续 ,证 明 
[Же адда = [If flade 
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现在 我 们 可 以 来 进行 一 些 所 何 的 线 . 面 . 体 的 简单 计算 了 ,一 元 定 积 分 大 
致 可 解决 求 平面 图 形 的 面积 , 求 曲 线 的 绝 长 , 求 某 些 特殊 的 几何 体 的 体积 、 求 
旋转 体 的 侧面 积 这 四 种 类 型 的 问题 . 至 于 一 般 儿 何 体 的 体积 和 表面 积 , 则 要 等 
学 完 多 重 积分 后 才能 计算 . 

求 平面 图 形 的 面积 

求 平 面 图 形 的 面积 (下 面 简称 求 面 积 ) 可 以 说 是 定 积 分 最 基本 的 用 处 一 一 
引进 定 积分 的 概念 就 是 从 求 面积 开始 的 ,上 一 节 中 许多 例子 都 是 (或 可 以 看 
作 ) 求 面积 问题 . 

我 们 知道 , 当 f(x)>0 时 ,由 y= f(x),、 直 线 x -a、x=5b 和 y=0 即 zx 


钠 图 成 的 面积 正 时 | f(z)dz .但 当 f(z)<0 时 ,| Fede (<0) 却 是 相应 
的 屠 志 面积 的 灸 值 (图 7.4.1). 所 以 ,真正 的 面积 应 为 
5 -| | (ж) | dx. 


du. 


7.4.1 


EE a Ааа 


. 300 ， FDE НО 


实际 计算 时 要 注意 先 把 ffz) 变 号 的 “关节 点 " 找 出 来 ,再 分 段 求 积 分 . 
M ZEE у= (х) у= р(х) В], ЕВЕ r= a,z =b i 
定 的 那 部 分 功 积 (图 7.4.2) 是 


s= (z) -ea 


dz. 


E 7.4.2 图 7 了 .4.3 


例 7,4,1 ШЕНЕ y= z2 Ary ARDER. 
Ж 求 出 曲线 ysr #l z = у? 的 交点 坐标 为 (0,0) 和 (1,1), 而 在 x€ 
[10,1] 中 ,Wz 宇 z*( 图 7.4.3), 因 此 ,所 求 的 面积 为 
] 


[ws — x )jdz = (хх — 45) | 


上 述 原 则 可 以 推广 到 由 几 条 不 同 的 曲线 (或 直线 ) 围 成 的 图 形 的 情况 . 

例 7.4.2 设 (x,y) 是 等 轴 双 曲线 x* -y=1 上 的 任意 一 点 , 求 分 别 由 
点 (zy) 和 (zy) 与 原点 连 成 的 线段 与 双 曲 线 围 成 的 曲 边 三 角形 的 面积 
(图 7,4.4). 


1 
3 


图 了 .4.4 
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ЖИЙ. х >0. 利用 对 称 性 ,可 求 出 第 一 象限 的 那 一 块 面 积 再 乘 以 2. 
这 块 面 积 是 由 三 段 曲 线 ( 或 直线 ) 围 成 的 ,可 以 以 +=1 为 界 分 成 两 部 分 ， 
分 别 积分 后 再 相 加 ;也 可 以 先 求 出 双 曲线 .z 轴 及 过 (zx,y) 并 与 y 轴 平 行 的 直 


线 围 成 的 面积 ,再 用 以 原点 、(x ,0) 和 {z,3?) 为 顶点 的 大 三 角形 的 面积 沪 减 去 


它 . 
ТЕУ 2232 
Ë: г-2(5 IET 14и) 
= ay- (a VZ -mle + Vl) 
= xy ~ ху + ]B(z + y) 
= In(z + vy). 
由 此 可 以 得 知 xz + y=e ,由 于 x? -yl ARABES r- y=e-', 解 出 
r= ё: he, 
y=° ° shi. 


Ё 7.4.5 


三 角 函 数 又 统称 为 圆 函 数 .这 是 因为 ,车 在 单位 加 上 分 别 取 点 (x,y) 和 
(xz, 一) ,类似 地 与 原点 连接 作出 扇形 (图 7.4.5), 设 扇形 的 面积 为 |, СН 
知 的 结论 


т = (6%, 


y = ап /. 
两 相 比 较 ,就 不 难 明白 ,为 什么 要 把 y=sh r.y=ch т 统称 为 双 曲 函数 ,并 分 
别 冠 以 双 山 正 芒 和 双 曲 余 葛 的 名 称 . 

# y= 二 A(z) 是 用 参数 形式 


х 一 xlt), 


Ї Є [ Ti, Ta] 


у = y(t), 
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表达 的 ,r= z() 在 5E [Ti,T2] 中 可 微 旧 反 函 数 在 zE [4,65] 存在 ,那么 读 
才 不 难 用 换 元 法 证 明 ,所 求 的 面积 可 表示 成 
S= рук (ш. 


2 2 
17.4.3 жиг, +2 -1 的 面积 . 


图 7.4.6 


解 ” 利 用 对 称 性 ,只 求 第 一 象限 的 那 一 块 面积 (图 7.4.6). ЕВУ 
数 方 程 形式 
Ñ = acos t, 
у = bsint, 


MJ ХО а 时 ,: ASER 0, 所 以 Р 


5 0 ` , 2. 2 т 
= = ab| sin (cos í) dt = a| sinf? di = —ab, 
4 2 0 4 


即 

Š = tab. 
Я|7.4.4 求 旋 轮 线 ( 摆 线 ) r=a(t— sint), 

的 面积 (图 7.4.7). 


2r 
解 8-4 (1 ~ cos Yat 


Є [0,22] 5 х 轴 围 成 


y=a(t-cos і), 


Ir 
= 2) (1 — 2cos t+ 1320) 


dz 
= 3ra2. 
下 面 米 导出 极 华 标 下 的 求 面积 公式 . 
设 曲 线 的 极 爸 标 方程 r (0) 6 8E [a,B] 中 的 连续 函数 ,我 们 用 与 
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图 7.4.7 


$7.1 类 似 的 讨论 来 求 由 两 条 极 径 2=a.9= 有 8 与 r=r( 的 围 成 的 图 形 的 面积 


S. 
а= < 0, < 0, < ~ < 8, = B, 
记 A0,= 0, — 0- ERTO -10 EER 总 ,用 半径 为 rE ЛЛ 


40, 10847289 RE r? (6; ) Аб, A AA BEAR I A 2 1 838 00008 CE 


7.4.8), А 
S= F У) 2 (6,)A6,. 
121 


[Н 7.4.8 


因为 r= г(8)#[а„81Ф ЗЕН, 1-2 (9)E[ a В]. ФАИО 
角 的 最 大 值 À = max (Ab,) 一 0, 即 有 
8 = + im 80046 = 2 120986, 


ААА F RS АЛЕ А. 


` wawas 4 ни rA asi" s rr rm 
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17.4.5 RREK ,0-а ЧӨ 从 才 变 到 27+ TN RA r 扫 过 的 面 


ЁС 7.4.9). 
解 直接 套用 被 坐标 下 的 求 面积 公式 ， 


л 


s = Дар ®(-1) T lea 
т 2/1 6 2 0 : 一 


9х ` 


图 >.4.9 


17.4.6 求 三 叶 玫瑰 线 r= asin 30,0610, «108 7.4.10) Аа. 


Wees 


7.4.10 


# 由 对 称 性 ,我 们 只 求 它 的 半 叶 的 面积 ,这 时 0 的 变化 范围 是 [0, 到 ]， 
5=6. a fé ийзөад 


2 та? 
= il - 2 ар = =, 
аг) озш фар 4 


一 -一 一- 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 


= r —-35 
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求 曲线 的 弛 长 
АЖА РАШ В. 
设 平面 曲线 的 一 段 可 用 参数 方程 
r= x(t), 
y = уй), 
表示 在 [T,T] 中 任意 到 一 系列 的 分 点 г; W 
Ti = t < ti < dh = Ta, 
便 得 到 了 这 段 曲 线 上 上 顺 次 的 n+1 个 点 Po, Pi," P, (A 7.4.11), P, = 
(x(t,) ,y(t;)), 用 P,_1P, 表 示 连 接点 P;-1 和 P, 的 直线 段 的 长 度 ,那么 相应 的 


折线 的 长 度 可 以 表示 为 » Р, Р, ЧА ЯНЕ, Вр А = max (Ar,)->0 
时 ,lim2 -1 存在 , 则 称 这 眉 曲 线 是 可 求 长 的 ,并 将 此 极限 什 


:Є | Ту, Ta] 


I = lim >; Р; |Р, 
А0 21 


[7.4.11 


FR ON Ш ЧЕ. 

我 国 古代 数学 家 刘 徽 .祖冲之 等 人 用 "制图 术 " 求 图 局 率 ,用 的 也 正 是 这 
样 的 思想 方法 . 

按 定 义 得 到 的 和 式 “ PP: HEE Riemann 8152: (6) Де," WER. 
为 了 能 够 用 定 积分 来 求 弧 长 ,首先 必须 将 它 化 成 Rieman 和 形式 . 

显然 ， 

Р, Р, = 4 [50 x(t DP (500) уб) Р, 
车 z(t) 和 y{z) 在 [Ti,T;] 中 连续 ,在 (Ti,T;) 中 可 导 , 则 由 Lagrange 中 值 定 
理 , 存 在 y Жо, AFC 1,1;) ,满足 
rlt) - (64) = r pAn, yi) уба) = y ба), 
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> Р,АР, = > У [z (2) 1° + [y (s;)] + At. 
Е T y Жо; 一 般 不 会 相同 ， 上 式 还 不 是 Riemann 和 
AE +[y(&)Ë An (& € nahl) 


的 形式 ， 但 两 者 已 相 当 接 近 了 .这 提示 我 们 ,很 有 可 能 强 长 / FEX- 
Riemann 和 的 极限 值 . 

定理 7.4.1( 弧 长 公式 】 а) ус) АТ, Т] Фай, 
方程 


r= zt), ТЄ [Ti T] 
у= yit), 
决定 的 曲线 段 是 可 求 长 的 ,其 弧 长 为 


I = Ї VIr (DE + Ly (E) a: 


证 利用 上面 的 记号, 则 对 任意 的 分 法 ,有 
рэг лэн хэнэг 
-| юэ VT + [y GO Ban - 224 Т ЧОЙ + [y (6) As] 
rD + [у (oP -vir СЛ + Гу СаО? АР. 
"ҮГҮТҮ 
WETEN y) + у | М (zi = у) + (уу = уз) 


=< |r уж iz- yl, 


因此 
ERL Y | (ш) - (фм, + Уа) =y As 


< од + ада, 


0); # а; 分 别 Er OA y (ОЕ -13 t, ] 中 的 振幅 . 
因为 c (OA y (7) 在 [TT;] 中 洒 积 ,由 定 积分 存在 的 充分 必要 条 件 ， 
= 4 = тах (Ал) 0,9 
УА 0, Уа Мм + 0, 


i=l 
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所 以 
{= вэ?! Р,АР, = Ш> [z (&)] + [y (6) ZA: 
- | МТ (Л y Pda. 


证 毕 
我 们 将 


df = V [z (P+ УС) Ва 
称 为 疲 长 的 微分 ,请 读者 自行 考虑 它 的 几何 意 尽 ， 
当 曲 线 采 用 直角 坐标 系 下 的 显 式 方程 y= р(х), Са, БИКА 
程 >=r( 的 ,Etla:8j 时 ,容易 得 到 相应 的 弧 长 公式 
{= Г 1415 (4) dx 
和 
1= | УТУУ + Rd, 
证 明 留 给 读者 ， 
例 7,4,7 求 半 径 为 a 的 圆 的 局 长 ， 
解 一 “采用 直角 坐标 系 下 的 量 式 方程 y= at- x+", 只 求 第 一 象限 部 分 . 


{= 4 141/ (z)]'dz = |, 73-32 


X 性 
= 4а * arcsin -一 | = 2na. 
їй 10 


解 二 采用 直角 坐标 系 下 的 参数 方程 


z = асоѕ і, 


у = asin t, 


同样 只 求 第 一 象限 部 分 ， 
l= [| ойт ат dt = 2ra. 
й= ЖНАЕУ .(0)-а.06Є(10,285|,258| r (4) =0, A 
1 = | vt prt а = а 40 = 2xa 


可 见 采 用 不 同形 式 的 方程 时 , 求 积分 的 难 易 程度 会 有 所 差别 . 
例 7.4.8 求 旋 轮 线 一 拱 的 强 长 ( 见 图 7.4.7). 

Jg 

Ü 


— _  _  _ M 28 
解 I= a| УП е ry 3 шаг = Wao) 1 — cos t dt 


- —a ——- — U - шт С — - a rr 
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= 2а| s 1: = 8 
“gl n 2 i = Ай. 


用 定理 7.4.1 同样 的 方法 ,可 将 定理 结论 推广 到 求 空间 曲线 的 弧 长 中 去 . 
E, Er ahy СЭ), (OE ELT, Т, 9328, ИНЭЭЖ 
z= т{{), 
° = 168218) Є [Ti Ta] 
z= (1), 


决定 的 曲线 段 的 弧 长 为 
l= jy [x (017 + Ey (rt) + [z (:)] dt. 


图 7.4.12 1 7.4.13 
例 7.4.9 ЕКШЕ 


z = atcos t, 
y = atsin t, 
z = Ы, 


( 7.4.12)9-4 B Fr. 
解 /= [WE a [cos t — tsin 1]? + a2[— sin t — teo + ]2 + b2d# 


_ x у › 02 _ 2 
= |, уа жа» Уй ( 记 一 +1 = $) 
a 
27 
SGER tinea ETR 
2 etv á + S° 
5 


= а(к ака + 5/1 ). 


ж p=0 hi, ЖЕ R {ЕЁ E ВОВЕ С9(8 8 7.4.13), 此 时 57 
=1, 因 此 | 
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{ = 912к№ AÈ + 1 + In(2=z + 45-11, 


这 正 是 阿 基 米 德 螺 线 "= аб BARRE 27 3 的 (7)). 
求 某 些 特殊 形状 的 几何 体 的 体积 


А 7.4.14 


ар АКЛАУ аж сБ ZM, V Є [а, Б], 
z H Ej z А КР 8k 49 hi JU ИА (с) БЯ181,11 А (х) 
又 是 [a ,2j 上 的 连续 函数 ,就 可 以 用 一 元 定 积分 算出 它 的 体积 (图 7.4.14). 
在 [a,5] 中 取 一 系列 的 分 点 zi ,满足 
XT < Z, = b, 
记 小 区 间 [ z; 1, z; l HEREA 
Ах, = £j Хур» 
在 每 个 小 区 间 上 到 一 点 名 ,用 底面 积 为 A(&) EA Ar 的 柱 体 体积 近似 代替 
EFH z = xz; rE x, 之 间 的 那 块 小 的 体积 ,那么 这 些小 体积 之 和 
V, = 2, A(8)A2. ` 
就 是 整个 几何 体 的 体积 的 近似 .由 于 АС) Ela, b] Б, A = max (Ад) >Ü 
时 , 即 知 
V= lim V, = tim 2 A(6)Az = JAG)4z 
Ж жЕ R НЛ ЖИА. 
ЛЕЯ Ж), REKI НЭЭ СЭН WO CH eT) ЕЖЕ 
的 体积 的 同时 ,得 到 了 一 个 重要 的 结论 (后 人 称 之 为 “ 祖 赴 PEEB”): RAER 
立 积 , 缘 星 势 既 辣 , 则 积 不 容 异 .” 用 现在 的 话 来 讲 ,一 个 几何 体 (“ 立 积 ”) 是 由 
一 系列 很 薄 的 小 片 (“ 基 ") 登 成 的 ;车 其 个 几何 体 相 应 的 小 片 的 截面 积 (“ 震 


势 ") 都 相同 , 那 它们 的 体积 (* 积 ”) 必 然 相 等 .这 一 结论 与 上 述 求 体积 公式 的 推 
导 思 想 是 相同 的 . 


- 310 - ©з ERD 


意大利 数学 家 Cavalieri 在 1635 4199) 7 EPA {Н ILA Y — + 
多 年 . 

例 7.4.10 已 知 一 个 直 圆 柱 体 的 底面 半径 为 e ,平面 P, ДЛО Л 
上 的 一 点 ,县 与 其 底面 所 在 的 平面 P, RKA 0, КЕНИЯ Р, 与 P, 所 截 得 
的 那 部 分 的 体积 ， 

解 ” 先 建立 坐标 系 .将 平面 P. PUR лу 平 曾 , 并 使 得 贺 柱 体 底面 的 圆心 
与 原点 重合 ,同时 让 P, 与 男 柱 体 底面 圆周 的 交点 落 在 y ( 7.4.15). 


x= 
ЯЛА 2 
т 
7.4.15 


УуЄЇ-а,а], у Уу ВАЕ УИ НЖ--1 эй) 
矩形 , 它 的 底 为 2w аг ~ уг, л (у + алап f, РЖ 


Aly} 24 a- y (y+ алар ð, 
因此 ,所 求 的 体积 为 


V = 2tan ДЕ ма? ~ ydy 十 aft Ма*- yay]. 


容易 看 出 SS Е р ЕЛ Б ХН E m y HEA 0,Ж 
二 项 中 的 积分 恰 为 上 半 个 贺 的 面积 , 即 得 到 
V = казар б. 

车 采用 与 х 轴 垂 家 的 平面 与 该 部 分 相 截 ,截面 是 一 个 直角 梯形 ,处 理 就 
会 烦 很 多 .由 此 可 见 , 对 几何 体 作 截面 的 方式 与 计算 是 否 简便 关系 很 大 , 同 此 
实际 计算 时 要 根据 具体 情况 仔细 分 析 ,找到 事半功倍 的 方案 . 

公式 

V = | Atz)dz 


的 一 个 很 重要 的 用 途 是 计算 旋转 体 的 体积 . 
对 于 由 Оу (к) аЬ 界定 的 那 块 面积 绕 轴 旋转 一 周 (一 般 就 简 
称 曲 线 y= fz) 在 а х= х 轴 族 转 一 周 ) 所 得 的 旋转 体 ,车 用 过 民有 上 且 与 
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х #h3 PL АШ Ж. BIANTARA FRR /(х МО (И 7.4.16). 8 
此 


Alz) = лі f(r), 


所 以 ,旋转 体 的 体积 公式 为 
V= "Í [f(z) Paz. 


mema OEO F at EREE ERER, ШТ 

积 公式 
_. T, 2 А 
V = Ч» (ж {йу 

请 读者 考虑 Ti 和 T; 应 如 何 定 . 

例 7.4.11 求 半径 为 a 的 球 的 体积 . 

解 即 求 上 半圆 周 y= V 2-5 г 轴 转 成 的 那 半 个 回 绕 zx ЯН 
局所 得 的 旋转 体 的 体积 ， 

À їп 


v = a|“ (a? — х?)ах = к(а?х —*у) 3 


2054 
. 3 ` 


7.4.12 ЖЛЕ ВОЛ 7.4.7)56 > 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 伍 
的 体积 ， 
解 ” ”将 旋 轮 组 的 参数 方程 代 人 求 旋转 仁 体 积 的 公式 


V= | (a: 


2 
= ка| `1 — cos z Yde 
д 


w = 
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极 坐 标 下 由 0 筷 r 所 7(8),8E[a,8]C[0,x] 所 表示 的 区 域 绕 极 轴 旋 转 一 
局 所 得 的 旋转 体 的 体积 为 


V = їл] Osin 848, 
请 读者 自行 证 明 . 
求 旋转 体 的 侧面 积 
i 


1: =at), t E [T,, Ta] 
y = у(ғ), 


是 平面 上 一 段 可 求 长 的 曲线 ,利用 讨论 求 曲线 长 度 时 的 记号 ,在 曲线 上 顺 次 任 
意 取 +1 个 点 P P. P.,P,=(zr(t),y(t)),1 As АР, 0 Р, 
的 直线 段 绕 x 轴 旋 转 一 局 得 到 的 圆 台 的 侧面 积 , 则 由 相应 的 面积 公式 ， 

As; = пуб) + (1015 PiP. 
ж Оң А = max (Аг, )—*0 时 ,极限 


Š = lm > Аз; = z lim [>(£ i) + уч], АР, 
存在 , 则 称 S 为 该 段 曲 线 绕 轴 旋转 一 局 所 得 到 的 旋转 体 的 铀 面积 . 


7.4.17 


这 也 不 是 Riemann 和 的 形式 ,但 由 求 曲线 长 度 时 的 同样 讨论 ,可 以 得 到 
5 = 28| 2501) 4 12007 ус) аг, 
T, 
严格 证 明 留 给 读者 完成 . 
利用 引 长 的 微分 公式 ,也 可 以 将 上 式 写 成 


Tr 


$ = 2л ydr, 
l 


请 读者 考虑 它 的 几何 意义 ,并 由 此 人 手 导出 直角 坐标 方程 y= f(x ) 和 和 极 坐 标 
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方程 >= 扩 的 的 相应 公式 ， 

Б {7.4.13 求学 径 为 a 的 球 的 表面 积 ， 

E 此 即 为 求 半 径 为 a 的 圆 的 上 半 部 分 y=Y a? -六 线 工 轴 旋 转 一 周 
所 得 的 旋转 体 的 俩 面积 ,因此 ， 

5 = 2x fa) м1 + [f (х) Рах = 2xa| 5 = Atat. 

Б|7.4.14 ЖИЕ R М 7.4.7) + 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 体 
的 侧面 积 ， 

E 将 旋 轮 线 的 参数 方程 代 人 求 旋转 体 侧 面积 的 公式 


2л 
S= жа”! (1 — cos t) (1 — сов) + sin2:dz 
27 
= 23ra?) (1 — cos 2) y 1 — cos #d# 


H 


2л 
1бха?|, sim 5465) = Arat, 


我 们 将 本 节 得 到 的 计算 公式 列 成 下 面 的 简 表 ,读者 在 套用 这 些 公式 的 时 
候 务 必 注 意 它 们 的 使 用 范 转 和 条 件 , 尤 其 是 采用 参数 方程 时 积分 上 下 上限 的 取 


直角 坐标 显 式 方程 + ге HEHA 
z= rü) ÆT M А 
у= Кз), г Є [a,b] у= уб) TZ r= к(0),8 Є iag], 


月 T. А 
[Goa [aaa 1 хө 


d 4141Р (ОР de (4 = v iai] [y {Pd dí л 200) +r (de 


[ vitrir) der (? ГАРАХ + [y Ca] de [Ул + r Җ(8)48 


А 
7 
|н аа: 2-а |в) 949 


| [yir de 


| y УА | oj aa VD 708) 
] a 


“314. ъё тил 


习 8 
1. ЖОК РН tk ЛЕ] АЧ ЖЫЕП ЯН: 
(Dy= 十 ,y= zz=2; 
(2)у*=4(т+1),у*=4(1-х); 
(3)y= т, y=z+siz,z=0,z=m 
(4)у=е", у=е 7, 1, 
(S)y= | zl, y=0, z=0.1, z=10; 


t=- t, 
212 ,4 012; 
y= t, 

ж = aost, 

(7) 星 形 线 67 
у= ази, 


Bman alos 13:15:17. с ол, 


y=alsin £—tcos i), 
(ORERE r= a8,8=0,6=27; 
(ТО) 8 г = пе?,0= 0,0 = 21; 
(11) r= acos + (62а >й); 
(12) = 3cos й, = 1 + cos 8; 
(ІЗ) r° = 2а2соз 20; 
(14) Оеѕсатіеѕ 8 х? + у? = Заху; 
(15) 21+ улсад 226 уг); 
(І6) Е r= acos 20. 
2. 求 由 抛物 线 у? =4ах 与 过 其 焦点 的 蓄 所 围 的 图 形 面积 的 最 小 值 . 
3. ЖЕРШ К: 
(y=, Sra; 


2 
(2}х = 一 BY, 1<у&е; 


(3) у= сов z, rash: 


x= ost, 
(ража) O бер 
у= ази ё, 
= + 81 ， 
(свт а (cos t tsir t) 0< <; 


y=at(sin 1 — ¿cos t), 


fm 4 


с 


~] 
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(6)45 2 8 ,-0401-сов8),05:052ж: 
{7) 阿 基 米 德 曝 线 > = аб ,0=<0<2п; 


(8); = asir? £ 02082. 


‚ 在 旋 轮 线 的 第 一 拱 上 , 求 分 该 拱 的 长 度 为 1:3 的 点 的 坐标 . 
. 求 下列 几 何 体 的 体积 : 


(DERAS: LEEENA a WEMA 5 的 椭圆 ,下 底 是 长 半 贺 
为 A TERA В И Аа, 8Эб),8А18: 


2 2 2 
(DRAS + 二 
(3) 直 圆柱 面 rtt ya fll z2 + z2 = 4? ЛИ :; 
(ARRE z*+ y+ а= a° MARHE x*+ y=ax 所 车 的 几何 体 . 


‚ 证 明 以 下 旋转 体 的 体积 公式 : 


(1) /(х):>0 АВ, Н аар „0ч ус f(x) 所 表示 的 区 域 
50 y 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


b 
Vv = 24| ХУ х)ах; 


OERE Р, О «а бй 6л, 0 (0) BW 3 zF. БЕЛЛА 
轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


Ё 
V= 28 A O)sin 840. 


, 求 了 列 旋转 体 的 体积 : 


2 2 
(1055 уз =1, z 8, 
(2)y= sin r,y=0,0=<zr=x, 
(058 z ЭМ, (056 y Эй, 
х = асов, 
oswa ‚у Ол, z Hh; 
y=astr t, 
r=atrt—sin ti), 


(ORR #Є[0,2к],у=0, 
у= а(1- с /), 


OZ уй, 四 绕 直 线 y=2a, ORAR у=; 
(5)=°+(y-b) = a2(0< asb), х ЭМ 
(6) 心 脏 线 x = a(1- соз 的 , 绕 极 轴 ; 
(Т) r= ае? ,0ж бст, ШЇ; 
(8)(x +y Y -а2(22-у),8 х. 


-rm - — - a 
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8. 将 抛物 线 y= zf(r-e) 在 El0ec] 和 xzElavc] 的 扳 段 分 别 绕 x 轴 
旋转 后 ,所 得 到 旋转 体 的 体积 相等 , 求 c 与 a 的 关系 . 


9, 记 V(&) 是 曲线 y= ае ELO, ¿10385 х 轴 旋 转 所 得 到 的 
体积 , 求 常数 a 使 得 满足 
V(a) = 1 Jim V (É). 


10. ЯН; +5 =1 т MERER AER ШАК. НИ т ЗГ 
k, руваат + SE BULL A F BJ АРД А. pk И 
积 的 一 半 , 求 > 的 值 ， 

11. 求 下 列 旋转 曲面 的 侧面 积 ; 

(1) х2=2ру+а, rala >l), 
Crt, Ову; 
=s х.б лх=т,# x RB; 


(5 + 35 =l, + b; 


r= acoŠt, 
oa 3, Окт, х HB; 


(5) 心脏 线 x = (I сов 0), POO RB; 
(OMA ғ = 2а2соз 20, 
Dau, Ой о- 2, Она ө-т. 
12. 证 明 : 由 空间 曲线 
т = хб) 
у= (1), :61|Т,,1»| 
名 = z(t), 
垂直 投影 到 Ory 平面 所 形成 的 柱 面 的 面积 公式 为 
в = «УГ ОТ Ly O Par, 


这 里 假设 r (1),y (2), (EELT, TIPER. 
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Ф 


附录 常用 几何 曲线 图 示 


(Т) ЖАН r=a; OIRRE + = ае"; 
(VESERA): (ETAR) 


y 


Ч 


х а(со61315п(), 


(DAHR 0-а; (САУА Н 2122 


y=atsin tf- tos 1); 
у 


уна |27 Ssnt), 2 мн Юу газ): 
усан 


у=а(1— соз t) 
{又 称 旋 轮 线 ); 
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(7) -0| r Х += acos 30: (8)-20| БҮР r= asn 30; 


(115 2 r2=2a2cos20 12) 心脏 线 z = a(1-— созӣ) 
(RG. a r (RO tara УРУУ) 


-CO rr ankapa si sns" r — 


44 定 积分 在 几何 中 的 应 用 | · 319 - 


(13)Descartes 叶 形 线 z3+ у= Зату ONENE у(2а- z) = z? 


(15958) у= 一 8 (16069898 22+ y; = а? 


2 2 _ 4 
С | ву. ; 
у=2асо?8@ | у= аз 
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微 元 法 

我 们 发 现 , 在 解决 诸如 本 章 $ 1 中 的 求 曲 边 梯形 的 面积 这 一 类 问题 时 ,要 
先 对 区 间 [a b Е 

q = хр< 1) < 5286409004 ж, = В. 

若 将 任意 分 点 rz， 1 和 х, 记 为 + Art Ar, E Ar Я F hF [ [ zr ,x + А |] 中 
的 某 一 点 的 函数 值 f(&), 就 得 到 了 一 小 块 面积 Аба РЁ Ax. 4 Ar—0 В], 
这 种 分 割 就 是 对 上 自 变 量 作 微 分 ,Az 就 变 成 了 dz ,而 上 一 z, 因 此 ,上 述 近 伏 的 
匀 积 就 变 为 徽 分 形式 下 的 严格 的 等 式 dS= F(x)dr. 

最 后 ,我们 将 所 有 的 fA(&)Ax HHJ RCD ,得 到 


йш 2) (еда = | f(x)az, 


这 可 以 看 成 直接 将 微分 形式 f(z)dz 在 [a ,6 ] 求 定 积分 所 得 到 的 结果 . 
因此 ,在 解决 实际 间 题 时 , 古 以 简捷 地 按照 


AFH на A ЯВ 
— 2 ar EÈ AS Ал dS = fr)dr PL ç = | Л) 
来 直接 导出 问题 的 数学 形式 并 求解 . 


了 解 了 上 方法 的 实质 以 后 ,上 述 过 程 还 可 以 进一步 简化 ; 即 一 开始 就 将 小 区 
ЕХЭ Жж, + dx ], 进 面 由 dx ( 称 为 微 元 ) 直接 得 到 微分 形式 dS = 
了 (x)dx ,再 在 [a ,5&8] 上 积分 , 即 


dr—*dS = f(z)dr —= 5 = | гах 


在 这 一 过 程 中 , 微 元 dz 的 作用 实际 上 具有 两 重 性 .首先 ,dx 被 当 作 一 
相对 议 止 的 有 限量 ,就 可 以 根据 所 考点 的 具体 问题 建立 关于 dS 的 关系 式 , 然 
后 再 将 dx 看 成 无 穷 小 量 ,这 时 关系 式 

dS = f(z)dz 
精确 成 立 , 便 可 顺理成章 地 对 其 积分 了 ， 

这 种 处 理 问题 和 解决 问题 的 方法 称 为 微 元 法 . 98:71:82: Г Ar 一 0 的 极 
限 过 程 以 及 在 运算 过 程 中 可 能 出 现 的 高 阶 无 穷 小 量 ,使 用 起 来 非常 方便 ,而 且 
有 上 述 严 格 的 数学 基础 ,在 解决 实际 问题 中 应 用 得 被 为 广泛 .如 呈 4 РИ 
长 ,面积 ,体积 的 公式 也 可 以 直接 用 微 元 法 来 导出 ,下 而 我 们 举 一 些 其 它 类 型 
的 例子 ， 

由 静态 分 布 求 总 量 

我 们 首先 考虑 静态 分 布 问题 . 设 一 根 长 度 为 [的 直线 段 上 分 布 着 茶 种 物 
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理 量 (如 质量 , 力 ,热量 .电荷 量 等 等 ) ,将 其 平 放 在 х 轴 的 正 半 轴 上 ,使 其 左 端 
与 原点 重合 . 若 它 在 x 处 的 密度 ( 称 为 线 密 度 ) 可 由 某 个 连续 的 分 布 函数 p(z) 
表示 (zxE[0,21). 由 微 元 法 , 它 在 [x ,z+dzrj 上 的 量 dQ 为 

dQ = olx)dz. 
两 边 在 [0,2 jj 上 积分 ,就 得 到 由 分 布 函 数 求 总 量 的 公式 ; 


Q = 223 
例 7.5.1 如 图 7.5.1 的 一 根 金 属 桂 , 其 密度 分 布 满足 p(z) = 2z2+3z 
+6(kg/in) , 求 这 根 金 属 棒 的 质量 M. 


——— 
0 6 х 


图 7.5.1 
解 


_ [fa _ [2 3,22 бо. 
М = | (222 + 3z + 6)dx = z" + = zr“ + 6х = 234(Ер). 
0 3 2 9 


这 个 问题 可 以 作 岂 下 方面 的 推广 : 

(1) 假 定 物理 量 分 布 在 一 个 平面 区 域 上 ,x 的 变化 范围 在 [a ,5] 之 间 . 震 
任何 垂直 于 х 轴 的 直线 + = cla 所 c 所 65) 与 该 平面 区 域 之 交 的 线段 上 的 物 于 
量 可 以 用 f(e) 表 示 , 那 么 由 类 似 的 讨论 ,可 以 得 到 这 个 区 域 上 的 总 物理 量 为 


Q= | адаг, 


817.5.2 REELEKTI m, 半 径 为 1 m 的 竖 直 放置 的 圆 形 饮片 (图 
7.5.2) 所 受到 的 水 压力 . 


7.5.2 


解 ” 由 物理 定律 , 漫 在 液体 中 的 物体 在 深度 为 的 地 方 所 受到 的 压强 为 
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b = ñ ° pg. 
这 里 ,wp 是 液体 的 密度 ,g 是 重力 加 速度 ， 
以 铁 片 的 圆心 为 原点 . 重 垂 线 方 向 为 > 轴 的 正 向 建立 坐标 系 ,于 是 铁 片 

ЇЕ x (Се) 81 Ни 2110 + zyg, 截 歌 圆 铁 片 土 与 水 面 平行 、 帘 
ДЯ dz 的 一 长 条 为 微 元 , 则 微 元 的 面积 为 

| dS -241-14х, 
所 以 微 元 上 所 受到 的 正方 为 ， 

dF = 2g v 1— 2?2(10 + z)d>, 
于 是 铁 片 所 受 至 的 水 压力 为 


Е = эр, 41 r2(10 + r)dz = 196л (N) 
这 个 结论 还 可 以 推广 到 立体 区 域 去 ,请 读者 自行 思考 . (FEE, S 4 中 第 


三 训 分 中 , 求 三 维 空 间 中 夹 在 六 面 x=a fr = b ZA, хк Hi > AEAN 
平面 截 得 的 该 几何 体 的 截面 积 为 &(z) 的 几何 体 的 体积 公式 


b 
y= [АС а, 
ЖЭЇЕЖЕ ЖИМ УЕ — РЈ, ЖАП ЭЕ ЯН.) 
(2) 傻 定 物理 基 是 分 布 在 一 条 平面 曲线 


£ = r(t), 


у = уб), t ELT, Taj, 


上 ,分 布 函数 为 /(х).Ж АЛЕ (р) ,y(t) 处 截 到 一 段 长 度 为 di ЖИ „ХБ 
EHE 40 为 


dQ = f(t)di. 
利用 弧 长 的 微分 公式 ， 
dQ = f(D)d = fa) Ex (DF + [y С) рае, 
在 [二 ,Ts] 上 积分 ,就 得 到 


о = [лов = [PROVEO Pad, 


这 个 结论 可 以 推广 到 空间 曲线 的 情况 ,今后 我 们 将 给 出 严格 的 证 明 . 
例 7.5.3 若 上 兴 个 金属 环 rt у= R*(y 之 0 站 上 任何 一 点 处 的 电荷 的 
线 密度 等 于 该 点 到 y 轴 的 距离 的 平方 , 求 环 土 的 总 电量 . 
解 将 金属 环 的 方程 写成 参数 形式 
x = Ксов, 


t € [0,х], 
ру = Rsin z, Цэ 


-一 -一 aue -- - - -- а wu нийн 
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-R R 


9 7.5.3 


FÈ devir (t) +ly Gde = Юй; 59488 /(:) 41:01:39 = 
R2cos2 í ES H: 

dQ = f(:)d/ = КТсокиаг, 
所 以 环 上 的 总 电量 为 


ЗА 中 第 四 部 分 求 旋转 体 的 侧面 积 也 是 本 方法 的 一 个 特殊 情况 ,请 读者 
考虑 其 分 布 函 数 的 物理 意义 是 什么 . 
(3) 由 静态 分 布 求 总 量 这 种 类 型 的 问题 远 非 只 局 限于 物理 学 的 范畴 ,无 论 
是 自然 科学 还 是 社会 科学 中 ,但 几 给 出 的 是 自 变 量 的 某 个 范围 的 分 布 “密度 ” 
《比如 ,人 口 问题 中 的 某 时 间 段 中 的 内 生 密度 交通 问 题 中 的 车 流 密度 等 等 ) 而 
需要 求 总 量 ,都 可 以 用 上 述 的 思路 求解 ， 
(4) 在 需要 求 平 均 密 度 的 场合 ,只 要 先 用 上 面 的 方法 求 出 总 量 ,再 去 除 以 
长 度 面积. 体积. 时间 等 物理 量 就 可 以 了 . 
求 动态 效应 
内 了 上 述 这 些 静态 的 物理 量 之 外 ,还 有 一 类 物理 量 是 由 运动 面 产 生 的 ,是 
一 个 物理 量 持续 作用 的 效果 ,比如 , “位移 "是 速度 作用 了 一 段 时 间 的 结果 ; 
“ 功 "是 力作 用 了 一 段 距离 的 结果 ,等 等 . 
在 $1 中 已 经 知道 ,以 速度 v(i) 做 变速 运动 的 物体 在 [本 , T,1 走 过 的 路 
程 为 
T, 
5 = ЁСОО 
这 可 以 用 微 元 法 来 理解 ;在 每 个 小 区 间 [:,t + di] 上 速度 可 看 作 就 是 vt 四 
此 走 过 的 一 小 段 路 程 为 
45 = v(i)di, 


两 边 求 积分 ,就 得 到 了 前 面 的 结果 . 
这 样 的 思路 可 以 运用 到 所 有 这 类 问题 中 去 . 
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例 7,$.4 一 个 内 半径 为 R 前 贺 柱 形 汽 所, 点火 后 于 го 到 11 时 刻 将 活 
塞 从 工 =a EEr =b 处 (zo 与 t 非常 接近 ), 求 它 在 这 段 时 间 中 的 平均 功 
率 . 


7.5.4 


ЮМ шт» 5 ЗЕЕ ВӘЛ, ИИ ТЕВЕ КОЕ Р R БЕР Ж 
变化 ,由 物理 学 定律 , 汽 包 中 气体 的 压强 p 与 体积 V 成 反比 , 即 
с 
р 7 дуз 
С 是 点 火 瞬 间 汽 征 中 气体 的 压强 po 与 体积 aS 的 乘积 (8 为 活塞 的 截面 积 
r 尺 2) .所 以 当 活 塞 在 z 处 时 ,作用 在 活塞 上 的 压力 为 
F = 1MS = 65 = Es = ©, 
利用 微 元 法 ,活塞 移动 dz 距离 所 做 的 功 为 


dW = Faz = Сах, 
Ж 


于 是 ,所 求 的 平均 功率 为 


简单 数学 模型 和 求解 
我 们 在 第 五 章 的 85 中 己 经 指出 ,要 用 数学 技术 去 解决 实际 问题 ,首先 必 
须 建 立 数学 模型 . 由 于 最 重要 的 数学 建 模 工具 是 微分 ,而 微分 与 积分 互 为 道 运 
算 ,积分 便 理所当然 地 成 为 求解 数学 模型 的 有 力 手 段 ,将 微分 与 积分 结合 
来 ,就 可 以 为 许多 实际 问题 建立 起 相应 的 数学 关系 , (我 们 这 里 只 考虑 能 直接 
用 积分 求解 的 情况 ,而 不 涉及 一 般 的 方法 .) 
比如 ,对 例 5.5.7 给 出 的 Malihus 人 口 模型 
ИМ = Ap(t), 
р(10) = Po» 
在 学 习 了 积分 以 后 ,我 们 可 以 直接 将 微分 形式 


dé -id 
b Ї 
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的 两 边 存 [ ву. ] 上 求 积 分 ,这 时 p 的 变化 范围 相应 地 为 [ ру, 21. 
В dp Е t 
|, P I Ч ас 
于 是 
2 = Alt 一 to), 
HI 
p = pe, 
下 面 再 举 几 个 简单 的 例子 . 
例 7.5.5( 跟 踩 疝 题 模型 ) 设 A 在 初始 时 刻 从 坐标 原点 沿 y 轴 正 向 前 


进 ,与 此 同时 В 于 [a,0] 处 始终 保持 路 离 a 对 A 进行 眼 踪 { 吾 的 前 进 方向 始 
终 对 着 4 当时 所 在 的 位 置 ) R B 的 运动 轨迹 . 


图 7.5.5 


E 设 B 的 运动 轨迹 为 
у = убх) 
利用 跟踪 的 要 求 和 导数 的 几何 意义 ,容易 得 到 数学 槛 型 


2 а? — r? 
у = 
y(a) = 0. 


[wl 


Е 


两 边 求 定 积分 


dz, 
即 得 到 B 的 运动 轨迹 方程 为 
a +V а? – х? ма? з? 


у = aln 


这 也 可 以 看 成 一 个 重 物 B 被 A 用 一 根 长 度 为 a 的 绳子 拖 着 走时 留 下 的 
轨迹 ,所 以 该 曲线 又 被 称 为 岛 线 . 
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全 7.5.6( 火 第 飞行 的 运动 规律 ) 火箭 是 靠 将 燃料 变 成 气体 向 后 喷射 ， 
即 甩 去 一 部 分 质量 来 得 到 前 进 的 动力 的 . 


(4-4: В] 
90-40 


МЧ-40 


Mi ма+дг O 


—— 


т(+ ДР) н 


r 时刻 
wu (t) 
M (G) 


图 ?7,5.6 


设 上 时刻 火箭 总 质量 为 M(z) ,速度 为 v(t), 从 而 其 动量 为 M(z) обн). 
在 从 上 到 :+ dt 时 间 段 中 ,有 部 分 燃料 以 相对 于 火 药 的 常 速 度 и 被 反问 喷射 
出 去 (x 是 由 火箭 的 推进 器 的 结构 和 人 性 能 决定 的 ,与 火箭 本 身 的 飞行 速度 无 
Э) E +d 时 刻 火 箭 的 质量 为 M(t + di) ,速度 为 v{t+ de), ЛН, фа 
的 燃料 质量 为 M(2) -M(t + di), 而 其 速度 为 v(t + di) 一 4, 且 此 时 系统 的 
动量 等 于 火箭 剩余 部 分 的 动量 与 燃料 的 动量 之 和 . 

因此 在 [: ,t+ 由] 中 ,系统 动量 的 改变 量 为 

[ME +) + dr) + (MO) — M(z +de) llel: + dz) -uli — M(z)u (t) 

= M(t)[o(r + а) vlt)] + [M(t + dit) — M(t)]u 
= M(t)u td + uM (Ct)di. 

ЕЭ ЭЕ  ,Е 5 ИЙЕ 4F Et УЗ + JJ 5 E Hi B [B] B) ЖЇН. 8 zh E 
Fd: ,这 样 ,就 得 到 火箭 运动 的 微分 方程 为 


du р „ЯМ 
Ma ти» 


这 里 F ЖЕНЕ АЖЕК, М Сел. 


ЗН, ЖЛЕ ЕЕ Ж ШЖ Ы ЕН, Е = - Mg ,方程 成 为 


da _ _ 14М 
dt E “Ma” 
(0) = 0,М(0) = Ма, 


amaan p A _ a ша ин алан 
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两 边 在 [0,:] 上 积分 ， 


[a =-| gd 一 中 Ма ， 


就 得 到 
ult) = 15 一 gi. 
#|7.5.7(Logistie 人 口 模型 】 Malthus А.П ДУ 
р = руей) 

当 :一 se 时 有 рг) оо, ЭХЭ ЕЛИ П), 12 А.П AR St ЛЕ sj - 定 程 度 
后 ,自然 资源 和 环境 条 忻 就 会 对 人 口 的 继续 增长 起 制约 作用 ,并 县 制约 的 力度 
随 人 局 的 增加 而 越 来 越 强 ,也 就 是 说 ,在 任何 一 个 给 定 的 环境 和 资源 条 件 下 ， 
大口 的 增长 不 可 能 是 无 限 的 , 它 必 定 有 一 个 上 轻 Pras- 

RIE, р tE te К Yerhulst 认为 ,人 口 的 增长 速率 应 随 着 p(1) 接 近 
pux 面 越 来 越 小 ,他 提出 了 一 个 修正 的 人 口 模型 


W = ali - #1), 


plto) = ра. 
将 含有 р ЛЛ ЭЭ RIEA, BAE ntl ЕЛ, 
И 一 由 -人 Ї =, 
Ру Ртх ° P — P Pmax tta 
利用 有 理 孙 数 的 积分 公式 , 邯 可 解 出 
пык ' 
1 + (Тав улай) 


№ 4 一 0 时 有 pir) ра. 
这 个 模型 就 是 所 请 的 Logistic ARA ,美国 和 法 国都 曾 用 这 个 模型 预 
测 过 人 口 HRES AREN. 


M Kepler 行星 运动 定律 到 万 有 引力 定律 

最 后 ,我 们 用 Kepler 的 行星 运动 三 大 定律 及 Newton 第 二 运动 定律 来 导出 万 有 引力 定 
律 ,以 作为 本 节 的 结束 . 

对 性 意 一 个 确定 的 行星 ,由 Кере 第 一 定律 ,以 太阳 ( 嗓 椭圆 的 一 个 焦点 ) 为 极点 , 椭 
图 的 长 轴 为 极 轴 建 立 极 坐 标 , 则 行星 的 轨道 方程 为 


r 1 есоӣ' 


这 时 ›= RRS e- 1- 每 是 离心 率 ,a fb ARAN K MAE. 
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rsin | 
rcosñ 


7.5.7 


设 在 ВИТ УКИНА r= (г) {ЛЇЇ ЖЕҢ ЕЕЕ ЕЙ ОН 0 = 00), W 
行星 的 坐标 可 以 用 向量 记号 表示 成 r= (recs 8,rsin 0). 
记 dA 是 极 径 转 过 角度 dg 所 扫 坟 的 那 块 档 团 的 面积 (阴影 部 分 ), 由 极 坐 标 下 的 面积 
гж, 
= дб, 
由 Kepler 第 二 定律 ,单位 时 间 中 扫 过 的 面积 


а = Бе = 常数 ， 


这 里 „= ЧЕКТЕ ЕЗИ ЯНЕ. 
记 符 星 绕 太 了 运行 一 周 的 时 间 为 T Wit ТЕПЕ ЄСЧ КИВИ 28 ЛЭ8 
的 面积 хар, BI 


хар = | %& = тат, 


因此 常数 
г 2ка 
Тос 
两 边 求 导 后 得 到 
(riw) = Irro + rto = O, 
Rp 


2rm + rw = Ü. 


记 行星 沿 极 径 方 身 的 速度 和 加 速度 分 别 为 于 =r 和 开关 7( 称 为 径 向 过 度 和 径 向 加 


ав) NERALE rnanan i MIAE Naso бсн) ЖҮН 
方向 和 rin E W mig Л ИЖ 
也 (rcos 8). “ 


412 Кооз 0 — 2Fasin0 — rlwsin Ө + wioos 0) 


= (F — re dos 80 - (270 1 resin 0 


= (r — тш?)сов 8, 
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2 ñ 
т\з) = raind — 2гшсоз 0 — riwa @ + wsin 0] 


== (27w + тш)сов + (F — rasin 0 


= (7 — пог) яі 0, 


33 гн = (cos f sin 全 是 了 方向 上 的 单位 向 量 , 于 是 ,得 到 加 速度 向 量 
a = (r - ru2)ro, 
PARE AAIE УУ 118143 U НОЕ ЖЕ [Р] Г] ЛПЗ БЕТЕ {ШУ r- ru. 
ATE F- тш”, KRESE 
= ríl- ecos9) 
两 边 求 二 阶 导 数 EER 户 是 焦 参 数 即 常数 ， 
0= p = r(1 ~ eos) + 2r(aosin0) + re{wsind + w cosd) 
= г (r — рш? )есов@ + (270 + roj)esin0 
= f — (r — rw)ecosd 


= (F — re2)(1 — ecos0) + гаг 


` 2 
Шил = -p+ һа, 
所 以 
,1 йаа 1 
T r b ны т? ё? r? 
J 
= Ф? a 4, 
3 
最 后 ,由 Newton 第 二 运动 定律 和 Kepler PERM = 常数 , 便 存 
3 
F= ma= m(r — rw jrg =— (4 . 22). Mn r 
-- (15-26) Ма, __ Mm 
M ` Tš „1% 了 w ғо» 
这 里 季 是 太阳 的 质量 ， 
3 
G = и T ам 6,67 x 10` !L( r /kg + 82) 


称 为 万有引力 常数 ,G REKNE ARIKA HBD ЖЇН. 

万 有 引力 定律 是 人 类 历史 上 最 成 功 的 数学 模型 之 一, 它 的 结论 为 以 后 ~- 系 列 的 观测 
和 实验 数据 所 证 实 ( 其 中 最 为 人 津津 乐 道 的 县 发 现 海 王 星 ), 它 的 适用 范围 从 天 体 运动 一 
直 延 麻 到 御 观 世界 , 令 人 信服 地 定 基 地 解释 了 许多 物理 现象 ,并 成 为 探索 未 知 世 界 的 有 力 
TR. 


2] д 
|, От 长 的 轴 ,密度 分 布 为 o (r)=0.3z+6(kgZm)X0<z=<10), 
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求 轴 的 质量 ， 

2. 已 知 抛物 线 状 电费 у= x*( 一 1 安康 1) 上 的 任 一 点 处 的 电荷 线 密度 与 
该 点 到 y 轴 的 距离 成 正比 ,在 (1,1) 处 的 密度 为 g, 求 此 电 绕 上 的 总 电量 . 

3, ЖЇЕВИНГЇЇЖ- Л Л, LE 36m, FE 24m, 高 6m, 水 平面 紫 
ER 4m, 求 闸门 所 受到 的 水 压力 (水 的 密度 为 1 000kg °). 

4. ТИЕ ИЕ ГЕ 


£# = a005i, 
р = asint, (а »0,»0, 0), 
z = bt 

其 上 任 一 点 处 的 密度 与 它 到 Ory 平面 的 距离 成 正比 , 试 求 其 第 一 圈 的 质量 . 

5. 一 个 圆柱 形 水 池 半 径 10m, 高 30m, 内 有 一 半 的 水 , 求 将 水 全 部 抽 干 所 
要 做 的 功 . 

6. 半径 为 > 的 球 恰好 没 于 水 中 , 球 的 比重 为 p, 现 在 要 将 球 吊 出 水 面 ,最 
少 要 做 多 少 功 ? 

7. 半径 为 + EED o 的 球 过 以 角速度 w 绕 其 直径 旋转 , 求 它 的 动能 . 

8. 使 菜 个 长 度 为 lm 的 自由 弹簧 伸 长 2.5cm 需 费 力 15N, 现 将 它 从 
1.1m ЇЕ 1.2m, 82525410? 

9. АА 23 з =345— 1,3 I WJ J j BE Л R E IE R 
物体 从 1 =1 运动 至 := 本 时 阻力 所 做 的 功 . 

10. 半径 为 lm, 高 为 2m 的 直立 的 圆柱 形容 器 中 充满 水 , 拔 去 底部 的 一 个 
半径 为 lcm 的 塞 子 后 水 开始 流出 , 试 导出 水 面 高 度 А 随时 间 变 化 的 规律 ,并 
求 水 完全 流 空 所 需 的 时 间 . ( K Iñi 2 a K P А 时 ,出 水 速度 о = 0.6 х 
4268.) 

11. 上 题 中 的 圆柱 形容 器 改 为 何 种 旋转 体 容器 ,才能 使 水 流出 时 水 面 高 
度 下 峰 是 匀速 的 . 

12, 镭 的 衰变 速度 与 它 的 现存 量 成 正比 , 设 to MAR Qog, 经 1 600 年 它 
的 量 减少 了 一 半 , 求 镭 的 衰变 规律 . 

13. 将 А 物质 转化 为 B 物质 的 化 学 反应 速度 与 BB 物质 的 浓度 成 反比 , 设 
反应 开始 时 有 B 物质 20% , 半 小 时 后 有 B 物质 25% ‚ЖК В 物质 的 浓度 的 变 
化 规律 

14. 设 [+ ,t+ dt] 中 的 人 口 增长 量 与 pw -Pp(i) 成 正比 , 试 导出 相应 的 
大 口 模型 , 画 出 人 口 变化 情况 的 草图 并 与 Malthus 和 Verhulst 人 口 模型 加 以 
比较 . 

15. 核反应 堆 中 ,* 时 废 中 子 的 增加 速度 与 当时 的 数量 N ( t ) ЖЕШ. 
N(0) = No, 证明 
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ЕЧЕИ 
№ М, 

16. 一 个 1 000 m° 的 大 厅 中 的 空气 内 含有 a% 的 废气 , 现 以 1 m/min 的 
ЖЕ Ай т М, ,混合 后 的 空气 又 以 同样 的 速率 排出 , 求 + 时 刻 空 气 内 含有 
的 废气 浓度 ,并 求 使 废气 浓度 减少 一 半 所 需 的 时 间 . 
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RE Newton- Leibniz 会 式 给 出 了 求 定 积分 的 一 条 捷径 ,但 对 于 解决 实 
际 问题 来 说 , 光 有 它 是 远 远 不 够 的 . 前面 我 们 已 经 指出 ,在 整个 可 积 函 数 类 中 ， 
能 够 用 初等 函数 表示 不 定 积分 的 只 占 很 小 一 部 分 ,也 就 是 说 ,对 绝 大 部 分 理论 
土 存在 定 积分 的 函数 ,并 不 能 用 Newton ~ Leibniz 公式 求 得 其 定 积分 之 值 . 

进一步 ,前 面 引进 插值 多 项 式 时 已 指出 ,实际 问题 中 ,许多 函数 只 是 通过 
测量 试验 等 方法 给 出 了 若 于 个 离散 点 鞋 的 岗 数 值 ,如 果 问 题 的 最 后 解决 有 束 
于 求 出 这 个 未 知 函 数 在 某 个 区 间 上 的 积分 值 ( 这 种 例子 比比 丝 是 ), 那么 
Newton 一 Leibniz 公式 是 难 有 用 武之 地 的 . 

所 以 需要 寻找 求 定 积分 的 各 种 近似 方法 ,数值 积分 是 其 中 最 重要 的 -种 . 

从 数值 计算 的 观点 来 看 , 若 能 在 [a ,bj] 上 找到 一 个 具有 足够 精度 的 替代 
六 的 可 积 函 数 р(х), plzx) 的 原 函 数 可 以 用 初等 函数 表示 ,比如 , р(х) 
为 A(z) 的 菜 个 插值 多 项 式 , 那 么 便 可 用 p(x) 的 积分 值 近似 地 代替 (x) 的 
积分 值 , 邮 


b 5 h 
[odza | az)dz = P(z)| . 


此 外 ,从 定 积 分 的 上 儿 何 意义 知道 ,将 积分 区 间 分 得 越 细 , 小 块 近似 面积 之 
和 与 总 面积 就 越 是 接近 .因此 ,用 简单 函数 替代 被 积 函 数 ,并 将 积分 区 间 细 化 
是 数值 积分 的 主要 思想 . 

Newton — Cotes 求 积 公式 

这 是 一 个 取 等 距 结 点 的 数值 积分 公式 . 


将 积分 区 间 [a DUER л = “4 分 成 等 份 ,以 分 点 
m=a++ihk, í(=0.1.2, n - 1,.n, 


为 结 点 作 六 x ) 的 Lagrange 18 ЇН # ЛА з, 
f(x) = р(х) = S 2230) ， 


х, 7 Ej 
Дэн 
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| Koar = |р Сода = (0 - a) СУС). 
这 里 ， 


b 
С l П 2—24 (Ф == a+ ih) 
бий ! 


AGED, цэ 7008. 


这 就 是 n 2 Newton — Cotes ЯВАХ, 计算 时 需 取 n+1 个 结 点 ,相应 的 Cf*) 
称 为 Cotes 系数 , 它 与 积分 区 间 和 被 积 函 数 无 关 , 可 通过 求 多 项 式 的 积分 事先 
算 好 . 
容易 看 出 Cote 系数 具有 如 下 性 质 : 
1. 对 称 性 ,可 从 Ci) 的 表达 式 直接 算出 
С07-00), = 101,2 n - 1,n. 
2. 规范 性 ,由 于 Newton 一 Cotes 公式 对 f(z) 三 1 是 精确 成 立 的 ,因此 
ñ п 
| 1. dz = {b -a) >) Ct) 
a =Q 
Bp 
У) Ct = 1. 
Newton — Cotes 公式 将 求 定 积分 问题 近似 地 转化 为 一 个 求 和 问题 ,下 面 
是 几 个 常用 的 情况 ， 


(1) 梯形 公式 
М n =1 Rf, H Cotes 系数 的 性 质 , 即 知 


Сї? — ct = 2, 
因此 


[Fedr = 8 Ка) + AD] 


它 的 几何 意义 是 用 以 (a ,0), (а, Са), (6, 76090), (5,012122 ЖИ R fi Pa JE 
的 面积 近似 代替 由 y= (х), ла, х= b #l x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 
(图 7.6.1), 所 以 称 为 梯形 公式 . 

(2)Simpson 公式 
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1112) 


图 7.6.1 
“п=2В], 
Су? = 40 -1Х:-234 
= $ = cb, 
CP = 1- CP -cP = 4, 
国 此 得 到 Simpson 公式 
Г хадах ~ Ë= 81106) «44852601 


它 的 几何 意义 是 用 过 点 (a fa), (2,7052 oR 
рз\ж)8 х= а, к =b 和 x 轴 所 国 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,近似 代替 由 у 
(2), тах = 和 x 轴 所 国 成 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 7.6.2), 所 以 
Simpson 公式 也 称 为 抛物 线 公 式 . 


(3)Cotes 公式 
X n=4 时， 


，334 - ECE EFD 


сў? = AR (t= )G:-2)(; - 3)(: -4)dt = сю = Ct, 


Сй - А, Af 2)G -De - 4)d: = 32 = Сі, 


CH= 1-2(C + С{#) = z, 
于 是 得 到 Cotes 公式 
f Aade „с 7.00 + Аа) + ЗАО) + f(z9)] + D (20), 
这 里 


,12,3,4. 


例 7.6.1 分 别 用 以 上 三 个 公式 求 | erdz 的 近似 入 

解 梯形 公式 : L =el+e"1+ =3.086 161 27---; 
Simpson A: (12-06 +4é + e7!) =2.362 053 737---; 
Cotes 公式 а= (76 +e!) +32(е2 +е72) +1269)] 


=2.350 470 904…， 
而 积分 的 精确 值 为 


1 
I = | erdz = e- 1 = 2,350 492 387--:. 
一 ] е 
所 以 ,Cotes 公式 的 精度 最 高 ,但 它 要 计算 5 个 隙 数值 ,而 梯形 公式 内 要 计算 两 
RBT. 
ЖЕ 7.6.1{Newton- Cotes ZARE fH ER) 设 A*+D(x) 在 [a,5] 和 连续 , 则 用 
Newton — Cores DRIA | Fadde HRR (ORRERA 


URIP «еу, Йе 0) 


这 里 
Ра {antlit 
М; = max |7 (z)|]. 


证 В,(9- | адаг ~ (b — a) Усу) 
h Ё 
= | f(a)dr |а 


一 | En 一 pair) ldr 
由 插值 多 项 式 余 项 定理 ， 
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нэ) n 
R, Р) = lle - z, )dr, £ C (хаппак) 
于 是 
h n+1) л 
18, (7) «| ИС ite -ад| 48 

< ml Tf -an dr (4 т = о +) 
M ә? н H 

<. Цер d:. 


证 毕 

EXTEL 落 一 个 教 值 求 积 公 式 在 被 积 男 数 是 不 商 于 а 次 的 性 意 多 项 式 时 都 精确 
成 立 , 而 存在 著 一 个 如 + 工 次 多 项 式 使 公式 不 能 精确 成 立 , 则 称 该 求 积 公 式 具 有 里 次 代数 
精度 . 

从 某 种 意 文 上 说 ,代数 精度 的 次 数 越 高 越 好 . 

由 上 述 定 义 和 定 理 7.6.1 即 可 得 到 以 下 推论 : 

推论 1 n # Newton- Со 求 积 公 式 的 代数 精度 至 灾 为 n. 

BE л 为 但 数 时 ,推论 1 的 结果 还 可 以 改进 . 

推论 2 x= 2 Pi) Newton- Cotes 未 各 公式 的 我 数 精 度 至 寡 为 2k +]. 

证 我 们 只 要 证 明 s =2£ 步 的 Newton -Cotes 求 积 公 式 对 (с) ra8+l 精 确 成 立 就 
可 以 了 . 

此 时 ,+ (x) 三 (2k+1)1, 由 定 弄 7.6.1 证 明 的 中 间 过 程 得 到 


Ea (а о - ра ( 信 = i= в) 
150 


as 


=Í Harpa C@o=-u) 
4 ‚ ‚ 
= panj T[i- Dao 


1-4 


--| Но + ра 
-Ё 1-4 


_ _ КР 
ШЕЕ 
所 以 
(р) = 0. 
证 毕 
实际 上 可 议 验 证 , 当 n 分 别 为 奇数 和 偶数 时 ,nm 步 Newton 一 Cotes 求 积 公式 的 代数 精 
Вн fin +1. 


特别 地 , 当 nn 二 2 时 ,Simpson 公式 具有 三 次 代数 精度 ,这 就 是 一 般 丰 采用 了 步 Newton 
— Cores ЖН) Ж. 


Maa aa u wwwmrvasrw t -上 
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复 化 求 积 公式 

要 提高 数值 积分 的 精度 ,不 能 采用 一 昧 提高 Newton- Cotes 公式 的 步 数 
的 办 法 .理论 上 已 经 征明, 较 大 时 ,Newton - Cotes 公式 的 计算 过 程 中 将 产 
生 不 稳定 ,因此 实际 使 用 时 ,几乎 不 会 有 人 将 n 取得 大 于 4. 

ЖЕКЕ ЯУ. , 那 就 得 另 谋 出 路 . 一 个 自然 的 思路 是 , 先 将 积分 区 间 分 成 
若干 等 份 ,下 在 每 一 个 小 区 间 上 使 用 惰 步 数 的 Newton 一 Cotes 公式 ,最 后 将 各 
小 区 间 上 的 积分 近似 什 加 起 来 . 

(1) 复 化 梯形 公式 


将 [ea bE h == ЖЛулр=а+1А,1=0,1,2,з,т-1,т. 
在 每 一 个 小 区 间 [ ж, ,x;] 使 用 梯形 公式 


[Жш = D|? Hode a) + Са. 


记 
TP = Аа) + f(6) + 22) (z), 

则 TD 称 为 将 区 间 mm 等 分 的 复 化 梯形 公式 . 

吕 以 证 明 , 复 化 梯形 公式 与 | F(z)dz 的 误差 为 O((5 а )л?), ЧИЕ 
区 间 直 接 使 用 梯形 公式 时 的 误差 O((5 - a)) (定理 7.6.1) 相 比 ,精度 大 大 提 
高 了 . 

(DAE Simpson 公式 和 复 化 Cotes 公式 

w х-}ЭИХН[ х, то], "ГД Ж {ШАЮ s t Simpson 公 
式 ， 
- 55 У аа) + Afla) 801 


тб) = S, 


а + f(b) + 251 (z) А «улсаар, 


实际 计算 时 并 不 不 是 直接 按 这 个 公式 去 求 т® 的 .容易 验证 ， 复 化 Simpson 
公式 与 复 化 梯形 公式 之 间 存 在 着 如 下 关系 : 
TP = 11-15 215. 
将 它 与 第 五 章 84 的 外 推 公 式 相 Петя Simpson 公式 实质 上 是 对 
复 化 梯形 公式 做 了 一 次 外 推 的 结果 . 但 复 化 Simpson 公式 的 误差 为 
O((b-a)h5) Ма + TÜ) 和 了 站, 这 一 现象 符合 我 们 在 前 面 所 说 的 ,两 
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个 低 精度 的 近 做 值 进行 适当 外 推 后 ,可 产生 一 个 精度 高 得 多 的 近似 值 
读者 可 以 仿照 以 上 过 程 自行 导出 复 化 Cotes 公式 ТО ,并 验证 其 满足 


末了 如 -TP 
T = =p 
(3)Romberg 方法 
将 上 面 的 外 推 的 思想 推广 到 一 般 的 ТОР je 
тө с PTR- Т 


4-1 7 
就 成 了 数值 积分 的 Romberg 方法 , 它 的 具体 过 程 如 下 图 所 示 . 先 取 适 当 的 初始 值 т, PE 


0.Ф.9...... 次 序 逐 个 计算 ,向 下 的 箭头 表示 区 间 再 细 化 一 半 ,向 右 的 箭头 表示 外 推 ， 
Ф т» 
р 
Ф Tim і @ тт 
Зо T | Cer 
@ „е? I Вэ? край 
ї Mo эе” 
Ф май 


Romberg 方法 是 在 计算 机 上 实际 使 用 的 求 数值 积分 的 最 午 要 的 方法 之 一 .具体 执行 时 
AA т =1,&=1Я@,ЖТИЕ ТО EART AITO - ТОГ ДУР ЭЛ 
精度 要 求 时 ,就 将 Т) 作为 积分 的 近似 值 ,计算 结束 ;否则 将 小 区 间 长 度 细小 二 分 之 一 ， 
重新 由 复 化 梯形 公式 开始 ,一 直到 算出 TAD, BE ЕЖЕ. АИ ИЕШЕ OM E 
求 ,由 计算 机 在 计算 过 程 中 自动 将 区 间 划 分 到 最 合适 程度 的 算法 称 为 自 运 应 算法 . 

例 7.6.2 用 Romberg 方法 计算 | сг ӨМ . 

解 计算 结果 见 下 表 : 


D3.086 161 270 
(2.362 053 757 


2 | @2,543 080 635 


(222. 351 194 823 


(2.399 166 283 
@2.350 453 017 


(2.362 631 334 


(2.350 470 904 


(92.350 403 568 


请 读者 自行 与 积分 的 精确 值 以 及 例 7.6.1 比较 . 


002.350 402 494 
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Саша 型 求 积 公 式 
Newton = Cotes 公式 是 采用 Ух НЕГа, БИЕН BU n + 1 个 点 处 的 西数 值 求 积分 的 
近似 公式 .很 自然 地 ,我 们 要 问 , 能 澡 通 过 适当 地 选取 求 积 公式 中 的 结 点 
a = pT 二 
和 系数 al”, 来 达到 尽 可 能 高 的 计算 精度 呢 ? 
回答 是 肯定 的 一 一 这 就 是 下 面 的 Gaus 型 求 积 公 式 的 概念 . 
定 只 7 了 .6,1 Жа, Бл ААЖ, 


[уса а У) уа) 
а :20 
ЯТ 2К413498:8 551Ж p... (z), WA 


5 H 
[Сад = Уа) 
а 1 -0 


则 称 该 来 和 公式 为 [a ,6] 上 前 Gas 型 求 积 公式 . 
显然 ,对 任意 给 定 的 n +1 个 结 点 12; eo НИ ВЕ 2n +2 次 多 项 式 


f(x) = Це ын т)? 
代入 上 式 , 邑 有 左 式 恒 大 于 零 而 右 式 恒 等 于 零 .这 个 例 于 告诉 我 们 ,不 存在 使 用 wn +11 
点 ,而 对 于 所 有 的 2n + 2 次 多 项 式 都 精确 成 立 约 近似 求 积分 公式 .从 这 个 意义 上 讲 , Gauss 
型 求 积 公式 是 精度 最 高 的 数值 求 积 公 式 . 
Gaus 型 求 积 公式 有 很 多 种 类 型 ,下面 介绍 最 常用 的 一 类 ， 
先 设 [a ,5] 为 [一 1,1j 的 情况 , 考 感 第 五 章 和 第 七 章 中 出 现 过 的 л 次 Legendre 多项式 


dl. d" 2 _ туз = ... 
Pala) = т dr 17, n = 01,2, 


ERE, EE LIDER п APARER HEA Ip (z)1E[-1,1] Eñj F 363 йд. 

利用 这 两 个 性 质 可 以 证 拓 : 

+A п +1 Ж Legendre 多 项 式 ГЭЧҮСЭ1:1:353 "лу ҮЕЭ ЗЛА Б ЛЕ xX) 的 
Lagrange 3548 $ Ж X, HEL- 1 1] 上 积分 ,由 此 得 到 的 数值 积分 公式 Siafm аг) 
[一 1,1] 上 的 Gaus 型 求 积 公式 ,一 般 称 为 Gauss – Legendre 求 积 公式 ， 

严 衬 证 明 这 个 结论 已 超出 了 本 书 的 范围 ,此 处 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 数值 表 近 方 
面 的 教材 ， 

АЖЕ, АИА р, оС) ВАО Е АО РОК На o RERA 

[Тр 1 Pakt) 

Zi -| [Sa -1, EL， 


A ” 
Tia Ж, 一 
yi 


i =0,12, n — l,» 
算出 其 系数 . 
下 表 络 出 了 结 点 个 数 n+ 1555 时 的 Gaus- Legendre 求 积 公式 的 结 点 1x, 儿 0 和 和 系数 
at) 的 值 ， 


-CO шш 
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А 
Ñ == + 0.577 350 269 2 
La 
: +, + == ®0.714 596 669 2 9 0.335 555 555 6 
0 0,888 888 888 9 
а 0,339 981 043 6 1, 190.692 445 1549 
3 
t+0.861 136 311 6 1-1 / 0.347 854 845 1 
7 


| 1) 3С-0.755.0.7), 0,478 628 670 5 
+h 5-2 at0.538 4693101] 100-245 707) 


4 3(0.7 55 У0.7),0:236 926 885 1 
+ s+2 105 +0.906 179 845 9 100 +507) 


128 
0 224 0,568 888 8889 


Legendre 多 项 式 的 根 全 部 落 在 ( 一 1,1) 中 (从 表 中 可 以 看 到 ,点 集 |1 zx? n FARS т 
= +1 两 点 ) ,也 就 是 说 ,用 Gauss- Legendre 公式 计算 积分 的 近似 值 时 ,是 用 不 到 F(x) 在 
积分 区 则 的 端点 处 的 函数 值 的 .事实 上 ,这 是 所 有 的 Gauss 型 公式 的 特点 .学 了 广义 积分 以 
后 会 知道 ,对 于 实际 计算 来 说 ,这 个 特性 具有 极为 重要 的 意义 ， 


例 7.6.3 用 Gaus-Legendre 公式 计算 | ”edr 的 近似 值 . 


上 
-1 
W: n=l; р 73928924 .342 696 08:::; 
[st 8.284 596 669 2 +679724 596 669 2) +80] =2,35() 336 928… 


n=4: 1,=0.236 926 885 1(67:509 198559 70:906079 58) 
+0,478 628 670 5 (7:528 49 391 20.528 4692101) + 0.568 888 888 Fef 
=2.350 402. 386 58+. 
它们 所 花 的 懂 价 与 例 7.6,.1 用 的 梯形 公式 .Simpacn 公式 、Cotes AAT Ф, {Н f 
度 却 大 为 握 高 ,如 m=4 时 ,在 同样 上 计算 5 个 画 数 值 情 况 下 ,绝对 误差 从 00107Э-4ЕТ 
提高 到 Of10 °)! 
妆 积 分 区 间 为 [a ,5 时 ,可 以 先 作 一 个 变换 


上 一 总 b +a 
+ = 7 + 20, 


于 是 


[бош = Š 5 ef (55. +Š 5 2 dz, 


就 可 以 用 Gauss- Legendre 公式 求解 了 ,因此 在 [ 一 1,1] 上 建立 的 Gauss — Legendre 公式 可 


TH 


rr pp re 


' 340 · BUE ва 


以 推广 到 一 般 的 积分 区 间 上 去 . 
除了 Gauss- Legendre 求 积 公 式 之 外 ,还 可 以 构造 其 它 类 型 Gauss 型 求 积 公 式 , 它 们 的 
基础 都 是 定义 在 某 个 区 同上 的 某 一 类 特定 的 正 交 饰 项 式 ,这 里 就 不 一 一 介绍 了 ， 


计算 实习 题 
《在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 
1. 9 х = 4 dz 


01427 

《1 用 普通 的 梯形 公式 Simpson 公式 和 Cotes 公式 ,计算 圆周 率 x 的 近似 
值 并 与 精确 值 加 以 比较 ; 

(2) 将 区 间 [0,1] 分 成 4.8 等 份 ,用 复 化 樟 形 公式 和 复 化 Simpson 公式 计 
算 x 的 近似 值 ,并 与 精确 值 加 以 比较 ; 

СОН Romberg 方法 计算 x 的 近似 值 ,使 它 的 精度 达到 O(10 5); 

(4) 分 别 用 п = 1,2,4 的 Gauss- Legendre 公式 计算 x 的 近似 值 ,并 与 前 
面 的 计算 结果 加 以 比较 ， 

2. 设 河 面 宽 20 m, 从 河 的 一 岸 向 另 一 岸 每 隔 2 m 测 得 的 水 深 如 下 ;( 单 
位 ;m) 

-10|2.41.16|18110 12 м| 16118120 


y | 0 [06 14 20 231211 25[|19[12|07] 0 


求 河流 的 横断 面积 (图 7.6,3). 


图 7.6.3 


3. 分 别 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 Simpson 公式 计算 下 列 积分 : 
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1-2 
of e€ dr, m = 16; 


of 1 eos taz, m = 8; 


= 


1 — cosr 2350 
талая ло) = r ° ' HEH.) 


0, х = Ü, 


(з)|, У1- хх: m = 8; 

wf dz, m = 8. 

4. 用 Romberg 方法 计算 | ,精确 到 小 数 点 后 第 8 fz. 

s, 用 一 般 药 积分 区 间 上 的 Gauss — Legendre 公式 ( 取 n=4) 计 算 积分 
1(М) = | єл : 

(DN=1; 

(2)N=3; 


(3)М = 10; 
#5 


imf ede = 
的 结果 相 比 较 
б. 838 3 题 (2) 同 样 的 观点 ,计算 f(z) = | 8044, (e = ЁЛ, 1,2, 
-,6) ,并 作出 уа) АЗК. 


er У на С 
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反常 积分 

前 面 讨论 Rieman 积分 时 ,首先 报 定 了 积分 区 间 [e ,5] 有 限 且 被 积 函 数 
f(z) 在 [a,5] 上 有 界 ,但 在 实际 中 经 常会 碰 到 不 满足 这 两 个 条 件 , 却 确实 需 
要 求 出 某 种 形式 的 积分 的 情况 .所 以 ,我 们 有 必要 突破 Riemann 积分 的 限制 
条 件 , 考 虑 积分 区 间 无 限 或 被 积 函 数 无 界 的 积分 问题 ,这 样 的 积分 称 为 反常 积 
分 {或 广义 积分 ) ,而 以 前 的 积分 相应 地 称 为 正常 积分 或 常 义 积分 . 

先 来 看 下 面 的 一 个 实际 例子 . 

例 8.1.1 由 万 有 引力 定律 导出 物体 脱离 地 球 引力 范围 的 最 低 初 速度 即 
第 二 宇宙 速度 . 

解 ” 设 从 地 面 竺 直 疝 上 发 射 质量 为 m 的 物体 飞 出 地 球 引 力 范围 所 需 的 
最 低 初 速度 为 ro , 若 它 飞 到 无 穷 近 处 克服 地 球 引力 所 做 的 功 为 WW, 则 由 功能 
原理 ,wo 须 满足 


T+ mol => W, 


因此 ,要求 出 第 二 宇宙 速度 , И АЖ ЖЖ V. gb pR ЖЕТ 213: 254151 35 pk 
引力 所 做 的 功 . 
以 地 球 质心 为 原点 建立 一 维 坐 标 , 记 好 球 半 径 为 及, 设 物体 在 > 处 所 爱 
到 的 地 球 引力 为 下 (7)(r 之 及 ) , 则 由 功 的 定义 和 匆 元 法 ,有 
dW =- F(r)dr 
比照 第 7 章 5 中 微 积分 应 用 实例 不 难 知道 , 求 W AERAR -FrEE 
穷 区 间 [a ,+ oo) 上 的 积分 值 ,沿用 前 面 的 记号 ,我们 可 以 将 它 形式 地 写成 


w =- f F(r)dr. 


为 了 求 出 这 个 积分 ,我 们 换个 角度 来 考虑 (图 8.1.1). 物 体 从 地 面 (= 
R) 飞 到 = 工 处 (z > 及 ) 克 服 地 球 引 力 做 的 功 为 
wlz) =- | ойн, 


记 M 为 地 球 的 质量 ,由 万 有 引力 定律 ,有 


F(r) =- o Mm (G 为 万 有 引力 常数 ). 
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j 


ч 


А 


А 8.1.1 


而 在 地 表 上 ,地 球 的 引力 即 为 重力 , 记 g 是 重力 加 速度 ,有 


F(R) =- GMY = — тр, 


2 
解 得 G= 全 在, 从 而 克服 地 球 引力 需 做 的 功 为 
T 1 л 
W(x) = Remg|” -dr = R2mg(— =) N = R mg(1 — Ë). 
显然 ,网 = lim W(x), Ж 
W =-| FO)dr = lim (- | Flr)adn) = іт R тв(1 - К, = R mg. 
将 W DJ g=9.8m/2 ЊЕ R=z6 371km 代入 关于 o 的 不 等 式 ,得 到 
val a = y Re 


= V 2 x 6 371 x 9.8 x 107 
аш 11.2(krn/s). 
这 就 是 第 二 宇宙 速度 . 
需要 求 无 穷 区 间 上 积分 的 类 似 例 于 在 实际 刻 用 中 还 很 多 { 见习 题 ), 这 正 


是 我 们 要 讨论 的 一 类 反常 积分 , 它 有 三 种 形式 : | (аг | f(z)dz 和 
ë f(z)dx .但 是 由 于 


Sp P н оа 一 一 - - -- —--+-—- 
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[ләш [50 оа = Г оа 


W. = | “адаг +| f(r)dz, 


轨 此 下 面 的 讨论 仅 就 |] “7(z)dz 的 形式 来 展开 . 


定义 8.1.1 44 rela, t KEL, RASA На, A] 
Cla, + 9) ETR. HAIR 


Am | Soda 
看 在 , 则 称 反常 积分 | Fedr RQR. ARA 
+> A 
否则 称 反 常 积分 | f(x)dz RW. 
对 反常 积分 |” f(z)dz 和 | ”7(z)dz 的 伊 艇 性 也 可 美 似 地 定义 ( 贸 作 
习题 ). 一 个 显而易见 的 事实 是 ,只 有 当 | fede M| f(z)dz 都 收 全 


时 , 才 认为 | Сс) ас 是 收敛 的 
У) а, oo) 连 续 ,F(z) 是 它 在 [a, + o) 上 的 一 个 原 函数 ,由 
Newton 一 Leibniz 公式 ， 


1 Foz = im Р). = dm F(A) - F(a), 


因此 | /(z)dr ЗРО ТСЕ im_F(A) 存 在 . 当 F(z)20 时 ,这 表 


示 由 直线 z=a 、f(x) 和 x 轴 所 界定 的 面积 (图 8.1.2) 是 个 有 限 值 ， 
对 于 原 函 数 是 初等 函数 的 反常 积分 ,这 不 仅 是 判断 其 合 散 性 最 直接 的 方 
法 ,而 且 对 收敛 的 反常 积分 也 同时 求 出 了 积分 值 ， 


例 8.1.2 讨论 | ”二 dz 的 但 散 性 (PER). 


E 当 pij, 
1 
+= -pti iA 1-р 4 т > }, 
[i ad= im fey ээн | 
1 ох” 1 = + со р<1 


当 р=1 时 ， 
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| Lir = limin 
1 2 paran 


I = Jim ША =+ оо, 
AEREA Edr роте рст АЯЙ 
为 了 简 醒 ,我 们 一 般 仿 照 正常 积分 的 Newton- Leibniz 公式 的 表达 形式 ， 
将 反常 积分 形式 地 写成 
W. = F(z) | нэ 


读者 只 要 将 积分 上 限 理解 为 极限 过 程 就 行 了 . 


例 8.1.3 讨论 | ede MAREC ER). 
Е ММ. 0, 
° “0 +o, а < 0, 


而 当 a=0 时 上 述 积分 显然 发 散 ,因此 , | ede а >0 时 收 分 于 十 ,ao<0 
NRM. 
例 8.1.4 计算 | 
в 


+ 
Eia] 


——dr . 
т? 


|” l dz=| 一 -az+| l d+ 
-œ | + 22 о 1422 -æ | + z? 


:346 ， жле ”反常 积 分 


在 上 一 章 例 7.4.7 求 半 径 为 a HAHAKE: 的 第 一 种 解法 中 ,我 们 采用 
直角 坐标 系 下 的 显 式 方程 y=v a-r, RET 


I= daf. dz = 4a > arcsin | = 2 
19,/2-12 al та. 


细心 的 读者 可 能 会 有 疑问 ,Riemann 积分 要 求 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 有 界 ,而 


这 里 的 了 一 在 za -0 时 不 是 无 界 的 吗 (图 8.1.3)3 
q 一 还 


1 
| 

1 

4 

1 
й 
d 
ни 
„d 
К 
а 


Е 8.1.3 


事实 上 ,这 确实 就 是 下 面 要 讨论 的 另 一 类 反常 积分 一 一 无 界 函 数 的 积分 ， 
只 是 由 于 其 原 函 数 arcsin 二 为 大 家 所 熟知 且 在 [0,a ] 连 续 , 我 们 按 常规 将 积分 
上 下 限 代 人 时 没 觉察 到 有 什么 不 妥 而 已 

使 函数 无 界 的 点 称 为 它 的 衣 点 ,由 积分 的 区 间 可 加 性 ,我 们 假定 СЕ) Е 
[а,Б ERA- TEA х= Б. 

定义 8.1.2 Жай р(х) х-60)24083.,Л-,4 VY yC (0,6 -а), 
f(z)#8 ALa, b- gl ERETI, ИЛЕ 


8-1 


lip | Foder, 
存在 , 则 称 反常 积分 | беде РРР 


[оа = | Hede; 


lim 
否则 称 反常 积分 | f(z)dx RM. 
r=a MR = c€ (a ,有 为 坷 点 的 情况 可 以 类 似 定义 . 当 工 = c й 
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点 时 ,与 在 ( - oo,o0) 的 反常 积分 类 似 ,只 有 当 | 7(z)dz 和 | Fede АВАК 
时 , 才 认为 | f(z)dz ERAM. 


018.1.5 讨论 | 4, -dz 的 化 做 性 (PER)， 
解 Чрн, 


1 —Р+1 
| 4 dz = lim = 
ож? тэ | — 


当 р-1 时 ， 


= im 了 


1 1 1-p и b > 1, 
1 
1-2 pb < 1; 


1 
| $a sgeal T mm 


AH REMA | Adr мрт васт роя. 


例 8.1. з яз 1.5 中 积分 一 般 称 为 йя, 对 于 判别 其 它 反常 积分 的 
敛 敬 性 具有 十 分 重要 的 作用 . 
我 们 同样 可 以 将 无 界 函 散 的 反常 积分 形式 地 写成 


+ b 
[Kedr = F(z)| , 


这 时 它 与 正常 积分 的 Newton 一 Leibniz 公式 完全 相同 ,但 必须 把 右 端 理解 为 
极限 过 程 , 即 


вО), = lim Fle) - F(a). 


容易 看 出 ,无 穷 区 间 的 反常 积分 与 氟 界 函数 的 反常 积分 是 可 以 互相 转换 
的 ,例如 


| Aed MERR z = 1) 
=- ha (9640-2060) 
-| а: 


这 就 化 成 了 无 界 函 数 的 反常 积分 .请 读者 自行 写 出 反 过 来 的 情况 . 
因此 ,后面 的 讨论 经 常 只 对 一 类 反常 积分 进行 ， 
最 后 我 们 以 无 穷 区 间 的 反常 积分 为 例 , 指 出 反常 积分 的 一 个 重要 特性 . 
设 A(z) 在 [a ,+ %m) 有 定义 , 例 8.1.2 告诉 我 们 , lim f(x)=0 并 不 能 保 


ep - -- 
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证 | 7(z)dz Ж. 


但 反 过 来 , 若 | f(z)dx KA ETRE lim_f(z)=0, 或 者 退 一 步 ,至 


少 保证 f(x) 在 [a ,+ оу Е? RRE! 
818.1.6 2 /(<=)#[1,+ oo) 按 如 下 方式 定义 : 


1 
п +1, r€ [п,л+———.] 
(я +1) 2° 
Кх) = n п 二 1,2, 
0 z€ (n — _ +1) 
й п(п + 1)2' > 


那么 YA>1, 总 可 以 取 充 分 大 的 n H АЄ[я,л 1). BF f(z)>0,E t 
[Kode < |" Koda < |” убал. 
X ноо, 
п 2 n 
lim| f(z)dz = lim [| f(z)dz + саг J = + |" Aea] 


[LT1 4.21 
= а + 天 + tooi] 


| 


+; 


n+ л 


1| 
= 
баяны 
| 一 
i 


п+1 
1 = ГЭ) foz)dz, 
880328 Е 
+оо ТА 
|, f(z)dz = Am f f(z)dz = 1, 

但 (xz) 显然 是 无 界 的 ， 

即使 (х) Га, +оо) О n 次 可 微 ), 也 可 仿照 上 例 构造 出 
[Kadr йг (ха, + co) 无 界 的 例子 (见习 题 10) 

反常 积分 计算 

第 七 章 中 关于 定 积分 的 性 质 , 对 于 反常 积分 大 多 相应 成 立 , 如 线性 性 、 保 
序 性 区间 可 加 性 等 ;但 也 有 一 些 性 质 ,如 乘积 可 积 件 , 却 不 再 成 立 (它们 的 证 


明 或 举例 都 比较 容易 , 留 给 读者 作为 练习 ). 正常 积分 的 一 切 计算 法 则 ,如 线性 
运算 , 换 元 积分 法 ,分 部 积分 法 等 ,也 都 可 以 平行 地 用 于 反常 积分 . 
例 8.1.7 计算 1 = НО zrdz (n 是 非 负 整数 )， 


Ë 由 例 8.1.3, 1, = Ku = 1. 
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当 n2>1 时 ,利用 分 部 积分 
1, = W =- е *у" 


+0 + 
+ nf er" ldz 
0 D 


= "| er" dz = пїЇ„-|. 
0 
因此 , 当 n20 时 ， 


例 8.1.8 计算 | In хаг. 
本 例 用 分 部 积分 法 也 很 容易 ,这 里 改 用 换 元 积分 法 来 做. 
解 “— ]nz= - 1,1 rdz =e :dt 出土 题 结果 


1 M| 
|в ат = | tie ‘dt =- h =-1. 
Ü +=з 


在 例 6.2.17 已 求 出 了 | Er ,现在 我 们 来 求 它 在 [0,+ o) 上 的 反 
常 积分 
例 8.1.9 计算 = | ш 


CETOL 
解 与 例 6.2.17 ши 对 于 п ®2,Ж ИИ 3 ЭЭ, ны 
Ш +o 1 +" z2 + а? – ж? =, 
L= |, (z? g api =" (x° + OO 


1,1 L 一 а? 
十 Te 
о (z? + a de 


a ач) 
a2 2а%(я-1),о 7 Хаад)" 
1,1 1,- 1 1 + 

2 ` 2а2(я — 1) МЕРИ — 1) (zf + а)" 0 


+20 


Ы Ї 13 


即 有 
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217 (26-31, 
T 0292 (2656-2017 
x (2n — 3)!! 


“24283 (2n — 2)11° 
有 时 需要 把 整个 积分 区 条 化 成 若干 个 子 区 间 ,再 分 别 加 以 处 理 .积分 区 间 
БЯФТ ЁО ЭГ ХЇЧ 1 TE ах 918 В 91518 8-1. 


1 8.1.10 HAJ 5а. 


解 显然 +=0 ECKE- EA, BR- S ТЕГЕ B] BJ N 88, ARIE E 
分 解 为 两 个 积分 


1 Ї 1 
1 х Ü = 

е е 

Side = | Sde + Í dz 
1.5 1 ж? 02207 

经 计算 

0 t 110 

КТ 

-1 T -1 е 

1 

1 еї 111 

| Sdr =- e =+ o, 

02 0 


1 
maf Sdr Rt. 
有 时 可 以 运用 变量 代 换 或 对 区 间 适 当 拆 分 ,将 积分 化 成 若 二 个 部 分 ,通过 
其 中 革 些 部 分 的 互相 迁 加 或 抵消 ,来 求 出 积分 值 


818.1.11 计算 | шаваг. 
解 ” 作 变量 代 换 r=2r, M] 


: 
I = | in sin хак = 2| in sin 2: 
Ü | 0 
4 
二 2] їл (2sin г cos di 


= 52 + 2! In sin dz + д! [n cos tdt. 


对 后 一 积分 作 代 换 =F- u N 
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д z 
I= 502+ 2% sin 242 一 2| sin td: 
0 2 


于 是 求 得 


考察 反常 积分 | sinxdx .由 定义 


+% 
| sinrdr =- lim созА + lim oA’, 
о A— со A —+ 90 


由 于 这 里 A- + oo 与 A 一 oo 是 独立 的 ,因此 极限 不 在 在，| олаг 发 


散 ， 
如 果 将 要 求 稍稍 减弱 ,允许 A 一 + оу д’ – со", A S-A, 
则 有 


[агаг = – „т. ГоовА — wsl- A)] = 0. 
m | sinzdz 在 这 么 一 种 意义 于 是 “收敛 "的 . 
定义 8.1.3 2 
im | /(т)4т = lim [F(A) — F(C А)! 
Аска - Д Areco 


kk. MAEIKE | ”f(z)dx 的 Cauchy 主 值 , 记 为 (cpv)| f(x)dz. 
若 | “7(z)dz km mana 
(оре) | (ааа = | Fe)az， 


而 当 | f(z)dz REP, EM Cauchy 主 值 却 有 可 能 存在 ,因此 Cauchy Ef 


推广 了 反常 积分 的 收 伍 概念 ， 
无 界 函数 的 反常 积分 也 有 相应 的 Cauchy 主 值 概念 . 


#18.1.12 计算 | 二 dz СОР Тас, 

E x=0 是 它 的 唯一 奇 点 ,将 它 分 解 为 两 部 分 ， 
1 i 201 ! 1 _ h _ _ 
| Laz = | 1ас+| laz = Шай а In(— ү), 
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出 port 太一 0- 的 儿 立 性 , 易 知 | Та вей, 
BER у = – p IA 
1 
-1 


以 后 我 们 会 学 到 ,Cauchy 主 值 在 某 些 领域 中 有 独到 的 作用 . 


(epv)| laz = lim [lnn - ln7] = 0. 


对 于 一 些 已 确认 为 收敛 的 反常 积分 ( 湖 些 根据 问题 的 实际 背景 可 以 断定 其 收 襄 , 进 一 
步 的 数学 判 据 将 在 下 一 节 给 出 ), 如 果 其 原 范 数 不 能 乃 初 等 函数 来 表示 ,那么 除了 极 少数 
可 以 通过 某 些 高 超 的 技巧 积 出 之 外 ,人 们 还 是 不 得 不 异 助 于 数值 方法 来 求 积分 值 . 

求 反常 积分 值 的 计算 格式 首 推 Gauss 型 求 积 公 式 .除了 它 的 计算 精度 高 之 外 ,更 重要 
的 原因 在 于 ,任何 形式 的 Gauss 型 求 积 公 式 都 只 需 用 到 积分 区 闻 的 内 点 ,这 是 它 最 罕 出 的 
优点 (基于 Newton- Coe 公式 的 数值 方 车 毫 盛 例外 地 需 用 到 端点 ) .也 就 是 说 ,对 于 育 点 
在 端点 的 无 界 函 数 的 反常 积分 ,如 


! _1 l-t: 
ЇГ rh" 2 dt 


(这 是 由 下 КО — 4, 通过 变换 x = 得 到 的 ,其 信 为 -所 一 一 1.644 934 0…), 我 们 
可 以 视 其 为 常 义 积分 而 直接 套用 Gauss — Legendre 公式 , 极 本 无 须 对 1 = +1 加 以 特殊 的 
“关照 "它们 在 计算 过 程 中 是 决 不 会 被 用 到 的 . Gauss 型 公式 的 这 个 性 质 为 编制 和 调用 
统一 的 计算 程序 带 来 了 极 大 的 方便 


Gauss ЖИЙ ЯА с | 和 系数 a 可 在 数学 工具 书 中 查 到 ,将 它们 代 人 
|! yas ~ Dafar), 
一 ‚=й 
就 可以 算出 积分 的 近似 值 了 .下 表 是 用 不 同 的 计算 | уу; уй юшин. иж 
函数 在 端点 附近 变化 较 剧 烈 ,实际 计算 时 л 应 取得 大 些 (如 20 以 上 ,从 编程 和 上 机 角度 
讲 ,n=5 和 =50 并 没有 本 质 差别 ), 方 能 奖 得 较 好 效果 
оз | š | 0-1 2 | 


无 穷 区 间 的 反常 积分 的 处 理 方法 大 致 有 三 种 : 

(1) 取 一 个 足够 大 的 数 A M | f(z)dz 作为 | Fedr 的 近似 值 .这 时 ,问题 已 化 成 
了 正常 积分 ,第 7 章 56 中 的 计算 实习 题 4 和 5 就 相当 于 做 了 这 样 的 处 理 ， 

сой | ”f(x)dz BAER r= 二 化 成 无 界 夯 数 在 有 限 区 间 上 的 反 关 积分 ,再 用 上 述 
针对 无 界 函数 的 方法 . 

(3 直接 使 用 [0,+ oo ) 或 ( - оо, + oo) 上 的 Gas 型 求 积 公式 , 这 部 分 内 容 已 超出 本 书 


相对 误差 1.6x107* 
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53 8 
1, 物理 学 中 称 电场 力 将 单位 正 电 荷 从 上 距 电场 中 心 某 固 定 处 移 至 无 穷 远 
处 所 做 的 功 为 该 处 的 电位 .一 个 带电 量 + q 的 点 电荷 产生 的 电场 对 距离 ~ 处 
的 单位 正 电 荷 的 电场 力 为 下放 20 为 常数 ) RERA PO > 处 的 所 位 {图 
8.1.4). 


2. 仿照 定义 8.1.1 ,分别 叙述 反常 积分 | f(z)dz 和 | ”f(z)az Юй 


散 性 定义 ， 
3, 计算 下 列 无 穷 区 问 的 反常 积分 (发 散 也 是 一 种 计算 结果 ) : 


(D| esin 5zdr; (| ео 2zdz; 
1 + 1 
| „түгү 0], rr 
(5)] " хє dx (a E R); (| dr (p € R); 
1 шин 1 
Q| me Te 
oj k (03 BZ. 
4, 计算 下 列 无 界 函 数 的 反常 积分 (发 散 也 是 一 种 计算 结果 ): 
1 т е 1 
; 2 —— 
wj, цал о) ин 


Шке Шз с. 
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1 
|, asin dri (OF == 三 dz ; 


(| 和 cos жах; тов єп жах. 
. ИРГИ = . ; 
5. 求 极限 lim ш (提示 :利用 Rieman 和 化 成 反常 积分 .) 
6. 计算 下 列 反 常 积 分 : 
3 
(0 хоо xdr; of акыт жү, 
3 zr. 


0.1 — x° 
7. 求 下 列 反 常 积分 的 Cauchy EM: 


Del” 542: Cop dz; 
Bwl de (еру), dr. 


8. 说 明 一 个 无 界 苑 数 反常 积分 可 以 化 为 无 穷 区 间 的 反常 积分 . 


9.38 [Сее 为 例 ,叙述 并 证 明 反常 积分 的 线性 性 . 保 序 性 和 区 问 
可 加 性 
(2) 举 全 说 明 , 对 于 反常 积分 不 再 成 立 乘积 可 积 性 . 
10. 举例 说 明 ,即使 f(x) 之 0 Ela, + юу НИЛ, В 


Г.Ээсхэах K, СЕТ + co) 还 是 有 可 能 是 无 界 的 (可 以 以 连续 或 一 次 


яГо у). 
11. 证 明 : 当 a>0 时 ,只 要 下 式 两 边 的 反常 积分 有 意义 ,就 有 


ИЛЕ + ааа, = naf f(z 十 4 Нас, 


а 2 


计算 实习 题 


在 教师 的 指导 下 , 试 编制 一 个 通用 的 Gauss - Legendre 求 积 公式 程序 ,在 
电子 计算 机 上 实际 计算 下 列 反常 积分 值 , 并 与 精确 值 比较 ; 


(| Paea 一 у, 


Dfi +rln(1 - zyqzr( 精 确 值 2 一 =), 
0 


- — w. a -- 
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G)| cos rdz( 精 确 值 - 100): 
(ч), Өвлөн, 
(5)| ”sin(z?)dr,( 精 确 值 卫 /至 )， 
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反常 积分 的 Cauchy KARA 

通过 研究 被 积 函 数 的 性 质 来 判别 反常 积分 的 钱 散 性 ,其 重要 意义 是 不 言 
而 喻 的 . 由 于 绝 大 部 分 被 积 函 数 的 原 函 数 不 能 用 初等 函 教 表达 ,因此 ,用 数值 
方法 计算 反常 积分 的 先决 条 件 是 确认 其 收敛 ,否则 可 能 大 计 不 然 一 一 在 积分 
本 身 发 散 时 , 却 从 数值 求 积 公 式 得 到 了 一 个 “ 收 敏 " 值 , 此 外 ,许多 理论 研究 也 
需要 从 形式 上 直接 确定 一 个 反常 积分 的 伍 散 性 ， 


ЕШШ | “7(z)az 为 例 来 探讨 反常 积分 的 收 全 判别 法 ， 


HF| Aoede KREA lim | fz)dz 存在 ,或 者 说 im | Aed, 


因此 ,对 其 收 敏 的 最 本 质 的 刻画 就 是 极限 论 中 的 Cauchy 收 伍 原理 , 它 可 以 表 
述 为 如 下 形式 : 


E 8.2.1(СансвуЕ ЛЕ) 反常 积分 | f(x)dz ПРУТ: 
条 件 是 :Ye>0, Аа ,使 得 对 任意 入 ,A' 之 Ao, 有 
ЙГ 
定义 8.2.1 у(х) ЕЖА М [а, А1С[а, + eo) ря, 8. 
[T Ae) 1 dz kanak | ”f(z)dz ОЗ Arla, лг) 
绝对 可 积 ). 
车 | (de ева няк [Г уада ttika a Ai 


х) а, +оо) Ра). 
AFYA, A 2a, #9 


сда | уба, 


因此 ,由 Cauchy З, 2 ХЇНГЖ Л А E ЦЭ. 
Cauchy 收敛 原理 在 理论 上 十 分 完美 ,但 是 ,对 一 个 个 具体 的 反常 积分 , 若 
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要 直接 使 用 定理 8.2.1 去 检验 其 是 否 收敛 ,往往 是 十 分 困难 的 事 , 因 此 需要 导 
出 -一些 有 用 的 判别 收 侣 的 方法 ， 

RATHEE H KA AA УТА. AA ЧЕТА КЙ, КВУ 
ik aE — 87, Br A E EA ЖЖ Вс T 1k. 对 于 一 般 的 函数 , 若 能 证 明 
它 绝 对 收敛 , 它 本 身 当 然 就 是 收 伍 的 了 . 

非 负 函数 反常 积分 的 收敛 判别 法 

用 Cauchy 收敛 原理 很 容易 证 明 下 面 的 比较 判别 法 , 它 很 直观 , 却 很 实用 . 

定理 8.2.2!( 比 较 判别 法 ) а, +оо) Беж Ke(z)22 f(+z)220, K 


是 任意 正常 烤 , 则 当 | plade kaa | f(z)dz akati s | f(z)dx 
Он 


例 8.2.1 讨论 AB dr HAREC b ERR. 
证 


E 因为 当 z 之 1 时 有 


Га! 
мх? + в < сэ 
єйвлаж,вя mdr 收 人 ,由 比较 判别 法 ,| -AE r 绝对 
+ 


ka nu U ss л, кй. 


如 下 形式 的 比较 判别 法 有 时 用 起 来 更 为 方便 一 些 . 
推论 {比较 判别 法 的 极限 形式 】 ЖЁ#Е[а,+=уЕ@Җ /(х)>0 和 
Ф(:)20,4 


lim Ke) _ Н 


im p T 
则 


(от хоо |“ 9(z)dzr 政 俩 时 | F(z)az Өв: 

(0) ж0<1<+ mm, 则 | pleds 发 数 时 | feir RA. 

BL 0616 + ов, | p(z)dz 和 | 7(z)dz 同时 收 笋 或 同时 发 
散 ; 


例 8.2.2 讨论 | -=======—==4 ЗСА. 
1 4 tr +2х —} 
E ”因为 
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Jri 
lm —í———— 
mi l dz 收敛 ,所 以 | —— a tat 
l 20 " 1 за к ба +2х—1 
使 用 比较 判别 法 ,需要 有 一 个 敛 散 性 结论 明确 .同时 又 形式 简单 的 函数 作 
为 判别 标准 ,在 上 面 的 例子 中 我 们 都 是 取 记 为 “样板 “的 ,因为 它们 正好 能 满 
足 这 两 个 条 件 ( 这 正 是 请 积分 之 所 以 重要 的 原因 ) .将 定理 8.2.2 中 的 g(x) 
RARAS ,就 得 到 如 下 的 Cauchy 098: 


定理 8.2,3{Cauchy 判别 法 ) Ж £&[a,+co)C (0, + co) Бе flre 
0,K 是 性 意 正常 教 ， 


(0% 0) в рэт, | f(z)dz kat; 


= 1, 


(2) гээв, bI NM | “хада ЖЖ. 
推论 {Cauchy 判别 法 的 极限 形式 ) 设 在 定理 8.2,3 条 件 下 有 


lim z”f(z) = 1, 


则 


(DOLI + co R. p>1 M | f(r)dz кж; 
(2)#0<1<+ oR p<1, 则 | fedr ЖЖ. 
例 8.2.3 讨论 | ze dz MAMES). 
解 ” 因 为 对 任意 常数 ao, 


lim х? • ле“ = 0, 


дээжээ 


i Cauchy 判别 法 的 极限 形式 (1)( 即 p=2 的 情况 ), 知 | т^е “ах kan. 
一 般 函 数 反常 积分 的 收 伍 判别 法 
为 了 对 一 般 函 数 的 反常 积 分 这 论 伍 散 性 ,我 们 先 给 出 下 面 的 重要 结果 : 
定理 8.2.4{ 积 分 第 二 中 值 定理 ) Ж /(х)8(а,51:29ГЖ, (х) 8 
[a,5] 上 单调 , 则 存在 6E[a,6], 使 
[gtde = «ба бадх + go) ах, 


证 ”我们 这 里 只 对 f(x) 在 [a РЕВ g(x) 在 [a,& | 可 导 的 特殊 情 
况 加 以 证 明 . 


5358 жле Бл 


记 F(z) = (dt 是 A(z) 的 一 个 原 函数 , 则 F(z) 连续 且 F(a)=0. 
由 分 部 积分 法 
[овса = РСС) Гес) (ед8, 
其 第 一 项 


b р 
F(zjg(z)| = Fele) = | f(z)dz, 


而 在 第 二 项 中 ,由 于 g(x) 单调, 因此 яд (х, НИВ HAE, Е 
Ela h] ER 


Ё b £ 
| F(z)g (z)dz = ЕСӨ| g(x)dz = [g(b) ~ g(a)]| f(z)dz, 
+Ë 
L Š Ё 
| Kaz)g(z)dz= g(b)| (адаг - Та (9 — (491 fx)dz 


ë b 
= gla)| f(r)dr + (8)| (Эг. 
а Ё 


一 般 的 可 积 函 数 F(x) 和 单调 函数 g(z) 的 情况 ,由 于 证 明 过 程 比 较 复 
Як ‚ТЕҢ БАЙ. 
Е 
由 积分 第 二 中 值 定 理 可 以 导出 两 个 重要 的 判别 法 ,适用 于 不 是 非 负 函数 
(或 不 讨论 绝对 收 伊 ) 的 情况 . 


定理 8.2.5 ” 营 下 列 两 个 条 件 之 一 满足 , 则 | “f(z)g(z)dz kä: 
(DIADA 判别 法 ) | Adr ktt glz) Æla, + оо) 上 单调 有 办 
(2) (Dirichet 判别 法 ) ЕСА) = /(z)dz 在 [a, + оо) 上 有 界 ,g(z) 


在 [a, + оо) 上 单调 且 lim g(x) = Ü. 


证 设 8 是 任意 给 定 的 正 数 . 
(1)# Abel 判别 法 条 忻 满足 , 记 G 是 |g(z)j| 在 [a,+o) 的 一 个 上 界 , 因 


为 | “f(z)dx 收 全 ,由 Cauchy СОН З Ага ВНЕ ААРА, 
有 
А Ё 
усә] < 5б- 
因此 ,由 积分 第 一 中 值 定理 ， 


一 一 一 
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ESEON =I gA) 1: бхаа | + |g(A |: [жч 


< G|[ rz)dz | + G [лоч 


£ EL 
<> ft> Ë. 


(2)# Dirichlet 判别 法 条 件 满 足 , 记 M ЖЕ(А) а,+со) 86-41 ЕЎ. 
此 时 对 任意 A,A >а 显然 有 
леда < 2м; 
同时 ,因为 lim g(z)=0, 所 以 存在 Ao 之 a, 当 x>Ao 时 ,有 
£ 
| gír) | < 4М` 
TE, ,XHES A.A SA 
fa) (зїй < |e(A)]: [Жш |+ |g(A 1: саа) 
А 8 < Ë A Ë Ё 
= 2M|zg(A)|+2M|g(A )| 
Ё £ _ 
< + > Е. 
Br L 2; ib BE 4 *J Жа 2, Н Сашу БОЕ. 都 有 
[есас КОН. 
证 毕 
这 两 个 判别 法 有 时 也 统称 为 A 一 DD 判别 法 . 
例 8.2.4 讨论 | 80а, овоне. 
# | sin заг 显然 有 界 ,十 单 调 且 üm + = 0, 由 Dirichlet 判别 法 ， 


J sin Z > KAN. 
1 х 
但 在 [1, +œ), Æ 
sin 工 |、amz _ 1 _ cos 2z 
т > r 2z 2т? 
m | ёв25аг ЕШ |” авах 的 讨论 ) 而 | 1 gz 发散 
1 2z 1 < "Шу 2т ! 


втш [`7 80а жн. ишк, 7 аа gA. 
1 + l х 


因此 , |“ sn zj, RPE. 


1 T 
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例 8.2.5 讨论 | sin z arctan z асаа 24. АВЕ. 
解 08.2.4, [| Ear 收 化 ,而 arctan z 01, 00) 单调 有 界 ,由 


aba 判别 法 ,| sn агдай Жы, 收敛， 


sn = arctan т 
z 之 


si +T 


Ы 


ап Z 


由 比较 判别 法 和 | ”| аг эд | Эп ж аглап ка, 非 绝对 收 全 


因此 ,| sn z amun zq, ЖИ. 


无 界 汪 数 反常 积分 的 收敛 判别 法 

以 上 关于 无 穷 区 问 反 常 积 分 的 结论 都 可 以 平行 地 用 于 无 界 函 数 的 反常 积 
分 ,在 f(z) 在 [a,5] 上 只 有 一 个 奇 点 x=5 的 假定 下 ,我 们 列 出 相应 结果 ,证 
明 请 读者 自己 完成 . 


定理 8.2.1 (Cauchy KARE) 反常 各 分 | /(z)dz Жыя 
性 是 ; Ye 之 0, 3 了 3>0, 使 得 对 任意 7,7 € (0,6)8 
| [л РЭГ: 
EH 8.2.3 (Cauchy 判别 法 ) 设 在 [a,58) 上 怪 有 /(z=)220,22 5 z 属于 
b ЖА ЖАЗА» 一 mo, HEETE K AA 


(ЭЖ /()<—K 8. рст | f(z)dz Ж; 


< Е. 


S(b- У. 
(2)Ж Рт) ур pp 之 1, 则 [Aoz ЖА. 
推论 {Cauchy еги 设 在 定理 8.2.3 КЕЙ 


lim (b ~ ха) = 1, 
(DÆI + я. p<1, A | f(z)dz kt; 
(2)#0</< +8 pL | f(z)dz ЖЖ. 
定理 8.2.5” 若 下 列 两 个 条 件 之 一 满足 , 旭 [пасада ва 
(D(Abel 判别 法 ) [Arde жа Сс) Га, Б) ЯЯ 
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(2)(Dirichlet 判别 法 ЕСр)= | “F(z)dz #la, DIAR gE 
[a,5) 士 单调 且 lim g(x)=0. 

例 8.2. 

解 。 这 是 个 定 号 的 反常 积分 ,x =0 是 它 的 唯一 奇 点 . 

当 0<p<1 时 ， ж а=152Є (р, 1), 


Шэн ид 
8 Cauchy 判别 法 的 极限 形式 , 知 一旦 ой. 


类 似 地 , 当 >, д 52Є(1,р), й 


=+ °, 


m т? |in zl 


1% iz 
ma [JE ®Ж. 
当 p=1 ү ,可 以 直接 用 Newton — Leibniz 公式 求 出 


1ге 14 
| dr -~ lim ln|ln х | 
тэ 9 


一 一 00, 
о жах 


因此 ,反常 积分 -了 一 当 0< р<1 Ой, p> ЖМ. 
(需要 提 根 的 是 , 当 ро 时 ,由 于 lim -一 =0, 只 要 补充 定义 z=0 处 
的 函数 值 为 0, 被 积 范 数 就 是 一 个 连续 函数 ,因此 шэн 是 正常 积分 .请 
读者 在 做 习题 时 注意 区 别 这 类 情形 .) 
例 8.2,7 ШЕ L sin 上 dx ЭЕ (о«2). 
Ж у=) = -sn 二 L (:)-2 2-0, 
(21307 ), 有 
! 11.1,  0(.1(413 01 
| dz = |, -asin ydr =- | sin 14(2)- cos 


£ 


4 
所 以 | F(z)dz 有 界 ;而 g(z) 星 然 单调 , 且 当 <2 时 ， 
7 


. __ " 2-р = 
lim glz) = lim 2 0. 
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由 无 界 本 数 反常 积分 的 A 中 判别 法 ,| Lan 上 dz itt. 
因为 当 p<1 时 ,有 


[Sain < 5, 


由 比较 判别 法 ,此 时 | Lan Lar 绝对 收 化 .而 利用 例 8.2.4 类 似 的 方法 可 
以 得 到 , 当 1<p<2 时 ,| Lsn Ldr 条 件 收 化 
02 + 
SKEN | Заа Тас ҮРЕй х = 上 代 换 , 就 可 将 它 化 为 
W кл 
Я| 1223 Н] Ж ЖЫ Ж A— D 判别 法 ,可 以 得 到 同样 的 结果 ， 
对 峪 种 类 型 反常 积分 并 存 (或 多 个 奇 点 ) 的 情况 ,应 先 将 积分 区 问 适 当 拆 
9. 
+оо ті? 
{18.2.8 讨论 | Td HAREC, g ER). 
解 因为 被 积 函数 可 能 在 == 0 和 с 1 处 无 界 ,积分 区 间 也 无 界 ,所 以 
将 其 拆 成 


t zl _ f dz +оо dx 

| de = | rt TY 

Ж ВВС, F ДОР, z = 0, K p <h ААРА arl, SEO R 
bp +tg< l,;WIH r—= + оов}, HF 


1 
=m" La), 
由 Cauchy 判别 法 的 极限 形式 , 知 25+g-1>1 时 积分 收敛 . 
所 以 ,只 有 当 p.q 同时 满足 
с 
2(1- p) <q < 1- Р, 


即 属于 图 8.2.1 的 阴影 区 域 时 ，| 


+00 уі? 
o x-i re Ай. 


上 一 节 中 已 经 提 到 , 在 | f(x)dz MARRIT, ME у(х) Ж 


[a,+ 0) 上 次 可 微 ,也 不 能 导出 f(z) 在 [a,+%) 有 界 的 结论 .作为 反常 
积分 Cauchy 收敛 原理 的 一 个 应 用 ,下 面 证 明 , 只 变 把 条 件 换 成 “f(x) 一 致 连 
续 "( 注 意 : 这 个 条 件 并 不 比 “ 可 微 " 强 ,两 者 是 互 不 包含 的 ) ,就 可 以 得 到 比 有 男 
更 强 的 结果 
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例 8.2.9 АМТ KA, B (с) а, + co) 一 致 连续 , 则 有 
dim /(«)=0. 

证 用 反 证 法 . 

若 在 所 给 的 条 件 下 , 当 z— + co 时 f(z) 不 趋 于 零 , 则 由 极限 定义 , jeo> 
0,/УХрэа,Зїхо”Х 使 得 ` 
(0) Z eo. 


又 因为 (х) [а + %) 一 数 连 续 ,所 以 对 也 >0, 3 00600,1), У x ,x 
>a, 只 要 |x' - z”| <a, RA 
flr) СЭР >. 
FEH е = 200050, VA, Х = Ao+1, 取 上 述 使 |A(z0)1>>eo 
的 点 z > 和 ,不 妨 设 F(zoy>0, 则 对 任意 满足 lz - z 208 ) с, 9 


f(z) > fla) - 9? 2 2 


z 20. 


Ж A ЖА?Ы Р ro- ЭН хон 90, 则 A'>A>Ao, 且 有 


> ®@д, = e). 


| шал 
ЇЇ 222 - [Gaya ? 


由 Cauchy KARGE, | /(z)az TAR, SERRATE. 
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所 以 ,假设 不 成 立 , 即 lim /(=)=0. 
证 毕 


2) 题 
1. (1) 证 明 比 较 判 别 法 (定理 8.2.2). 


(2) 证 明 比 较 判 别 法 的 极限 形式 (定理 8,2.2 的 推论 ). 
(3) 举 例 说 明 , 当 比 较 判 别 法 的 极限 形式 中 1=0 或 + со], 


[0а 和 | yaz 的 化 散 可 以 产生 各 种 不 同 的 情况 . 


2. 证 明 Cauchy 判别 法 及 其 极限 形式 (定理 8.2.3)， 
З. 讨论 下 列 非 负 函 数 反常 积分 伍 散 性 : 


1 + aretan т 
1 —— Чё; m= 
( 让 Ма: +e” + |а + Iz of 1+2? dz 
+u _ 1 _ | +оо үн 
9), l+ z | sin z ий, wf 141 154509. Є 


R°), 
4. EBI BHEE 8 Са), Сори) | ”f(z)dz 收 伍 与 | ”f(z)dz 88 


是 等 价 的 . 
5. 讨论 下 列 反常 积分 的 敛 获 性 (包括 绝对 收 伊 .条 件 收敛 和 发 散 ,下 同 ): 


ҮР nln <. +e sin ж юү. 
а)! sin хах; of иг dr(p € R'); 


2 [ах 


СЭ” шир жин (PER); (4)| асаа. 
Ие rdr; (р„ (х) ffl д„\х) ЯЕ т Ял ЖЖ 


a 


式 ， 
qlr) Ех Є la, + оо) 范围 无 零点 .) 
6.8 (х) Ela, b] НА TEA х= Б, EHEM 8.2.3 和 定理 
8.2.5. 
7. ИЖ КУЗЕ Pq 22 ЖЫЛ НУНО: 


| S l dri 
Шэн 


1 1 21 | 
Ө), нв rsi de Oji e © 


се 
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1 1 
(5), | In z “dx; | ха — ж) !дг 


Dfa – х) zdz. 


Билли 
(1) авга үг CR; (2) 
|, Р. |, Ут(х-1®-—2) == J” 
э“ мса, a| асла, 
210 шир” жин : [аз 
+ 1 += 1 
ту], х? + 21925 of zt ilng r 
ВЕТ ВАСЕ: 
TUN = az of” шинжих 


Ч 
(a Fgr(p >0); 


Г" sin( + 1 


) 
Ён 十 


10. БЕВА: ЖН 


1 
当 <> 


ЇГ sih х 
1 + + sin z 


MR. рН, р >1 НВ. 


11, # уб) йн, Н х—0+Е} flr) оо, ЕЙ; Ї rz)dz TETTA 


要 条 件 是 lim f(x) =0. 
12. 设 fP FEH li lim (2) =0, ЕВ: (х) 0, + co) ЕЖ 


统 , 风 反常 积分 | ， 广 (z)simzzdz бай 


13. |” Pede Ek MMR f(z) 在 [a，+ o) 平 方 可 积 ,类似 可 导出 


无 界 函 数 在 [as ,5 上 平方 可 积 的 概念 . 
(1 对 两 种 反常 积分 分 别 探讨 f(x) 平 方 可 积 与 (x) 的 反常 积分 本 身 收 
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шор НХЖ. 
(2) 对 无 穷 区 间 的 反常 积分 ,举例 说 明 , 平 方 可 积 与 绝对 收敛 互 不 包含. 
(3) 对 无 界 孙 数 的 反常 积分 ,证 明 ; 平 方 可 积 必定 绝对 收敛 ,但 逆 命 题 不 成 
М. 
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(名 词 后 面 所 标 数字 分 别 为 首次 出 现 的 章 和 节 ) 


Abel 判别 法 (反常 积分 ) 
Bolzano - Weierstrass 定理 
Cantor 定理 

Cauchy 判别 法 (反常 积分 》 
Cauchy ЇХ 8 

Cauchy 中 值 定 理 

Cauchy 主 值 

Cotes 公式 

Darboux 定理 

Darboux 和 

Dedekind 切割 定理 

De Morgan 公式 

Descartes PHE 

Dirichlet 判别 法 (反常 积分 ) 
Dirichlet РЕ 

Euler 常数 

Fermat 引 理 

Fibonacci 数列 

Gauss 一 Legendre 求 积 公式 
Gauss 型 求 积 公式 

Heine 定理 

Kepler 方程 

Kronecker it 8 

Lagrange 插值 多 项 式 
Lagrange 公式 

Lagrange 余 项 

Lagrange 中 值 定理 
Legendre 多 项 式 

Leibniz 公式 


8.2 
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3.4 
8.2 
2.4 
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L'Hospital 法 则 
Maclaurin 公式 


Newton 一 Cotes 求 积 公式 
Newton - Leibniz 公式 
Newton 2ЕВИЙ 

p 积分 

Peano M 

Riemann 函数 

Riemann 和 

Riemann 可 积 

Riemann 可 积 充分 必要 条 件 
Rolle 定理 

Romberg 方法 

Simpson 公式 

Stolz 定理 

Taylor 多 项 式 

Taylor 公式 


加 函数 


摆 线 

比较 判别 法 (反常 积分 ) 
闭 区 间 上 连续 
AKIE 

闭 区 间 套 定理 

不 定 积分 
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3.2 
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7.1 
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1.2 
8.2 
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2.4 
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参数 形式 函数 的 导数 
插值 多 项 式 
插值 多 项 式 余 项 定理 
播 值 绪 点 

播 值 余 项 

差分 

初等 函数 

初始 条 件 


代数 精度 
待定 型 极限 
单 侧 导数 
单 侧 极限 
单 侧 连续 

单调 减少 

单调 数列 

单调 有 和 界 数列 收 敏 定理 
单调 增加 

单身 

FAH 

导数 
导数 的 几何 意义 
等 价 量 

等 价 无 穷 大 量 
等 价 无 穷 小 量 

低 阶 无 穷 大 量 
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迭代 法 

迭代 函数 

定 积分 

定 积分 的 区 间 可 加 性 
т 

对 积分 上 限 求 时 

对 角 线 法 则 

х 

对 数 求 导 法 


二 分 法 


反常 积分 

反 函 数 存在 性 定理 
БЕ РАЖ ЕЙ ҮЕ ЕШ 
反 函 数 求 导 法 则 
非 负 小 数 部 分 函数 
分 部 积分 法 

符号 函数 
复合 函数 连续 性 定理 
复合 图 数 求 导 法 则 
复合 映射 

Я {6 Simpson 公式 
复 化 梯形 公式 


Ви 

高 阶 微分 
高 阶 无 穷 大 量 
高 阶 无 穷 小 量 
йк 

广义 积分 
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БАХ 
函数 的 参数 表示 
图 数 的 分 段 表示 
РЕ ЖОЕ, UR 
函数 极限 
MREMA 
弧 长 公式 

УК PE il 
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积分 的 下 限 和 上 上限 
积分 第 二 中 值 定理 
积分 第 一 中 值 定 理 
基本 初等 函数 
基本 数列 

хи 

极限 
极限 的 四 则 运算 
БАН 

极 值 点 

集合 

几何 平均 值 
间断 点 

ВОН 
局 部 保 序 性 
局 部 有 界 性 
绝对 可 积 
绝对 收 伍 (反常 积分 ) 


K 


开 区 间 上 连续 
пу 
可 列 集 


8.2 


B! 


可 去 不 连续 点 
ЯГ 
空 集 


连续 

连续 点 

连续 函数 

链 式 法 则 
333, 

去 点 存在 定理 


ШЕЛ 


‚ ЖЇН 


Еа 
ВЯ 


偶 函 数 


平方 可 积 
平均 值 不 等 式 


ш! 

ш 

切割 

切线 . 

求 导 的 四 则 运算 法 则 
曲 边 三 角形 
曲线 的 弧 长 
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确 界 存 在 定理 


实数 系 的 连续 性 
实数 系 的 完备 性 
数列 发 前 
ЖОР БЫ Н] ЖЕШ РЕ 
数列 收 敏 
数列 有 界 
数学 建 模 

数学 模型 
数值 积分 
双 射 

算术 平均 值 


梯形 公式 

条 件 可 积 

ЖИК (ЫИ) 
调和 平均 值 


同 阶 无 穷 大 量 
同 阶 无 穷 小 量 
OAR 


ЭМ 
微分 
微分 的 几何 意义 


2.1 
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微分 方程 
微分 中 值 定理 
微 积分 基本 定理 
ЇЙЛ 

微 元 法 
LARE 
无 穷 大 量 

无 穷 小 量 
无 穷 小 量 
无 限 集 


下 界 

下 确 界 

A 

B ER 
旋 轮 线 
旋转 体 的 全 面积 
旋转 体 的 体积 


严格 单调 减少 
严格 单调 增加 
一 阶 微分 形式 不 变性 
一 一 对 应 
一 元 实 函数 
一 臻 连续 

因 变量 
BRR E 
了 映射 

有 界 性 

有 界 性 定理 
有 理 函数 

有 限 集 
эй 
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真子 集 


整数 部 分 函数 


正 区 多 项 式 
正 交 函数 列 
值 域 
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中 间 值 定理 
周期 

ДН ра 
子 列 

自 变量 
自然 定义 域 
最 小 周期 
最 值 

最 值 定理 
左 导数 

左 极限 
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1.2 
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ESLa E OOOO (1) 
БЛД ОЛД ЫЕ О pp (1) 
т a (1) 
级 数 的 基本 性 质 a (3) 
可 是 (7) 
е5 ЕНӘ am (8) 
数列 的 上 极限 和 下 极限 er (8) 
上 极限 和 下 杉 限 的 运算 a {10) 
避 是 tt (14) 
正 项 级 数 мм (15) 
Пи ВсСсээрцэаррүрүрүрүртэүрээг (15) 
比较 判别 法 和 (15) 
Cauchy 判别 法 与 D'Alembert 判别 法 -oo (17) 
Raabe 判别 法 a (20) 
积分 判别 法 Sa (22) 
避风 (25) 
аш HPM T QIU Aa (26) 
任意 项 级 数 a (26) 
Leibniz HO ee (27) 
Abel 判别 法 与 Dirichlet БЕЛ ee (29) 
уана Ы ДЕИ Q SOD SSE: (32) 
加 法 交换 律 pe (34) 
级 数 的 乘法 We (38) 
可 是 (41) 
无 穷 乘 积 i (42) 
EZEREN 本 (42) 
无 穷 乘 积 与 无 穷 级 数 a: (45) 
习题 (50) 
BAMA Еэ (52) 
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ЯМДЛУЯГ EP BJ P 2 ра 27 Р] a (75) 
х] ая (76) 

53 a tN: ае (78) 
ЕЕ АДЕ Ж ЖЛ ЛИЛ (78) 
ЖЕ ИЕШЕ ee (80) 
习题 ЧЕЧЕНИН НЧА ху хахах ахай зэлэл (86) 

44 ОН ЫН зс с инна ннн (87) 
Taylor 888 5 20213, есе зееен енен өн (87) 
初等 函数 的 Taylor 展开 ee (91) 
КК ЖИЛИГИ ЛК ЛЛК (99) 
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早 在 大 约 公元 前 450 年 , 古 希 腊 有 一 位 名 叫 Zeno 的 学 者 , 曾 提出 着 于 个 
在 数学 发 展 史 上 产生 过 重大 影响 的 悖 论 ，Achilles( 传 说 中 的 希腊 英雄 ) 追赶 
BA” PERTRA AR 

B-S BE Achilles 前 面 S ЖАБ ВЕТ, Achilles 在 后 面 追 赶 , 当 Achilles 
ЛЕТ г, РИЧ, 56 S ЖАЎ, SAE БЕТ S2% ; 4 Achilles ВЛЕ г РЕА], 
路 完 SARR, ALET S3 米 …… 这 样 的 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 ,因此 
Achilles ЈА Еб. 

ШЖ, — 1 ЕН Т, БИТИ. 没有 人 会 怀疑 ,Achilles 
ШАТЕН — TARAA. ЕТ $ 米 后 追 上 乌 色 ( 工 和 5 是 常数 ). Zeno 的 诡辩 
之 处 就 在 于 把 有 限 的 时 间 TRER S) 分 割 成 无 穷 段 tf1,t2,…( 或 Si S2, 
,然后 一 段 一 段 地 加 以 叙述 ,从 面 造 成 一 种 假象 :这 样 “ 追 一 膝 一 追 一 条 ” 
的 过 程 将 随时 间 的 流逝 面 永 无 止 弹 .事实 上 ,如 果 将 花 掉 的 时 间 t1,t2,…( 或 
路 过 的 距离 S1,S;,…) 加 起 来 , 即 

tit +e +i TUG 50+ 55+ 9+ S, +), 
尽管 相 加 的 项 有 无 限 个 ,但 它们 的 和 却 是 有 限 数 ТОВ 5) .换言之 ,经 过 时 间 
T Æ Achilles 跑 完 S 米 后 ,他 已 经 追 上 乌龟 了 ， 

这 里 ,我们 遇 到 了 无 限 个 数 相 册 的 问题 , 很 自然 地 ,我 们 要 间 ,这 种 无限 
个 数 相 加 ”是 否 一 定 有 意义 ? 若 不 一 定 的 话 , 那 么 怎么 来 判别 ?有 限 个 数 相 加 
时 的 一 些 运算 法 则 ,如 加 法 交换 律 ,加 法 结合 律 对 于 无 限 个 数 相 加 是 否 继 续 有 
效 ? 如 此 等 等 .这 正 是 本 章 要 讨论 的 数 项 级 数 的 一 些 概念 . 
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数 项 级 数 
Ё rjr san 是 可 列 无 穷 个 实数 ,我 们 称 它们 的 “和 ” 
xit хр f ` "+ z, + s": 
为 数 项 级 数 { 简 称 级 数 ) иж Ул, ,其 中 r, 称 为 级 数 的 通 项 或 一 般 项 . 
当然 ， 我 们 无 法 直接 对 无 穷 多 个 实数 逐一 地 进行 加 法 运算 ,所 以 必须 对 上 


述 的 级 数 求 和 给 出 合理 的 定义 . 为 此 构 作 级 数 > х, 的 “部 分 和 数列 "| 5, |. 
51 = 51, 


Š; = z1 + Ха» 


:2 ， PAE KARA 


...... 


定义 9.1,1 如 果 部 分 和 数列 1S, | KATARA 5,818434 > х, 
n=1 
效 , 且 称 它 的 和 为 5,183) 


Š 一 > Zai 
如 果 部 分 和 数列 15. l ЖЖ, 则 称 级 数 > ， =, ЖЖ. 


由 上 述 定义 可 知 ,只 有 当 级 数 收 伍 时 ,无 穷 多 个 实数 的 加 法 才 是 有 意义 
的 ,并且 它 们 的 和 就 是 级 数 的 部 分 和 数列 的 极限 .所 以 ,级 数 的 收 伍 与 数列 的 
收 伍 本 质 上 是 一 回 事 . 

例 9.1.1 Hlg! < 1, 则 几何 级 数 ( 即 等 比 级 数 ) 


Dal їн +- 十 本 十 
ERAH. RENA сивина 
S, = - >q -1434114Ч. 


120» 


л 


显然 ， 
limS, = r 
现在 我 们 来 回答 本 章 开 头 提 出 的 Achilles 追赶 乌龟 的 问题 ， 


设 鸟 龟 的 速度 v Ж / #b-5 Achilles 的 速度 o, Ж / 秒 之 比 为 g = 21,0 < 


q < L. Achilles F54 5, 米 处 开始 追赶 乌 怨 . 当 Achilles 跑 完 S, ЖЕ, 
HEMET 5 = qS, 米 ; 当 Achilles 继续 跑 完 S, 米 时 , 马 龟 又 问 前 想 了 53 
= gS oer 当 Achilles 继 续 跑 完 S, ЖЕ, а ХЕ У Saa = 455 Ж 
өө 显然 Achilles 要 追赶 上 乌龟 ,必须 跑 完 上 述 无 限 段 路 程 S1, S, She 
… ,由 于 
Si+ Satte + Sp += 5(1+у+ 2+ + gl ++) 

= _Э1 

=т=т 
PRAVEM TITIA, 这 无 限 段 路 程 的 和 却 是 有 限 的 ,也 就 是 说 , 24 Achilles H 


完 路 程 $ = 1 二 了 米 ( 即 经 过 了 时 间 T= a 528), 他 已 经 追 上 了 乌龟 ， 


Hiro ЧЕ а 


81 SARRAIE -3> 


19.1.2 级 数 
> р" = 1+t1l (ж 


是 发 散 的 . 这 是 因为 它 的 部 分 和 数列 的 通 项 为 
0, п 为 偶数 ， 


5, j 1, н 为 奇数 ， 


吕 然 {S,| BARI. 
当 级 数 т„ сн ,我 们 还 可 以 构 作 它 的 “ 余 和 数列 "| r,| ,其 中 


„= Ў а= жылы +", 
А=н+1 


вх, -05, | = S- S, 80,0017, ТО. 


级 数 的 基本 性 质 
可 以 由 数列 的 性 质 平行 地 导出 级 数 的 一 些 性 质 . 


定理 9.1.1( 级 数 收敛 的 必要 条 件 ) нану), жа, дй 
RARS e] EEFDE, Е 
ил, = 0. 
Ж EDn = S, 则 对 S, = У), 
Е lim S, = тэ = S, 
于 是 得 到 ， 
lm z, = lim(S, — 85,1) = іа, — limS,_1 = 0. 
hm, = lim lim S, — lim кь 
定理 9.1.1 可 以 用 来 判断 某 些 级 数 发 散 . 例如 , 当 | | 21812") 不 是 无 
穷 小 量 ， 因此 级 数 > 9 RR. 
要 注意 的 是 ,定理 9.1.1 只 是 级 数 收敛 的 必要 条 件 ,而 非 充分 条 件 . RE 


之 ,数列 1z,| 为 无 穷 小 量 并 不 能 保证 级 数 х, 收敛 .例如 ,虽然 数列 } 十 | 是 
无 穷 小 量 , 但 根据 合 2.4.7, 级 数 > 十 ( 称 为 调和 级 数 ) 却 是 发 散 的 . 


定理 9,1.2( 线 性 性 } la, = А.У), = В,а, AMATA, WJ 


“4 БЛ KRA 


2; (аа, + 8,) = аА + ВВ. 
Е Уа, 的 部 分 和 数列 为 IS 四}, Ў) ь, 8888: 1.500), 0 


对 2, (aa, + В) 的 部 分 和 数列 | S, 上 有 
” 5, 一 a 81) + 85Р, 
于 是 成 立 
lim S, = а 95) + 2 150 = eA + ñB. 
| 证 毕 
定理 9.1.2 表 炙 对 收敛 级 数 可 以 进行 加 法 和 数 莱 运算 ， 
例 9.1.3 кав) P-S 的 值 


Ж aaan (8 8 < 
ч-0 
4871-36-27 169141 6 SY [2 Y' 
> 5” 5245 5245) 
216, 1 6. 1- 
5 гал 
5 5 


定理 9.1.3 HARY c, 收 化 , 则 在 它 的 求 和 囊 达 式 中 任意 添加 括号 


н-1 


БУЛ ӨЛ ЛЛЭЖЭ,НЯХЗЛ А ЧИ 
Ж ЭЭРЭВ 添加 括号 后 表示 为 
я-1 
EA + z; 十 … 十 со 十 (£n +1 + En +2 +e х») ++ 


(дао 十 Za t2 ++ En ) +, 


Ф 


yi = lt gz t + дэ 
Y2 = Хара Z. 2 EUH Хар 
Yk 二 нү үн + Tn t2 += + Ta, , 


ааа... 


Өвс s иа таг ra J. эл, 
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Ж15,1, У) у, 的 部 分 和 数列 为 107 i , 则 


21 Sa * 
U, 一 5,» 
1, 一 5, » 


„| 是 15,1 的 -个 子 列 ,于 是 由 |S,| 的 收 钱 性 即 得 到 | СГ, ӨМ , 
НЯН. 
证 毕 
定理 9,1.3 可 以 理解 为 收 合 的 级 数 满 足 加 法 结合 律 . 
在 极限 论 中 我 们 已 经 知道 ,一 个 数列 的 某 个 子 列 收 和 化 并 不 能 保证 数列 本 
身 收 伍 . 因 此 ,相应 地 ,在 一 个 级 数 的 和 式 中 ,添加 了 括号 后 所 得 的 级 数 收 敛 并 


不 能 保证 原来 的 级 数 收 伊 ， 即 上 面 的 级 数 >， Yn 收 合并 不 能 保证 级 数 >) >, К 


ЭХ, 
例 9,1.4 ”我 们 已 知 例 9.1.2 中 的 级 数 
SiC 11:1-1-141-59140(-1)771-59 
是 发 散 的 .但 佑 在 每 两 项 之 间 加 上 括号 , 则 有 
(1-1) + (1-1) +. + (1-1) 4-5 = 0+0+- +Ü + = 0, 
ВЕ Jm ТЕ 5 Ла РИЧ ПУ ОЛЕСИН. 


EAEE, HARRER, ЖЕ АЕ B) Ау ТА 148 =, ТАЕ 4 НЕ 
收 伊 于 不 同 的 极限 . 仍 以 


> 18771-1-141-54:4(-1)77 459 


为 例 ,除了 上 面 的 加 括号 方式 外 ， 还 本 以 有 
1-(-14-1)14(-141145:40(-141) + 
-1404-04--404-1 

的 不 同 结果 ， 

这 就 是 说 ,发 散 的 级 数 不 满 是 加 法 结合 

例 9.1.5 ”计算 机 进行 计算 时 所 处 理 的 数据 都 是 二 进 制 的 , 求 二 进 制 无 
限 循 环 小 数 {110.110 110-…); #18. 

解 (110.110 1107) 


. 6: ЛЕ ШЭЭХ 


1,1,1,1 1.1... 
= 20+ оа 5 59 1 58 ， 

设 上 述 级 数 的 部 分 和 数列 为 15S,|, 则 
1 1 13" 
s. (Ян 4 80-017 


8-1 


Sanel = Sap + 


Z 站 一 oo, 得 


即 一 进 制 无 限 循环 小 数 (110.110 110---), 的 值 为 6 8. 


8(9.1.6 -128 ЭЭЛ 0ХЛ ЛЭ , 按 医 晶 每 天 服用 0.05 тар, 
设 体内 的 药物 每 天 有 20% 通过 各 种 渠道 排泄 掉 , 问 长 期 服药 后 体内 药 量 维持 
在 怎样 的 水 平 ? 

解 ”服药 第 一 天 ,病人 体内 药 量 为 0.05 mg; 服 药 第 二 天 ,病人 体内 药 量 


为 0.05(1 — 20% ) + 0.05 = 0.05[1 + $ jmg; 服 药 第 三 天 ,病人 体内 药 量 为 


[0.05(1 - 20% ) + 0.05](1 — 20% ) + 0.05 = 0.0511 + + (5) рээ, 
按 此 推 下 去 ,长 期 服药 后 ,体内 药 量 近似 为 
0.05[1 -村 + (4Y (8) +] me 
= 0.0525 ($) (тё) = 0.25(mg). 


在 实际 病例 中 ,医生 往往 根据 病人 的 病情 ,考虑 体内 药 量 水 平 的 需求 , 确 
定 病人 每 天 的 服药 量 ( 见 习题 4). 


例 9.1.7 жак 2524. 
解 。 设 级 数 的 部 分 和 数列 为 1S,} , 则 


т 2 t 2 2 
5. = 25, - 5, =2$] A 82: 
= 8-1 
_ Ү2юХ1 524-1] 
Ё-0 25 4-1 23 
мт] 
_ _1 _2л-1 
l+ 2 pA эл M 


于 是 


S1 ДНУ “了 ， 


例 9,1.8 ИЯ > arctan 517 
解 ” 利 用 公式 


arctan z — arctan y = arctan 4--У, 
1 + zy’ 


可 得 
l 1 _—1 
arctan Fn arctan у — q Hctan a су, 
于 是 关于 级 数 的 部 分 和 有 


_ 1 
5, = arctan | — arctan 3401 


4» n — со, Я8 


У акеп = 3 
习 # 

1. ЕАО ОСЕНЬ. DREA БОК BB 28) 
орот о У 521 
SOT о 8-5) 
(5) > 天 (6) > — 
D DET) в) 0) 21, 


(9) 209 соз nz(|q| < 1). 


2. 确定 х 的 范围 ,使 下 列 级 数 收敛. 


(1) У тту рун (2) Уен, (3) э г), 


3, КАШЫХЫ ШУМ ЭЗ. 073 607 360 7% Je 的 值 

4. 一 慢性 病人 人 需 长 期 服药 ,按照 病情 ,体内 药 量 需 维持 在 0,2 mg, 设 体内 
药物 每 天 有 15% 通过 各 种 煤 道 排灌 掉 , 问 该 病人 每 天 的 服药 量 应 该 为 
A? 
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数列 的 上 极限 和 下 福 限 

研究 级 数 的 化 散 性 常常 需要 借助 于 其 些 数列 ,但 这 些 数列 本 身 却 不 一 定 
收 伍 ,因而 有 必 可 引进 比 " 极 限 存在 ” 稍 红 一 些 . 并 在 一 乍 程度 上 反映 其 变化 
规律 的 新 概念 . 

Bolzano-Weierstrass 定理 告诉 我 们 ,有 界 数列 必 有 上 收 合子 列 .这 启示 我 们 ， 
对 不 存在 极限 的 数列 ,可 以 用 它 的 子 列 的 极限 情况 在 一 定 程度 上 来 刻画 它 本 
HAJEE. 

先 考虑 有 界 的 情况 ， 

定义 9.2.1 AARAA |r) 中 ,车 存在 它 的 一 个 子 列 | 5。 | 使 得 

Шил, = Ё, 

则 称 为 数列 jz 的 一 个 极限 点 . 

显然 ERAS) | л, 的 极限 点 "也 可 以 等 价 地 表述 为 :Ye > 0,3 Їл, 
中 的 无 穷 多 个 项 属于 上 的 E RA”. 

记 

E = (21602, 的 极限 点 }， 

WE 显然 是 非 空 的 有 界 集合 , 因此 ,FE BJ ЕЛ H -аырЕЖГШ 
А = m E FË. 

定理 9.2.1 E 0 LS 3H ieF3 3: h НАТЕ, 

H = тах E, А = min Е. 
证 H H = sup E, МЕ & € E(k = 1,2,…), 使 
а = Н. 

取 єр = dig = 1,2,9). 

因为 a Eir) 的 极限 点 ,所 以 在 O(&1,e1) Prix, 的 无 穷 多 个 项 , 取 
т, € Olie); 


因为 s. 1х, 的 极限 点 ,所 以 在 Oline PA z, 的 无 穷 多 个 项 ,可 
11 л: > п, En, Є Olf, ez): 


因为 名 是 |z,1 的 极限 点 ,所 以 在 Olia) 中 有 1x! 的 无 穷 多 个 项 ,可 
以 取 ms > n-p tE Хи, € O(& ,er); 


жетеби 


这 么 一 直 做 下 去 , 便 得 到 | zu BFI en | ,满足 


засв 一 = -- —i унш - =. ач -- - тэлээ 一 一 -一 - - 一 -= nme l — u 003 + 


82 上 上 根 限 二 下 极限 “9. 


|z, = 61 < L, 
于 是 有 
imz, = Jim& = R. 
НЯ ЖЯ 9.2.1,Н х, 的 极限 点 ,也 就 是 说 ,H Є E. 
ЕЕ А Є Е. 


证 毕 
Е%69.2.2 E h E Kik H = max 正 称 为 数列 jzn| 的 上 极限 , 记 为 
H = limz,; 
E 的 最 小 值 上 = min E RAAS |с, 的 下 极限 , 记 为 
h = lim x». 
定理 9.2.2 imr, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
Jim >, = Їл. 
ШЕЕ ix, ERAR, MERE- TIKATA В (ЕЛЕ 2.4.4), 
因而 此 时 E 中 只 有 一 个 元 素 , 于 是 成 立 
lim z, = Шил - lim xy- 
Ele) ПИ, ЕРЕ BATI k Ж T A АЕ, EA 
lim z, > Bm xn- 
证 毕 
由 于 一 个 无 上 界 ( 下 界 ) 数列 中 必 有 于 列 发 散 至 正 ( 负 ) 无 穷 大 , 仍 按 上 述 
有 思路, 即 可 将 极限 点 的 定义 扩充 为 
定义 9.2.1 ”在 数列 1x,| 中 ,车 到 在 它 的 一 个 子 列 { za | 使 得 
lmz, = ё(— о < ç <+ 9), 
ЖЕ ЖЯ х, 的 一 个 极限 点 . 
“< =-+eof 或 -oo 是 | il 的 权限 点 "也 可 以 等 价 地 表述 为 УС > 0, 
Jien 中 的 无 穷 多 个 项 ,使 得 z。 > GA z, <- G).” 
当 & =+ оо( ў – оо) 是 |z,| 的 极限 点 时 ,我 们 定义 sup E = + oo 人 或 
inf E = 一 со), 则 定理 9.2.1 依然 成 立 ,而 定理 9.2.2 RERA 
定理 9.2.2 lmz, 存在 (有 限 数 、+ со 或 — о) 的 充分 必要 条 件 是 
mz, = Шил. 
请 读者 自行 思考 . 
例 9.2.1 REI en = соз 227) 的 上 极限 与 下 极限 . 


-10: 7,88 BRA 


Ж ха, 4 = Tsn = соз АЁ, ж-з = 了 5n-2 二 一 TETEN =1, 
ВЕЕ | х! 的 最 大 极限 点 是 1, 最 小 极限 点 是 — сов Bi 
imz, =1, lim =, = — cos Ç ° 


例 9.2,2 ЖИ z, = aC 的 上 极限 与 下 极限 . 
Ж ”此 数列 为 


ERALA, AN imr, =+ оо, 
又 由 zu > 0 B|] z;,-i t 的 极限 为 0, 即 知 
Шил, = 0. 
19.2.3 Ж іх, = 一 | 的 上 和 极限 与 下 极限 . 
解 Тіп, =- ә, 
lmz, = lmz, = = lim z, =- 90, 
为 了 以 后 讨论 问题 的 方便 ， 先 证 明 一 个 有 用 的 结论 . 
定理 9.2.3 (1)# H = lim z, ZARZA, ЭРНЖЭЖл .»0,8 
& N > 0,48 
х, < Н+е 
9—90 н > Мж. 
(2) iÉ h = lim z, Ж ЋЕ, ДМЕ e > 0,656 k N D> 0,445 


Z, > h — ë 
1—5) л» N 成 立 . 

证 ШЕ НЖ{х„| 的 最 大 极限 点 ,因此 УЕ > 0, 在 区 间 [H+e, + оо) 
КАЗФП іх, | 中 的 有 限 项 (请 读者 考虑 为 什么 ). 设 这 有 限 项 中 足 标 最 大 的 
为 по, BRER N = ну, Мо > NA, VE 

х. < Н + є. 
这 就 证 明了 (1)， 

同 埋 可 证 (2)， 

证 毕 

上 极限 和 下 极限 的 运算 

数列 的 上 极限 和 下 极限 的 运算 一 般 不 再 具有 数列 极限 运算 的 诸如 “和 差 
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ЖИН HL TIK ЛЯП ЗЕН ЩЩ” 之 类 的 好 人 性质 ,例如 设 x, = (— 1)", у, = 
(— 1)”"!, шах, 十 Im y, = 2, lim( z, + ww) = 0, 两 者 并 不 相等 ,但 我 们 
还 是 可 以 得 到 下 述 关 系 . 
定理 9.2.4 Biri, iyn ÆA], A 
(1) (л, + yn) < limz, + ims, 
іт (=, + y, ) = lm, + lim yn; 
(2) Ж lima, 在 在 , 则 
lim(z, + у) = lim z, + шу, 
limir, + ya) = Шил, + limy- 
(ФЕНИ КОЖ КЛЯНЕ рж (+ oo) + (— оо) 等 .) 
证 我们 只 给 出 (1) 与 (2) 中 第 一 式 的 证 明 ,并 假定 式 中 出 现 的 上 极限 
是 有 限 数 ( 上 极限 是 + со 或 一 оо 的 情况 留 给 读者 自 证 ). 
їс ах, = Ну, im y, = Нь. 
由 定理 9.2.3, 对 任意 给 定 的 e > 0, 必 存在 N > 0, 对 一 切 n > N 成 立 
ta < Hite, у, < Н +e, 
ВП 
х. + y, < H, + H; + 2е, 
所 以 
lim (z, + ya) < Hi + H; + 2e, 
H e 的 任意 性 , 即 得 到 
lim(z, + y,) < Hi + H, = lim >, + lim yr. 
这 就 是 (1) 的 第 一 式 . 
Ж ил, 存在 , 则 由 (1) 的 第 一 式 ， 
Him y, = lim[ (z, + у) — zr, ] < lim (xy + yp) + lim(- ха). 
此 式 即 为 
Fa (x + уа) > Шил, + limy. 
将 上 式 结 合 
lim(z, + у„) < limz, + imya, 
即 得 到 (2) 的 第 一 式 . 
证 毕 
定理 9.2.5 设 |x,1 iim) 有 是 两 数列 ， 
(1) Æ +=, > 0,y, 220, 
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lm(z,y,) < mz, + Hm, 
lim (Eryr) 22 lim zy ` limy,; 
(2) #limz, = z,0 < z <+ °°, Nl 
Jim(z,y,) = lime, * my, 
lim (тау) = limz, * lim yn. 
(要 求 上 述 诸 式 的 右 端 不 是 待定 型 , 即 不 为 0， (+ со) 等 .) 
证 ”我们 只 给 出 (2) 的 第 一 式 的 证 明 ,并 假定 lim y, 是 有 限 数 . 
H lims, = г,0< z <+ ,可知 对 任意 给 定 的 (0 之 6 之 a) FEN, 
»0,31-4 n > N БОГ 
0<тхт-е,е<ух„<х-+е, 
Юй шу, = Hz, 由 定理 9.2,3, 对 上 述 el0 < £ < х), FEN: > 0, 对 一 
H] n > № R 
aH te, 
取 N = шах! Ni Nai WMH n > NN 时 ,成 立 
тыу < maxi lr- e)X(H. + e),(r + e}H, + £)! , 
于 是 有 
lim (х,у, ) < шахі (х= = є)(Н, + є), (= +e) Hitel, 
Н е 的 任意 性 , 即 得 到 
Ша (хауа) < zH, = lime, lim y,. 
由 于 


lm = Ша = (ход 215 (ту) + Но, 


— Z, 
此 即 
lim(=,y,) > Шил, * limy,, 
两 式 结 合 即 得 到 (2} 的 第 一 式 ， 
证 毕 

注意 在 定理 9.2.4 中 , 若 条 件 改 变 的 话 , 则 给 出 的 关系 式 也 将 作 相 应 的 改 
变 ,例如 ,在 (1) PHREN z, S< 0,y, 之 0 在 (2) 中 将 条 件 改 为 lim z, = 
ж, — ©© < z < 0, ИЕ ЭС ШИЛЕР. i R. ТЕЗ ЕШ l TER 
进行 运算 时 必须 非常 小 心 - 

数列 的 上 极限 与 下 极限 也 可 如 下 定义 . 

Вх, 是 一 个 有 界 数列 , 令 


b, = вирі Entin tt] = supi aat; 
Ёэн 
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а, = і, 1 2572 = КЕЛ 
ДИ ал! 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,| 本 ;是 单调 破 少 有 下 界 的 数列 .因此 数 别 |asj 5515.1 
и. 
记 
AT = limba амиа 
A” = ima = Hm iffa. 
"ЖОЛ n 无 上 界 而 有 下 界 时 , 则 对 一 切 л € N b, = + co ,我 们 定义 
H* =+ оо, 
这 时 数列 ja 单调 增加 ,但 也 可 能 设 肥 上 界 .如 暴 产 ”= lima, = + со , ДЇ ЕЕ 
dn < Жа < 加 -1 
ЯГЖ z, = + о, 
Ч (2, АРАША БУ, Д0 л € Ма, = 一 о, ПД 
А* =- оо. 
这 时 数列 | | 单调 减少 ,但 也 可 能 没有 下 界 , 如 时 H* = limb, 二 一 оо ‚Н 
@л-1 S< x, ш bal 


可 知 lim >, =- %, 


HAA en) НЕРАЛ КН, Д0) n EN a, =h = + ос, 我 们 定义 


Н" =+@, kh” =-— о, 

所 以 ,对 于 任意 实数 数列 ,尽管 其 极限 可 以 不 存在 ,但 H" 与 ”总 是 存在 的 (有限 数 

或 + оо 8 — со), Н у 
h" ЧН“. 

美 于 这 一 定义 与 定 头 9.2.1 的 等 价 性 ,我们 有 下 述 定 理 ， 

定理 9.2.6 H` 是 {z 的 最 大 极限 点 ,有 A" 是 | cl 的 最 小 极限 点 ， 

证 首先 证 明 , іс, 的 任意 一 个 极限 点 ОН НЫ + co 或 — co) 满足 

h = £= Н. 
ilma, = 总 则 对 一 切 k EN ,成 立 
Ga -L < En =< b, -1» 


Hilma, = h” , тё, = H° Flimre, = 二, 得 到 


hapag Н. 
RUER, HE lel 的 子 列 { zu 上 与 zw 1 ,使 得 
Їл, = Н, jma, = h". 


iiel 的 上 极限 H 与 于 极限 上 都 是 有 上限 数 , 取 є, = + = 1,2,3, 
对 El = 1 ,由 ё1 = виру}, Э ;:Ё; – 1 < Enj = bi: 
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1 1 
Же = > H 6, = зар 14. Ал; > miba - 2 < да, S< b, i 


1 l 
对 strl = тт, 5, = ур, Заны > miba gg] Л „ү, бал 


> k — co, 由 数列 极限 的 夹 各 性 ,得 到 


ил, = limb, = lim, = H*. 
Ë — £ k= k m—= m 


同 理 可 证 存在 子 列 jz | ,使 ja zw = А". 


Бүл, ЕЯ, Н" = оо , 则 显然 存在 子 列 j zw | BEZNE, рыт, = Н" 


=+ eo; H` = — oo ,前 面 已 经 指出 lim =, = H* =- р хү, 无 下 界 , 即 上 ”一 一 oo， 
则 显然 存在 子 列 ! zw 上 是 负 无 穷 大 量 , 即 lim rn = h' = o0; 若 h" = +oo, 前 面 也 已 经 指 


Шах = h* =+ оо, 


证 毕 
所 以 ， 


1. R FARA A RRRS FRR 


n 2пк „п? +1 
(1) z, = 5 0085; (2) ж, = n (-1У 67-23 
(3) za =- alí- 1)" +2]; (4) x, = n +] t sin 3 
(5) =, = 2(- Dit 3(- D., 


2. МЕНН; 
— 2 c limz,, с> 0, 
(1) lim(— z,) =-— lmz,; (2) lm(czz,) = шин 
шин цайн шин c mzy, с < 0. 
3. ШЕН. 
(1) а(х, + yn) 2 Шил, + limy,; 
(2) Ж lim z, 存在 , 则 
lim ( z, + Уһ) = lim z, + lim yw 


4. МЕНЯ: шил, = zr, —- 9% < + < 0, Д] 
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lim(z,v,) = limz, * limy,, 


Їгэ луу) = ал, + lm y,. 
дээ n— 00 m — 
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正 项 级 数 

51 H Achilles 起 乌龟 的 路 程 所 构成 的 级 数 S (l+ 4 + Q2 tee д + 
…), 例 9.1.6 80588 0.053 (E, 及 我 们 经 常会 遇 到 的 p 888 4548 

н-0 n=1 

有 一 个 明显 的 特征 :它们 的 各 个 项 都 是 正 数 ， 

这 是 一 类 很 特殊 的 级 数 . 

定义 9.3.1 PRAKY z HERRE ARK, 

Za 220, п = 1,2,3,*, 

则 称 此 级 数 为 正 项 级 数 . 


显然 , 正 项 级 数 r, 的 部 分 和 数列 | S.) 是 单调 增加 的 , 即 


- Уа а = = Sp n = 1,2,3, 
根据 单调 数列 的 性 质 ， 立刻 可 以 得 到 
定理 9.3.1( 正 项 级 数 的 收 敏 原理 ) ”下 项 级 数 收 化 的 充分 必要 条 件 是 它 
的 部 分 和 数列 有 上 界 . 
若 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 无 上 界 , 则 其 必 发 散 到 + оо. 


例 9.3.1 рУ) 是 正 项 级 数 .根据 例 2.4.7 的 结论 , 当 p > 1 时 ， 
п= і 


У) Та, р ан, L Яа + eo. 

下 面 我 们 就 如 何 判断 一 般 正 项 级 数 收 伍 与 否 的 问题 作 深入 讨论 ， 

比较 判别 法 

判断 一 个 正 项 级 数 是 否 收 伍 , 最 常用 的 方法 是 用 一 个 已 知 收 俩 或 发 散 的 
级 数 与 它 进行 比较 ， 


定理 9.3.2( 比 较 判别 法 ) 设 》 x 与 > iy 是 两 个 正 项 级 数 , 若 存在 党 


ЖА > 0, X. = 
х, = Ayp n = 1,2,37, 
m) 
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(1) 5 Уу ЖЖ, lz kakak, 


п=1 n=1 


(2) 81: ЖЖ}, > y, kR k. 


ш 设 级 数 т, 的 部 分 和 数列 为 1S,| ,级 数 > у, 的 部 分 和 数列 为 


IT, , 则 显然 有 
5, < AT,, n = 1,2,3 
FEIT, 有 上 界 时 ,1S, BALA, 1415, TERR, IT, 必定 无 上 
界 . 
证 毕 

注 ”由 于 改变 级 数 有 限 个 项 的 数值 ,并 不 会 改变 它 的 收 筑 性 或 发 敬 竹 
(虽然 在 收敛 的 情况 下 可 能 改变 它 的 “和 ”) ,所 以 定理 9.3.2 的 条 件 可 放宽 为 : 
“FERRE М 与 常数 及 > 0, 使 得 x < Ау, hn > NN 成立,” 


例 9.3.2 判断 正 项 级 数 和， 5 -二 - ӨВ. 
解 ”容易 看 出 当 n > 3 时 ， 


п + 3 
2л – п 


тану 2, ОТЕ, я 可 知 2 52 2823. - kat. 


1 
< 


例 9.3.3 иели ах НЭЭ Е. 
Ш ис2Б5/76(0,2)8 НЖЭХ 


由 于 > 1 是 发 散 的 ,可 知 унал ЖЭК. 

下 述 定 再 是 定理 9 3.2 的 极限 形式 , 它 在 使 用 上 更 为 方便 

定理 9.3.2 (比较 判别 法 的 极限 形式 } > z, 与 > yn 是 两 个 正 项 最 
数 , 如 果 х, Зу, 是 同 阶 无 穷 小 量 , 即 


lim 22 = 1 (0 < í <+ eco), 


п +t 


则 2 zw 5 21 у, F| k ak k Б ЖЖ. 
n=} н-1 


эл MAPPER sya im ран е ле үр тү. ЭЙ n - цолыг ra 一 


83 正 项 级 数 - 17 ， 


证 H lim 22 2 = LR e о ШЕН N. M n > N i, 


у, < +, < Fin 
由 定理 9.3.2, 即 得 所 需 结 论 . 
证 毕 
3 1 ， 
在 例 9.3.2 中 ,3 一 (пе oo) ,在 例 9.3.3 Psin ~ (a — 


co) ,利用 定理 9.3.2 立刻 就 可 得 出 D 5E et 5 Ў) а 发 大 的 结论 ， 
жргм! = 0 或 中 时 ,定理 9.3.2 的 结论 是 如 何 的 
例 9.3.4 СОС ЭЭ fe - cos ® ИЕ. 


=1 


因而 


Ээ ЭЭЖ" |жж. 


Cauchy 判别 法 与 D Alembert 判别 法 

用 比较 羯 别 法 时 , 先 要 对 所 考虑 的 级 数 的 收 敏 性 有 一 个 大 致知 计 , 进 而 找 
一 个 伺 散 性 已 知 的 合适 级 数 与 之 相 比较 . 但 就 绝 大 多 数 情况 而 言 , 这 两 个 步骤 
都 具有 相当 难度 ,КЛЛЕЖ3 БИЗ), 看 来 ,理想 的 判别 方法 似 应 着 眼 于 对 级 
数 自身 元 案 的 分 析 . 


等 比 的 正 项 级 数 >19 (q > 0) 给 我 们 以 很 重要 的 启东. 众所周知 ， Мо 
KAREE RF EN 与 前 项 之 比 , 即 公 比 ç 是 否 小 于 上 直观 地 类 比 一 


下 ,容易 想象, 若 一 个 级 数 > а, 的 后 项 与 前 项 之 比 -4 或 前 个 项 的 “平均 


BE” JER re = 1, 则 Yz = `Y 存在 小 于 (或 大 于 )1 
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PRR, ЛУ E AR (St 9) BJ. ЯГ {ПИЕ ЛИЛЕ , ЛВ, B) ДЭВ 
过 讨论 其 上 (下 ) 极限 来 得 到 类 似 的 结论 . 正 是 基于 这 样 的 思路 ,产生 了 如 下 
的 Cauchy 判别 法 与 D Alembert 判别 法 ， 


定理 9.3.3{Cauchy 判别 法 ) У), 是 正 项 级 数 ,r = а x, Д) 
а=1 nr 
(1) # > < LEARY z, Ж; 
n=1 


(2) 当 > LARS ЖЖ; 


(3) З = І, 53 Ж.ЕИЖ ЭГЭЭ, ГЭЖ, 
证 ” 当 r < 之 1 时 , 取 g HEr «1, НЕ 9.2.3, TAFE М,ХГ-- 
И н> М, М 


Vz, < q, 
从 而 
z< 9, 0< g< 1. 


由 定理 9.3.2 可 知 > т„ 收敛 ， 
当 y > 1, 由 于 x 是 数列 Iz,1 的 极限 点 ,可 知 存 在 无 穷 多 个 n 满足 YY， 
> 1, 这 说 明 数 列 jz,| 不 是 无 穷 小 量 ,从 而 > z, ЖШ. 


对 于 + = 1,9) 2, 与 > 1 анин Ха. 
证 毕 


оо 3 п E 
例 9.3.5 ЗОН)” 12 = ЭЭ 


解 
[шп 11212 мэн -tlc L, 


让 定理 9.3.3, 级 数 >) "1/2 1 "Г yo 


定理 9.3.4(D Alembert 判别 法 】 82, (х, 320) ЖЕЖ, Д] 


(1) 4 lim ЕМ! = 1, 512, Же; 
цанын п=1 


xs 


(2) 当 lim ZH = рот, Ж У) r, MAR; 
цанын m=1 


=, 


reme -— a s x 0-3 
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(3) š F 221 н, ЕА А Ep 3k ЗГ КЖ, Ф.Г Ж. 
定理 0.3.4 的 证 明 包 舍 在 下 述 引 理 中 . 
引 理 9.3.1 е! 是 正 项 数列 , 则 


S lim Jn < Ширэн Тан . 


2 Tatl 
F = lim 
HN 


由 定理 9.2.3, 对 人 在意 给 定 的 8 > 0, 存 在 N ,xXJ— U] 2 > М,Н м. 


Tatl _ 
Сар +Е. 


于 是 
х. < (F HEAL. ry (л > №), 


从 而 


lim Z=, < limy (е) l. ху = P +e, 
由 上 的 任意 性 , 即 得 到 


Iim NETE = lim тн 
读者 可 以 按 类 似 的 思路 ,自己 证 明 
lim = = < lim уа. 
证 毕 
例 9.3.6 
解 А Ep = зп ‚ pW 
atil т 
T 41 т n _ 3 ni єт! 
йш =т= ШИ ӨГ (611317 у, 


= i іре 
аа) -< 


引 理 9.3.1 НА EAERI 28 8k 808 ИГЫ IH D'Alembert 84 
别 法 判定 . 则 它 一 定 也 能 用 Cauchy 判 别 法 来 判定 .但 是 ,能 用 Cauchy ЖЫЕН 
定 的 , 却 未 必 能 用 D Alembert 判别 法 尖 定 . 


' 20 ， 第 九 章 ” 数 顶级 数 


例 9.3.7 考虑 级 数 


则 


出 Cauchy 判别 法 可 知 级 数 > х, ЩЖ ,但 DAlembert 判别 法 却 是 失效 的 ， 


这 就 是 说 ,Cauchy ЗЭН ЗЭВ RWA E D Alembert 判别 法 广 . 但 是 ,对 某 
些 具体 例子 而 言 ,两 种 判别 法 都 适用 ,而 D'Alembert 判别 法 比 Cauchy 判别 法 
更 方便 一 些 .读者 应 根据 具体 级 数 情况 来 选择 合适 的 判别 法 . 

Cauchy 判别 法 与 D Alembert 判别 法 的 本 质 是 比较 判别 法 ,与 之 相 比 较 的 


влее АВО ОКНЕ, С Л gO q < 1) É 
控制 ; ,而 在 判定 级 数 改 散 时 ， 则 是 根据 其 一 般 项 不 趋 于 0. 由 于 这 两 者 相去 其 
远 ,因此 判别 法 在 许多 情况 下 会 失效 ， 即便 对 У 1, 这 样 简单 的 级 数 ,它们 也 


都 无 能 为 力 , 下 而 我 们 介绍 一 些 判别 法 将 在 _ 定 程度 上 弥补 上 述 的 局 限 性 . 
Raabe 判别 法 


对 某 些 正 项 级 数 zx， = 1), X BÍ 


Cauchy 判别 法 与 D Alembert ANETAR, 下 面 给 出 一 种 针对 这 类 情况 的 
ЯВ. 


定理 9.3.5(Вааһе 判别 法 ) 设 Уул, (х, 2-0Я4лЯ848, 


=, _ | 
ima (222 |= raf] 
(1) r > 1 级 数 》) r, жй; 
n=1 


(2) 35 > < цай) хь ЖЖ. 
证 设 s>zt>lrzl)=1+ 姑 -t+zF 由 zy 的 连续 可 微 性 与 


ЯГ - -- 一 ---- - = 
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f =0,f£ (0) =; — t > 0, 可 知 存 在 6 >09 10 < а < У 
l+ sr > (1+ +), (*) 


Чу» JR з РАЛЕ: 
t 与 不 等 式 ( * ), 可 知 当 я 充分 大 时 ， 
Зо: > (1+1) = tD 


* 
жү n! 


这 说 明正 项 数列 | az. 从 某 一 项 开始 单调 减少 ,因而 其 必 有 上 和 界 , 设 
пл, < А, 


-1)=r>s> 


于 是 


=, =< 


z. |> 


HF: > т 2 1, 收 伍 ,根据 比较 判别 法 即 得 到 > = 的 收敛 性 


12155 --1)= r < 1, 则 对 于 充分 大 的 n, 
шуу 2+1 
Tarl н ” 
这 说 明正 项 数列 { ош, | 从 某 一 项 开始 单调 增加 ,因而 存在 N 与 a > 0,18 
PT > G 
ХГ-4 n > 六 成 立 , 于 是 
х, > =. 


85) 4 ТЕЙ, 根据 比较 判别 法 即 得 到 Ул, ЖШ. 


п=1 


证 时 
例 9.3.8 判断 级 数 1 2 CAAH на. 


a 23-01 1 
解 Хе (25) бо у, 


. ntl _ im (2n + 1)? 

че t, из (2н + 2)(2п +3) 

0519, ДЕН Cauchy 15-5 ГУ Alembert 判 别 法 都 不 适用 ,但 应 用 Raabe 判 
PRE, НАЯ 


. Za | p m(6n+5) 3 
ima | 1)= im (02 44122297 


. 22 - | 7 数 项 级 数 


所 以 级 数 + D л Dil 收敛 


(280131! 
积分 判别 法 
设 f(z) 定义 于 [a, +оо), f(z)220,B f(x) 在 任意 有 限 区 间 [a,Aj 上 
Riemann M $R. 
取 一 单调 增加 趋 于 + oo 的 数列 fa |: 
a = a, < аә < gs < «Ка, 


Ф 


н, = (Сува. 
定理 9.3.6{ 积 分 判别 法 ) 扩 常 积分 | “f(x)dz 与 正 项 级 数 》 а, 同时 
MK Ж X. F| 3 k KP + co, B 
| ауда = ди, = УУ "устау. 


RAS f(z) ЖЯ Уа а, =n MARRAS у(х) 与 正 项 级 
DNO = [a] + 1) жвн] ЖЖ. 

证 ” 设 正 项 级 数 31 i 的 部 分 和 数列 为 1S,|, 则 对 任意 A > a ,存在 正 
Bn Xa S A аш Р 

5-1 «| f(r)dr < Sa- 

АЕ Ееее 
ЖЕ, ТЕПСЕСЕ БИНЕ; 5 15, | 无 界 , 即 > u, ЖР + oo 时 , 则 同样 
Яа fede = + .由 此 得 到 下 述 关系 

[коа = Уа, = сова, 


特别 , 当 f(z) 单调 减少 时 , 取 a, = п, 4 п > N = [a] + I, 
f(m + 1) = a, < (н), 


由 比较 判别 法 可 知 DAC) 与 н, 同时 收 乱 成 同时 发 散 , 从 而 与 | f(z)dz 
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同时 收敛 或 网 时 发 散 . 


， 利 用 定理 9.3.6 可 以 很 容易 验证 > AAY 1 юз. 
л =] 


(z) = УС) 在 [1， + ©) 单调 减少 , 且 > (я) = > 上 ,由 


n=1 


1 

A А? — 
[ләк = (2991 p+1 -p+ Pl 
! hA, p=1. 


ФА оо ЯЙ) f(z)dz 在 p > 1 时 收 敏 ,在 p <1 Эй ШИЛ 


D atp > IMAA, # p <1 时 发 散 . 进 一 步 可 以 得 到 


所 1 时 发 散 . 


例 9.3,9 


证 у(х) = 一 一 Лос , 则 在 [2, + оо), (л) 单调 减少 , f(x) > 0, 且 
Ка) = У l H 


O im 
[ 1 -9+1 
L. ayar = |5 — i A - с тше, g = 1, 
2 Ini A – In I 2, g = 1, 


ФА-+ Wa kasa > 1 hiki Eg < 1 时 发 散 ,由 此 得 


“ЭР, а 在 9 > ВПК, E q СТЯ, 

ТЕ 9.3.9 中 ,我 们 利用 积分 判别 法 ,由 已 知 误 散 性 的 反常 积分 出 发 ,来 
判断 级 数 的 敏 散人 性 .事实 上 ,我 们 也 可 以 反 其 道 而 行 之 ,由 已 知 仇 散 性 的 级 数 
出 发 ,去 判断 某 些 反 常 积分 的 误 殴 性 . 

例 9.3.10 证明: 


MERERI piir яй, 


Í + z2sin2 > 


(2) 反常 积分 | — ЧИШУ ч 


1 + + *sin = 
证 


(1) Жа, = nnn = 人 0,1,2,…, 则 


' 24 - эле MNKR 


„= 三 一些- _ [t 
ч пт 1 + хил 01+ (mm + г) 
> | dt 
0 1 + (ят + i) sint’ 
1 
当 9< < (п + 1)=' 
2-2 2 2 2 22. | __ 
(ят + т)? < (n + 1222 < (n + 122 CT 1, 
于 是 
u > | d: > 1, 1 
" 0 l+ (mm + 2)еіг ”2r n+l 
= 1 ` = ` ü dx 
因为 2 z+] RH, TA u, 发 散 ,根据 定理 9.3.6, 得 到 : 142884 
ARL. 
(2) Жо, = nnn -0,1,2, 5,8) 
„ =- dr -Ї 4: 
” тк 1 + хіп ol + (пя + ¿Y'sin?£ 
-Ї dz + dz 
o 1 + (пх + Ysin: o l+ nrt- р) вй 
5 
= Г ағ 
п 301+ (nz + віп" 
2-| dt 
" Jo 1+ (nx + x — t sint’ 
则 


” са 
Wn = Мы T На. 


30 <, <> W, 


2 
(пл + rsi: Z= ам (5) = хн 12, 
于 是 
x 22 
一 上 
Ма = o 1+ dn 2кп^у 141274” 


因为 > 1, 收敛 ,可 知 21 и, бй. imta ЕЭ) и; 收敛 ,从 而 > и, бой. 
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1 + хіі х 


根据 定理 9.3.6, 得 到 | бта 
证 
НО ”在 应 用 定理 9.3.6 时 ,必须 注意 条 件 /(:)250, ERARA, h 
反常 积分 | f(z)dz 的 收 全 性 , 仍 可 以 得 到 级 数 > а, 收敛 性 (请 读者 思考 


为 什么 ) ,但 反 过 来 结论 就 不 一 定 成 立 .例如 /(z) = sin r BR| fade 


是 发 散 的 ,但 车 到 а, = 27r W = | “f(z)dz = 0, 也 就 是 说 , > u, 却 是 
TET | 


ч в 
1. NOTAE 

(D> 42 ЕЕ 
(3) У u (4) ЭР 4, 
5) У Ez, в) (1-2), 
0) 34. @ 31 (86-19 
OPH- ао) > 256171, 
(11) Унт (12) уа, 
(13) D (Vari - м2 1); 
(14) 2 (оа -Vai -Va Т1), 
(15) 25 H, (16) Xin os; 
07) герй ra > 9. 


2. 利用 级 数 收 人 的 必要 条 件 ， 证 明 ， 


一 =-=- enm smm- rn 2 n wasmani ОЧИРИШ ы-и иин, өрх ЫП Алы 13 1341-1701 гї. 14: алтыг ба 
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! 
(1) lim ту = 0 (2) lm 12005 = 0. 


3. 利用 Raabe |19107 ЕУ ЖЕ ЖЕНЕ; 


n! 
(0 X ar {а 68 > 0): 


ын 1 со 1 4-4 
орт з) > (2) | 
4. УГ РУ НО НИЕ. 


а) ўа: о) У авта, 


n=l] Ня 


= „1 
(3) y> "m + х)ах. 


nti 
<| S < l юй. 
„Ж п 


155: 54: 5324 ш) 
存在 (此 极限 为 Euler 常数 y— Wil 2.4.8). 


6. 8), 与 > y 是 两 个 正 项 级 数 ， Flim” = 0 或 + co ,请 问 这 两 个 
级 数 的 仇人 向 性 关系 如 何 ? 
7. RENARD +, 16:08!) 2 ШӨ; Бе 27 ау? 


8. RENARD x, Me др > > + > 时 ， and e Vz, КЖ; 3⁄2 p] 5 
0 < < 时 ,结论 是 否 仍然 成 立 ? 
9. t z, 20,21 >- (a = 1,2,+),ШЕЯ]У!х„ ЖТ. 


10. езана, 发 散 ,S。= zt + zy + а, ЛЕЙ $ 
п=1 -1 


Ж. 
< S. = S, 
(RR лааз < басс”) 


; 4 Л 


5: Ж 


任意 项 级 数 
一 个 级 数 ,如果 只 有 有 限 个 负 项 或 有 限 个 正 项 ,都 可 以 用 正 项 级 数 的 各 种 
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判别 法 来 判断 它 的 仇 散 性 , 如 果 一 个 级 数 既 有 无 限 个 正 项 ,又 有 无 限 个 负 项 ， 
那么 正 项 级 数 的 各 种 判别 法 不 再 适用 . 

为 此 ,我们 从 正 项 级 数 转向 讨论 全 意 项 级 数 ,也 就 是 通 项 任意 地 可 正 或 可 
负 的 级 数 ， 

由 于 Cauchy 收 笋 原理 是 对 伍 获 性 最 本 质 的 刻画 ,为 了 判 其 任意 现 级 数 的 
伍 散 性 ,我们 将 关于 数列 的 Cauchy 收敛 原理 应 用 于 级 数 的 情况 , 即 可 得 到 


定理 9.4.1{ 级 数 的 Cauchy 收 敛 原理 ) Ж]. анжы ЕН 
п= і 
是 :对 任意 给 定 的 se > 0, 存在 N ,使 得 


| хал 十 n+2 十 “十 zm | 一 


т. 
>; т < є 
й=п+| 


im > n > МЖЖ. 
定理 结论 还 可 以 叙述 为 :对 性 意 给 定 的 & > 0,# ë N ,1 


ЕА + z,+2 +77 H Enep | = |5) < є 

84-41 > М5-412 88 р ял. 
Rp = 1 上 式 即 为 | z, | 所 6。, 于 是 就 得 级 数 收 合 的 必要 条 件 lime, = 0. 
Leibniz 级 数 
先 考虑 一 类 特殊 的 任意 项 级 数 ， 


ХЕ 9.4.1 RAR“ z, = DOD us (u, > 0), ЖЖ Ж Ж 
ХОНОН. 
进一步 ， BARDO Dulu, > 0) #8 1а, | 单调 减少 且 收 敏 于 0, 
则 称 这 样 的 交错 级 数 为 Leibniz 级 数 . 
定理 9,4.,2{Leibniz 判别 法 ) Leibniz 4 АК. 
Ш ”首先 有 
EA + жр 十 “十 Xntp | 
= | Unti 一 Hnt 十 uppa 一 “村 《一 1) 3 
Эрхт ХУ, 
Hn+1 7 Hnt2 + Upe S V + (- 1)9"1и rp 
_ Мин _ ила) + (а +3 一 tnad) +e + лав > 0, 
р ntl 一 (шинэ 一 tnt3) 一 (Cuntp-! 一 untp) = Wntls 
当 р EBAH, 


ы 二 上 
Wntl 一 Ил+2 + tnt3 一 人 十 【一 了 иар 


.28- FAE ATAN 


ин ын un+2) 十 (шаға 一 лаа) жээ (и,+р-1 T untp) = 0, 
“n+l — (ил НӨ и,+3) - "5 Мир < Hatlo 


因而 成 立 


Е 十 ж, ++ СЭРЭЭ 
ын |1 — инч? Ж ид” 十 《一 1)?" изү»! = latl: 


由 lim z, = О, Ye >0, iN, V n > N:u,+1 < gs, 于 是 对 一 切 正 整数 b. М. 


|Z, i + ж HE Tp| SÇ ны < є, 


根据 定理 9.4.1,Leibniz ТӨЗ (-1)""н,418. 
证 毕 
Ë ”由 定理 9.4.2 的 证 明 ,可 以 进一步 得 到 下 述 结 论 : 
(1) 对 于 Leibniz @Ж > (= 1) u, ,成 立 


0% LO D", «ны 


(2) 对 于 Leibniz 级 数 的 余 和 ” = -У (— 1) 1ш, ,成 立 


й=л+1 


EA | < ntl1: 


由 于 > CTG > СЫ Xa > 0), уус 1и ЁЛ, 


> (- Dei 
Кс. 

# 9.4.1 өн 2sin(V a7 TI) 收复 

证 ао) C 1)"sin(V 1-а) 


= (— 1)"'sin ————— 


1 等 级 数 都 是 Leibniz 级 数 , 由 定理 9.4.2, 即 可 知 它们 都 是 


V ilk 


R {sin 一 一 一 一 调 减 少数 列 , 且 
显然 lsin I Ж 


нэ , 


。 ñ 114 
lim n Л +1+п 
所 以 S 1 sin( / 2 Z in) Leibnizs 级 数 .由 定理 9.4,2, 可 知 其 是 收敛 的 . 
n=1 


er m s mm 
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Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
为 了 讨论 比 Leibniz 级 数 更 广泛 的 任意 项 级 数 , 先 引进 下 述 引 理 : 


引 理 9.4.1{Abel E) Hlal, lbn) 是 两 数列 , 记 В, = Хь, = 1, 


2,5-,8| 
Уа, = а,8, 一 он ын ap) Ву. 
证 
> афь = а1В + Xa (n, - Вь-1) 
= a (Bi + >, ав, т э 
-1 1 
= S ав, 一 了 + apBp 
= аВ, 一 HON 一 a, )B,. 
证 毕 
上 式 也 称 为 分 部 求 和 公式 . 


FAE a, > 0,5, > 0, Віа, 单调 增加 时 ,Abel 变换 的 一 个 直观 的 示 
ë. 


(a, –а,)В, 


a,b, 


图 中 矩形 [0, Bs] x [0,a s] 被 分 割 成 9 个 小 矩形 ,根据 所 标 出 的 各 小 矩形 
的 面积 , 即 得 到 p = 5 的 Abel ЖЖ. 


. 30 · ЗЕЛЕ ARA 


5 4 
> ab, = 45 且 5 一 2 Cans - ap) Bz. 
事实 上 ,Abel 变换 就 是 离散 形式 的 分 部 积分 公式 . 记 G(z) = | кбй, 
则 分 部 积分 公式 可 以 写成 
Ё 
[сав боаз = KAGO) - | Gids (a). 


将 数列 的 通 项 类 比 于 函数 , 求 和 类 比 于 求 积 分 , 求 差 类 比 于 求 币 分 (aksrl а, 
对 应 于 dF(z)), 则 两 者 是 一 致 的 . 

利用 Abel 变换 即 得 到 如 下 的 Abel 引 理 . 

引 理 9.4.2[Abel $E) «4 

(1)1а„! 224845), 


(2)18,1(8, = D bok = 1,2,…) 为 有 界 数列 , 即 在 在 M > 0, 对 一 切 


h. SIB, | < M, 
则 


Yan | <Mail +2141. 
证 h Abal 变换 ， 
ав, |a, + Y lasa = al B 
ма + S ani al). 
由 于 ja 上 单调 ,所 以 i 
S lani- ail =| ааа) = las - al, 
于 是 得 到 
| Бал |< Marl +214). 
ЕЁ 
定理 9.4.3 атлана ал Наж) ab жй. 
(iD)(Aba 判 则 法) 1а, ЗЗАЖЛ- D b, k k. 


(2)(Dirichlet 判别 法 ) 1а, 单调 越 于 о, ль АЖ. 


$4 HERRN -31- 


ШЕ (1) Abe 判别 法 条 件 满足 , 设 |a, | EM, AF n Ш, УЕ > 
n=] 


立 | 六 al «эн Хар, 应 用 Abel 引 理 ， 
i=xt+l Ё-441 

ТИЯ 

S aibs < Є(| адал! +2la, | 1) < 3МЕ. 


Е-пі 


(2) 若 Dirichie 判别 法 条 件 满足 ， H T lima, = = 0, Л V e Ф0,41М, Ул 
> N;:|a,| < є. 


юЁ 
< М.Ф = Š bQ = 1.2.) MN 
КА 
Эр - Эр | ком, 


| B, | = 
应 用 Abel 引 理 ,同样 可 得 


>) а, «2мС ама! + 214.1) < 6МЕ 


Ë = 并 十 


对 一 切 n > N 与 一 切 正 整数 成 立 ， 
根据 Cauchy 收敛 原理 (定理 9.4.1), 妈 知 Dy abr ИГ. 


证 毕 
+ (1 对 于 Leibniz 级 数 УҮС-1 1551 6,9 ap = u, b, = {一 1)"+1, 则 


п=1 


а, 单调 趋 于 0, pA мэгж 


> 1) u, Hk. ЕРА ЛЕ ЕИ SS Leibniz 判别 法 可 以 看 成 是 Dirichlet Ж 


别 法 的 特例 , 
(2) 车 Abel 判 别 法 条 件 满足 ,由 于 数列 a, | 单调 有 界 , 设 lima,, = a , 则 数 


Jla, - a| 单调 趋 于 0. 又 由 于 级 数 》 b, Т ы ДӘГЕ 


有 界 , 根 据 Dirichlet 判别 法 ， Yla, -а)6, ШФ, ATNA D abn к. 
这 就 是 说 ,Abel 判别 法 也 可 以 看 成 是 Dirichlet 关 别 法 的 特例 
例 9.4.2 зэ 收 敏 , 则 由 Abel 判别 法 ， аж 58 ba ууп, 


хээ 


3154 an Donla SH Sas. 


л-1 


， 32， 第 九 章 WRA 


例 9.4.3 BRA a,i 单调 站 于 0, 则 对 一 切实 数 <, 级 数 > ovsin nz Ж 


Ж. 
证 М x Z 2Ёт, 
28 x > аш Ёт = cos = _ соз 29-61 + l, 
к=! 2 2 


于 是 对 一 切 正 整数 п, 


由 Dirichlet 判别 法 8| 5034 х = 282, У asin пл ШК. a Tq z = 2kx 时 ， 
n=l 


> asin пх = 0, 于 是 得 到 对 一 切实 数 z, Sasin пх ЭХ. 
证 毕 
读者 可 自己 证 明 , 当 ;io | 单调 趋 于 0 时 , 则 对 一 切 ољ, Šla, пт 


йг. 

级 数 的 绝对 收 敏 与 条 件 收 化 

正 项 级 数 的 判 曙 法 较 易 重用 ,很 自然 地 要 问 ,能 否 利用 它 对 任意 项 级 数 的 
敏 散 性 先 做 一 个 粗略 的 判断 呢 ? 

由 Cauchy 收 伍 原理 和 三 角 不 等 式 


(Enri + Ena 7 + Eal Slap) + irrz| H| ЧЕ 
很 容易 知道, 若 对 一 个 数 项 级 数 > =, EREEREER 了 | rl, 
нм) |, Жанаг 3, 388. 
显然 ,这 个 结论 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ,由 不 能 由 Уа, каг |z! 


iik. #Ш Leibniz 88:37 CD ойк EARE анж 


定义 9.4.2 EBA Yz] KEMAS., наи 如 果 
n=1 


n=1 


аж Уа жаюу) r| ARMAY e, аниа й. 
к=1 #=1 п=1 


ЭЭГ 


§4 任意 项 级 数 -33- 


их, >) ODT 即 是 一 个 条 件 收敛 级 数 
У | > | 的 敛 散 性 可 以 采用 正 项 级 数 倒 散 性 的 判别 法 来 判定 .需要 指出 ， 
虽然 一 般 说 来 ,由 > | z, | 发 散 并 不 能 得 出 х, 发散, 但 车 用 Cauchy 判别 法 


或 D'Alembert 判 别 法 判断 出 1 | z, | 发 散 , 则 级 数 >》 x。 本身 … 定 发 散 ,这 是 
n=1 л-1 


因为 这 两 个 判别 法 判定 发 散 的 依据 是 级 数 的 通 项 不 趋 于 0, 即 不 满足 收敛 的 
必要 条 件 . 


例 9.4.4 讨论 级 数 > 12:22 
解 2, z = > |æ zl: 应 用 Cauchy 判别 法 ， 
lim lad" | | 
由 此 可 知 ; 


|z] < 12 为 任意 实数 :级 数 收 敏 (绝对 收 伍 ); 
|z] >1,p 为 任意 实数 :级 数 发 散 ; 
к=1 ИМ 级 数 收 敏 (绝对 收敛 )， 
p&i, 级 数 发 散 ; 
p>1, 级 数 收 化 (绝对 收 伍 )， 
= 一 К < 户 扫 1， 级 数 收 伍 (条 件 收 伍 )， 
р < 0, 级 数 发 散 . 


例 9.4.5 讨论 级 数 > sn n£ (0 < > < x) ВАНИЕ. 
Ж p> piil Е ale ятан) sin Az лс. 
40 < > =< ws sm az 收 伍 ;但 进一步 我 们 有 


lsin x= | ~ 5иййнх 1 cos дт 
22 аа р 


л? п? 2л? 285 " 


ав о> anz ККЕ ТАРР H Dirichlet 判别 法 得 到 ,但 由 于 > э» 58 


"ЭГ нэ Isin ae RE 822.0 < p< 1, авд 0:4 
к) £t. 


34， 87188 WRN 


当 所 0, 由 于 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 0, аж sin nz TT RE. 


RRUAR лнн KAMERE татка 
性 ,实际 上 ,它们 之 间 存 在 着 许多 本 质 差别 , 下面 对 此 作 进 一 步 探讨 . 


RY т, 是 任意 项 级 数 , 令 


+ || + z, Epo х, > 0, 
Z= 2 а) 
0, х, б, 
一 EA — Ea 21400799 En < 0, 
a = —— = 
2 0, x, 2 0, 
则 
- 328 - _ „+ 一 
+, Tn - Cpns ЕЯ | = L, + ху 


Уа 是 由 У, ROETE ЈЕО pz BO 28 Ж, > = ви), 的 所 有 人 负 项 变 导 
后 构成 的 级 数 ， 它们 都 是 正 项 级 数 ， 


定理 9.4.4 # x, жс, н): 与 У; ка Ха, 条 
件 收敛 , 册 2141 5 Уу 2; 都 发 数 到 + оо, 
证 ARY 绝对 收敛 ,由 于 
02:15:21, 0Ка6 4408-1269), 
则 由 > \х„! Т рг 与 > =; НЙН. 
atda, аена D zi (或 > т) аа Nih 
六 
наи ая 


的 收 伍 性 ,从 面 产生 矛盾 . 
证 毕 
加 法 交换 律 
本 章 一 开始 曾 提 出 无 限 个 实数 的 求 和 是 理 成 立 加 法 交换 律 和 如 法 结合 律 
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的 问题 .在 8 PEZEN, EAA ПЕШ И ЖЕДЕП AD. 
那么 ,对 收敛 的 级 数 是 否 也 成 立交 换 律 呢 ? ШЖ ЖЕҢ, сим k Ес 


уа, 的 项 任意 重新 排列 ， 得 到 的 新 级 数 D z; (жж), 的 更 序 级 数 ) 是 否 
КР ТҮТҮГҮ Г 其 和 是 否 保持 不 变 ， ТЕГ 


У Ta = Sa? 
回答 是 否定 的 . 
例 9.4.6 ZE Leibniz 级 数 
【一 1)! 
У! п 3 


这 是 一 个 条 件 收敛 级 数 .在 例 2.4.10 中 ,已 经 证 明了 它 的 和 为 In 2. 


现 按 下 述 规律 构造 С-177- Юн >; ; 顺 次 地 在 每 一 个 正 项 


后 面 接 两 个 负 顶 , 即 


>q; 1 111 1-1 
2Z==l-2 4537 67 воа 


вэ? C DU 的 部 分 和 数列 为 | ,| ， ЭР 的 部 分 和 数列 为 {9 个, 则 


за _ 1 
ЭЛСЭН 4k — 2 #6) 


_ 1 

2⁄2 122 1 2 
于 是 

_ 1. 24 

lim $3, = 5 lim S2, = ]n 2 

由 于 
4 x” 1 ^ ^ 1 
З32-1 = 53а + Ал ' 5зя-+1 一 Зэ, 十 22-17 

最 终 得 到 


也 就 是 说 ， RED сайт 是 收敛 的 ,但 交换 律 不 成 立 ， 
这 个 例子 公诉 我 们 ， 要 使 一 个 数 项 级 数 成 立 加 法 交换 律 , 仅 有 收 笋 性 是 不 


.36- BAE МЭ 
够 的 ,事实 上 ,能 否 满足 加 法 交换 律 , 是 绝对 收敛 级 数 与 条 件 收敛 级 数 的 一 个 
本 质 区 别 ， 
定理 9.4.5 PARY r, варка ня фину, 也 绝对 履 
效 , 且 和 不 变 , 即 i К 
Уа = Da 
证 我 们 分 两 步 来 证 明定 理 ， 
a) RUD т, 是 正 项 级 数 , 则 对 一 切 2 € N°, 


У. = > Iz 
Ë —1 z-i 
ТЭЭ хц ki, E. 
п=1 
>, = < > Ix, 
m=1 m=1 
反 过 来 ,也 可 以 将 >, z, 看 成 是 > z, 的 更 序 级 数 ,又 有 
н-1 в-1 
> =, У, т; 
下 一 | я=| 
合 起 来 即 得 
Ух; 一 Ў. 


(2) ARD r 是 任意 项 级 数 , 则 由 定理 9.4.4, 正 项 级 数 >, zf УУ; 
»=1 a=] n=l 


Ка, H 


ЕЈ 


і 
©з 


对 于 更 序 级 数 > a ,同样 构 作 正 项 级 数 > zt 与 > ГЭ ТЭЭГЧ, 


т=1 


эсгэн 


` Зая er ЗРНА НИ хэгжүчн ийн. Ee HE 7 


84 任意 项 级 数 -37 + 


= 


FERAS zil = улу + ул, ГА Уу, АНКА, Н 


„=i 


= 
1 
一 
= 
II 
— 
a 
1 
= 


证 毕 
定理 9.4.6(Riemamn) Ж #ЕЖ > r, 条件 妆 仇 , 则 对 任意 给 定 的 a( 一 多 
n=1 


Фат о) ,必定 存在 Sr Wein Уа, 满足 
п=] п=1 


к) 


ГА 
T, — а. 
t=} 


证 ”我 们 只 证 a 为 有 限 数 的 情况 ,a =+ co 的 情况 留 给 读者 考虑 . 
由 于 х, 条 件 收 敏 ,由 定理 9.4.4， 


Slat =+=, Dez =+ e, 
п=1 
依次 计算 Уул 的 部 分 和 ,必定 存在 最 小 的 正 整数 я ,满足 
#=1 
XI T+ z + + Zh >a, 


再 依次 计算 >] zz 的 部 分 和 ,也 必定 存在 最 小 的 正 整数 mi ,满足 
xi + z ton + Ea, — Tí — 271 w <a, 


类似 地 可 找到 最 小 的 正 整 数 лә > nisma > ту ‚ЖЕ 


zf + афа n сасар rm жаба т баа 


...... 


这 样 的 步骤 可 一 直 继续 下 去 , 由 此 得 到 > д 的 一 个 更 序 级 数 > ж, CRR 
分 和 摆动 于 а + сэн 与 a 一 ты, =l. 
H 5) z, 收 敏 ,可 知 


ахі = limz; = 0, 
W P түгэн 02 


amami va NT -i a DHARAH S -Pei e А H 


.38- PAA KARA 


于 是 得 到 


证 毕 

级 数 的 乘法 

有 限 和 式 》 ak 和 》 6 的 乘积 是 所 有 诸如 ajb; (i =1,2,- n; = 1,2, 
т) 项 的 和 ,显然 ,其 最 终结 果 与 它们 相 加 的 次 序 与 方式 无 关 ， 

类 似 地 , 对 于 两 个 收敛 的 级 数 Ya 与 y\5 ,可 以 同样 写 出 所 有 诸如 
ab (i = 102,4) = 1,2,5) 的 项 RENHAR TAES ERRER: 


aibi 2165 8163 ауЁд 
азб 228) 8293 азба 
азб 35: азЁз азбд 


dabi 8455 ааа daba 


然后 ,将 所 有 这 些 项 相 加 的 结果 定义 为 а, 与 в, ЮЖВ. 


由 于 级 数 运 算 一 般 不 满足 交换 律 和 结 ER, 这 就 有 一 个 排列 的 次 序 与 方 
式 的 间 题 .尽管 排列 的 次 序 与 方式 多 种 多 样 ,但 常用 的 ,也 是 最 其 应 用 价值 的 
方式 是 下 面 上 所 示 的 “对 角 线 ”排列 与 ^ 正 方形 ”排列 ,对 角 线 排列 ; 

pe РА ^ É 
а191 4162 абз абд 

7 та ла 
азё! arb абз азёд 
⁄ 一 
РА 


азд aab? 8393 азба 


aab 8492 843 а4бд 


N N N Ns 


Ф 


61 = азб, 
сэ = аб: + 028), 


runa 
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сл 
с„= Ў) = ajb, + abai ti + ару, 


则 我 们 称 


Ë 


><, = 之 人 (аё, + agba- ++ а) 


为 级 数 > а, 5 Цэг 的 Cauchy 乘积 ， 


正方 形 排 列 
| | | | 
~— ауф, а|ф» а193 а16д 
| | | 
kl азбу шин аё? aba 2204 
| | 
— азбу — азр — азба asba 
| 
— афу — аф) — афу — аара 
令 
di = ад, 


ds = ab; + азбо + азб, 


d, = Alb, + asb, + + a,b, + а, +77 + аф. 


шуа, ЖЕШ Уа, 与 > b, 按 正方 形 排列 所 得 的 乘积 . 


对 于 按 正方 形 排列 所 得 的 乘积 ,只 要 > a, 与 > bu ШЖ, >а, 总 是 收 
„ый. 


理由 请 读者 自行 思考 
但 是 ， 公有 a s>, sikek S B РИНЕ Cauchy 乘积 c» ЕЛ 
性 ,下 面 就 是 一 一 个 例子 . 


er 


. 40 + PAE ANAA 


例 9.4.7 ШУ У = У САЙТ wm makiki 
(显然 是 条 件 收敛 ) ,它们 的 Cauchy 乘积 的 一 般 项 为 


1 
En = 【一 D bäi Ш 
4242 U 


注意 上 面 c, 的 表达 式 中 共有 项 ,在 每 一 项 中 ,i+j = B 


Ji < H = 251, 


于 是 得 到 


| со Z n ` 
Ёс, 不 是 无 穷 小 量 ,所 以 , Уа, 与 у b, 的 Cauchy RE У) с, 发 散 . 
m=] n=l n=1 


定理 9.4.7 Жай а, 5 УЫ, BKR ME abl = 1,2, 
п=1 n=1 
j= 1,2.) 接任 意 方 式 排列 来 和 而 成 的 级 数 了 起 绝对 收效 , 且 其 和 等 于 
(2е„)(2%5.). 
证 Bab (k= 1,2,…) 是 所 有 ab (i = 1,2,1) = 1,2,…) 的 任意 
一 种 排列 ， 对 任意 的 n, Wt 


N= max 15,441. 


则 
а, È la; p П 
«айн УНЫ. 
因此 уа, ЖӨН h 8 9.2.5, Š) алд, ЖИТ ЕЛЕЕ ЛШ, 
且 和 不 变 
85а, яв Ха, 5315, 按 正方 形 排列 所 得 的 乘积 , 则 > d, 8 
> ai6 更 序 后 再 添加 括 弧 所 成 的 级 数 ,于 是 得 到 


час 


ла, 一 2,4, ын (2an) (2 b). 


证 毕 


rt rh HE Rn bp Hp ал - 一 一 - -- -----~-- шээж аг аж эж 


54 + ЕШ "ål? 


下 面 我 们 举 一 例 子 , 它 反映 了 Cauchy 乘积 的 应 用 价值 . 
例 9.4.8 利用 DAlembert Кич Шы z € В, 


fz) = 


эы 


是 绝对 收 第 的 . ялжнлананөж1) 2 в 1 的 Cauchy 乘积 ,由 


定理 9.4.7， _ _ 
PPQ DEBE Se 
рэ )- уу аә, 
也 就 是 成 立 лон 


f(z + y) = f(=)- f(y). 
在 第 10 章 , 我 们 将 知道 函数 0) 就 是 指数 医 数 里 ,因而 上 式 就 是 熟知 
的 指数 函数 的 加 法 定理 . 


5 8 
1. 讨论 下 殉 级 数 的 敛 散 性 (包括 条 件 收 伍 与 绝对 收 伍 ): 
(01-454-491-т5 о 66-нд 
(3) > "аа 2; (4) > Cp, 
(5) 50-0" а, (6) X Лан, 


ч „+1 27572 
(7) > n e, 
(8) > sin( z + зоя -1)х, 


(9) >C pg пт" ; (10) > с. 
2. 利用 "Cauchy КАПИТ TERRA: 
1 1 1 1 1 1 1 1 
()1+2 371415 61718 9777 
1 1 1 1 1 1 1 1 
(2)1-2937475"677-8 977 
3, 设 正 项 级 数 > х, СОК, | zs| 单调 减少 ,利用 Cauchy ЖС И BE HE Bl 


rm тт rm or как san | 


42+ BAF WNA 


lim mz, = (), 
4. 车 对 任意 > 0 和 任意 正 整 数 p, 存 在 Nle, p) ,使 得 


zor H Epal HU ар < € 


对 一 切 > цэг 是 否 收敛 ? 
5. BARD) з, BA, lim Z = 1, 问 级 数 > y, BERAC 
6. 设 z, 20, их, = 0, 2288903821 (- Die BERA? 
7. заж) Жа kak д > К ээ T 也 收 化 
8. larai Вай, D) я (z, - хулд ЭН, НӨ. 


9. EDO Cn — лал) ФАРШ, 2) yn kat ШЫК 2 zy, is. 


10. Ж z, > 0, Е сар, 证 明 ， 交 销 级 数 (- 1953 WAN, 


n. 利用 


1 


{+ е -inn уба — e), 


其 中 是 Euler 常 数 ( 见 例 2.4.8), 求 下 述 > OD 的 更 序 级 数 的 


和 ， 
1 1 1 1 1,ł4 1 1 
1 


12. 利用 级 数 的 Cauchy 乘积 证 明 ， 
(1) 54 > L 


(2) (Sere )= Хн +1)” = 50141 <1). 


$5 ХОВЫН. 
Зи У 
设 ру, ро, b. (0,550) 是 可 列 无 穷人 实数 ， 我 们 称 它们 的 " 积 ” 
Ру “Бо” ` Px ` 


DEARA яаж 1 p. IEP p, ЯЗГЫ lsyaak—am. 


55 ABER - 43 + 


BER ARAN REX ЕЖЕЛИ Ш ARKEL. AREE 
穷 乘积 ] р, K BAREIN” ЇР, 1. 


Р, = р, 
P; = Pi * Р), 
Рз = Pi ' рә ` рз, 


аттата 


k=1 


аажьвь 


ЖМ9.5.1| БАЯР, ЖАТ Ее Р.ЮКХ, 
хн || p, KA, E Ж PP 为 它 的 积 , 记 为 
п= | 
Ц >. = P. 
如 果 jP, | 发散 或 | 也 ,| Ka O Ш || p, ЖЖ. 
n=1 


Еър, = 0 时 ,我们 称 无 穷 乘 积 | р, 发 散 于 0, 而 不 是 收 全 于 0. 


在 学 习 了 无 穷 乘 积 收 伍 的 充分 必要 条 件 后 将 会 知道 , 它 使 无 穷 乘 积 的 敛 散 性 
与 级 数 的 伍 散 性 统一 起 来 . 


定理 9.5.1 如果 无 穷 来 积 ][ p. ЖЖ, 
т=1 
(1) lim p, = 1; 
(2) lim [Í >, = i. 
m= р] 


€ #12, 的 部 分 积 数列 为 { P | , 则 


lim p, = lim =. = 1; 
mn ЕЭ 
im [[ 2. = Шил = 1, 
л=т+1 П >, 


证 毕 
为 方便 起 见 , 我 们 常 把 p, 记 为 1+ a , 则 定理 9.5,1 的 (1) 又 可 表达 为 :如 


.443 ул ОН 


хз 1 (1 + ад k8 Mlima, = 0. 


定理 9.5.1 的 (1) 可 类 比 于 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 通 项 趋 于 0. 作 为 无 穷 
乘积 收 伍 的 必要 条 件 , 它 可 以 用 于 判断 某 些 无 穷 乘积 的 发 散 . 例如 , 设 p, = 


2 
pr “= Ор 2н ‚зра = ЖЕ р, Па, 


1 


П ғ, ЕАО a А СГ TRELA RR ВВЕ. 


19.5.1 Вр, = 1- 


‚п = 1,2,…, 则 部 分 积 


k=1 k k=; 
1.2.3..... n 
2 3 4 л +1 


+1 
8 шар, = 0ТЕ П [1 үү) в о. 
1 


H 9.5.2 р, = 1- 


‚п = 1,2, ДНУ 


(2н )?' 

Š 1 28-1328-1 
в,= ТЇ{1- 2k НЬ Ц: 28-28 
1-3-3-5: 

- ын 
10-13! 2 
= (Ql 086). 


为 了 判断 部 分 积 数列 | Pi HRR, RME RRA 
_ [+ 
I, = Ї єіп" хах, 
由 例 7.3.9, 我 们 知道 


I _ (2x-DI! x I (2п)!! 
in (2 )1| 2"! 2441 7 (2 131! 
因此 
ЁЭ 2 Iz, 
2 Р» 7 Dna 


由 于 12441 < 15, < „1, 8138 
lan 1з»-1 
і < Dna < Lin” 


955 ABER . 45 + 


因为 im 125-1 = lim 2141 1, 由 数列 极限 的 夹 通 性 ， 


ao Быр аә 


со 


гавахэжвїЇ (1 - буу асан, В 
[li -ny)= 2. 


asl 

将 上 式 换 一 个 形式 表示 ,就 得 到 著名 的 Wallice 公式 
к_2,2,4,4 6,6, 2n 2 2н 2. 
271 3 3 5 5 7 28-1 2 41 

9.5.3 р, = овал = 1,2,…, 应 用 三 角 函 数 的 信 角 公式 ,有 


= 2zcos Ž cos © сов ып Z 
2 22 эл ЭШ эл? 


Ё 
8-1 2 2" їр = 
所 以 
lm P. = lim sin 2 sin £ 
ке 79 2"sin 2 х 
2 
即 
{i сов © = ЗШ T 
n=l 25 сан 
£ z = > ,就 得 到 Viete 公式 


在 历史 上 Viete 公式 与 Wallice 公式 都 曾经 被 用 来 计算 л 的 近似 值 . 
无 穷 乘 积 与 无 穷 级 数 


定理 9,5,1 告 诉 我 们 ,无 穷 乘积 | | р, 收 敏 的 必要 条 件 是 lim p, = 1, 因 此 
п=1 нт 


一 一 -一 -—mamw шашыл k mu wiru 
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必定 存在 正 整数 N , 当 n> N 时 成 立户 > 0. ATES REH ANES EH 
前 N 项 非 零 因子 无 关 ,所 以 在 讨论 无 穷 乘积 [ p HAREE, RRR 
ЖЕ p, > 0. ü 

定理 9.5.2 хааж ранда ни У р, бй. 


ёо 设 |[ ps 的 部 分 积 数列 为 |P,|，》In p. 的 部 分 和 数列 为 |S,| , 则 
Е Жон 
由 此 得 到 |P,| 收复 于 非 夫 实 数 的 充分 必要 条 件 是 1S,| KAA, 1Р, kat 
FO |2, ж о 的 充分 必要 条 件 是 1S,| 发 散 于 - =. 
Е ш 
PRI жа, 20040, <O наз аа) жанда 


条 忻 是 级 数 У) a, СХ. 


n=1 


证 ARDIC + an) 3 >а, 者 是 正 项 级 数 (或 者 是 负 项 级 数 ) ， 它们 


851) наа, - _ 0 为 收 伍 的 必要 条 件 ， іта, = 二 0 时 ,我 们 有 
Infi + an) 


1 


lim 


H— u 


= 1, 


于 是 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,级 数 YIn(1 + a,) АА Е 
я-1 


证 毕 
由 推论 1, 立刻 可 以 得 到 全 9.5.1, 例 9.5.2 和 例 9.5.3 中 关于 无 穷 乘积 收 
敏 与 发 艇 的 结论 . 


如 果 [a,| 不 保持 定 号 , 则 > a, 的 收 伍 性 并 不 能 保证 无 穷 乘积 T[ (1 + 
а„) 的 收敛 性 .事实 上 ,我 们 有 下 述 进一步 的 结果 


推论 2 maka же шк ЖЛЕ] (1 + a.) kaka 
л-1 a=l 


HERREY а2 жа. 


45 无 由 乘积 -47- 


ш 2а, ОМ, Ята, = 0,8 (01 + an) < a, Ж 


нэ 

1: 2 
. a, - lan(l + a,) . zan + оба») 
tmn 一 = lim —— 


一 : 
н ж 00 @ #— a$ 2 


1 


根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 , 当 > in(1 + a) 与 1a, KAM, DA Y a2 的 
213 Ө Ш Ш 
ДЭЭЖЭЭ ТЭЛЭЭ БЕГЕН Уы + ap) 0 
кен A 21 2. 
证 毕 
例 9.5.4 讨论 ]T (1 ‚СЭ ageet, 
解 ”由 无 穷 乘积 收 傅 性 的 必要 条 件 ， 可 知 当 x <ом, 


П (15 =177—)аяшн. 
ша >0. а, = МО ий, Ха Ditos r< 

时 发 散 ,在 z > + 时 收 伍 , 于 是 由 推论 2, 得 到 

当 x > 权时 (135013. s z < 


从 定理 9.5.2 推 论 2 的 证 明 中 可 以 看 出 ,车 a 收入 ,而 >) =+, 
сз Та +a) 必定 发 大 于 0, 这 一 点 留 给 读者 证 明 

特别 需要 注意 的 是 ,推论 2 的 叙述 不 能 改 为 "| (1+ a) 收敛 的 充分 必要 
жал Уа ч alka айл ,我 们 有 这 样 的 例子 ， П 11751727: 


的 гээр яа 却 都 是 发 散 的 ( 见 本 章 习题 7). 
关于 无 穷 乘积 的 绝对 收 化 ， 我 们 有 如 下 定义 ， 


定义 9.5.2 当 级 数 yn р, 绝对 收效 时 , 称 无 穷 乘 积 | р, ЭН. 
п=1 n=l 


‚ 48 ， BAE WRA 


TR, BRAHEA ЗЕЛ ЕКИ. 

由 于 绝对 收 伍 级 数 具 有 可 交换 性 ,可知 绝对 收 仇 的 无 穷 薪 积 具 有 可 交换 
性 ,而 收 伍 但 非 绝 对 收 敏 的 无 穷 匀 积 不 一 定 具 有 可 交换 性 ， 

定理 9.5.3 Жа, >~1,n = 1,2,…, 则 下 述 三 命题 等 价 ; 


(1) 无 穷 乘积 ]| (1 +a.) Atki; 
су яж а + | cui жа, 
(3) дж У) | ад ГЭЖ. 


证 首先 命题 (1) ,(2) ,(3) 的 必要 条 件 都 是 jma。 = 0. па, = 0 
的 条 件 下 ,我 们 有 


цай + a)l 一 1, 
n | ас | 
lim In{1 +| a,l} = 1, 


Шалан | аһ | 
HERRA НЕА, ВАВ ДЕ ЖЕП) ГЕ. 
证 毕 


由 定理 9.5.3, 例 9.5.4 中 的 无 穷 乘积 1 + CD ya > 1 时 绝对 


n=] 


KAL ES < z < 18305 3 at. 
例 9.5.5 证 明 Stirling 公式 ( 正 整 数 ): 
п! 一 Zante” (m —= оо), 


211 2) 
=! з tofa) 


&l+a,= е TE, 是 收敛 的 定 号 级 数 ,由 定理 9.5.2 的 推论 1,338 


НЭРИГЛТ 2203 


n=2 “п—1 
记 


aee — т — s r аы na š -— —umaa ru HHTH - ҮЕЭ 一 一 


85 WARR -49- 


£ = A=0, 
2, Òn- 
利用 例 9.5.2 中 的 Wallice 公式 ,得 到 
2 
А = Їхаб, = бш р." 


(29)11 
= lim py -1 1)!! ү? = V 2x, 
此 式 即 为 
п! 一 Inn" he” (n -—= оо), 
Stirling 公式 给 出 了 无 穷 大 量 [nl] АКТАМ, ЭЛА ЕЕ ВТ 
算 中 有 重要 的 应 用 . 


例 9.5.6 RHR lim зул 
Ж 


. ri 
lim === 一 = lim or — = е, 


n roo а! л 1 
Ун N y Inn Зе" 
最 后 ,我们 家 用 无 穷 乘积 的 性 质 来 推导 正弦 函数 sin x 的 无 穷 乘积 的 展开 式 . 
{9.5.7 证 明 ， 


sin z = x ll Ши =). 
Ш BEZARAR, 1318 
sin Зф = sin ф(3—4ып°ф), 
sin 54 = sin ф(5 — 208704 l6sintg), 
利用 三 角 恒 等 式 
sin(2k +1)ф = 201 — 2sin”e)sin(2E — 1)@ — sin(2k – 3), 
MARE НЕ, ПРО 8] 
sin(2x + 1) = шп gP{sir e), 
其 中 P(u) n KEAR, E BU W ЖЛ 
Р(0)- limP (sin ç) 
= lim Peat De шон, 
=+ 


Sit ф 


ШР р = (8 = 1,2,…,n) 使 上 面 等 式 的 左 端 取 值 为 0, 可 知 sin? (Е = 1,2, 
>, 恰好 是 多 项 式 Plu) 的 л 个 不 网 的 根 ,于 是 


P(u) = aaa DTL ыг ИШ?" | 


从 而 得 到 


- 50 · ялаа KIRK 


єп 
зіп(29 + l)p = (2п + 1)sin eI] ла i | . 


令 = (2n + 1)9, 代 人 后 得 到 


Ү т эгч 
А - METY Ш 
sin £ = {2n sinz rill 1 a in 
2п + Í 
BDE m, n > mm 时, 成立 
m sin 
. х 28-41 
| Qa + Dsi all 1— Ёк | 
2п +1 
r sin — 
= 1 2x +1 
A< m+! sin Ёт 
2841 
н со 时 上 式 志 端的 极 跟 为 
sin = 
m 2 
由 于 
2 
1-5 х 
325615 (2, +10 
. Ёт 4 е | 
ЗИТ Jp +1= 2 (26418 (4 1,2, ЖЭ? 
关于 上 式 的 右 端 ,有 估计 式 
Й sim 3 7 я z oo т? 
11 і kr > (1 65)” ЇЇ 88) 
sin 
2п +1 
$ п — 吕 , 就 得 到 
А = 2 
1> — = 1 (1-а) 
«Ща а) 


= 2 
а > сване ата (1-8) 88 шево 5100), m 
一 oo , h AR ERRI JE ЕНЕ, 88] 
= 2 
sin х = «ЇЇ - 55). 
шж 


5 АЙ 
1. ТТИ TELA RRA Е; 


55 53388 .51- 


ыл 


= 


` Ë aia- 一 一 


т jnt+l. 
D Пул 


(3) По 2, (4) П asint; 
= n Ын р 
人 Це © П): 


о H Z): 8) yit; 


э: w ПД 2) 4) 


. 计算 下 述 无 穷 乘积 的 值 : 


(0-2) @lHü- 22) (ЇЇ: 


. 2 0 < xz, < > 3 їйї, mI TÍ cos z, 收 全 


. 设 |as| < "Š Jan А (2 + a, Jiet. 


. 证 明 ， 
(1) lim 1:3-5::12(28:41) = 0; 


2-4-6- (2n) 


оа За oca o. 


. 设 |g| < E, EH.: 


Ha +@{) = Та - 4771). 


БЕ _ 1 1 L S урн ж у, БУУ,2 
Toran е „+ ур EAR a 与 之 a? 


都 发 散 ,但 无 穷 乘积 ]T(1 + a,) в. 


к= 1 


第 十 章 ”函数 项 级 数 


$1 БӨ ПЛ НУ ЭШМ 


ASRA 
现在 我 们 将 级 数 的 概念 从 数 推广 到 函数 上 去 . 
设 wtx)(n = 1,2,3,…) 是 具有 公共 定义 域 巨 的 一 列 函 数 ,我 们 将 这 无 
穷 个 函数 的 “和 
uile) + uale) ++ а(х) te 


称 为 函数 项 级 数 , 记 为 Y\w (r). 


函数 项 级 数 的 收 伍 性 可 以 借助 数 项 级 数 来 得 到 ， 
ЖУ 10.1.1 Жи, (Xn =1,2,33, 在 已 上 定义 .对 于 任意 国定 的 


1 E E, PRAAK и,(хоужЖ W katka ЭГ ule) 在 点 zo Ж 
л=1 я=1 
效 ,或 称 xo Ë У) u (z) Шах. 
n=] 


DRAAK У) u, (r) hk ak ЯВ RAMA У) u, (z) К 
= п-1 a1 
AY nl WRIA ОСЕ, ШУ) alr) 就 定义 了 集合 口上 的 一 个 
я В 
Slr) = эргэж Є р. 


SC) ЭЭ u (z) 的 和 函数 . 由 于 这 是 通过 逐 点 定义 的 方式 得 到 的 ,因此 


ЖУ lu (z) 0 БАЯР 502). 


” 例 10.1.1 利用 我 们 目前 所 掌握 的 知识 (如 级 数 收敛 的 Cauchy 判别 法 ， 
D Alembert 判别 法 等 ) ЖОЕ МУ 10.1.1, 可 知 下 述 结论 ;: 
Ear 的 收 敏 域 是 (- 1,1) ,和 函数 为 S(z) = jl; 


п=1 


>) 27 的 收敛 域 为 [- 1,1); 


n=l 
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: BARI- 1,175 


Ян 


Ў E manas n = (= =, +оо), 
Ун) ле ика ЕО: 


> er с (0, = H 


нэ 


ал-ло, (z) ,可 以 作出 它 的 部 分 和 函数 
S (z) = Wlz), xEE. 
k=l 


显然 ,使 |S,(z); KAH к 全体 正 是 集合 万 .因此 在 口上 , Ў) u, (z) 的 和 函数 
S(z) 就 是 其 部 分 和 函数 序列 | S(z)} 的 极限 , 即 有 

S(z) = limS,(z) = mX (z), z € D. 

反 过 来 ,车 给 定 一 个 函数 序列 1S,(z)|(x € E), RE 


{= = S (z), 
n (z) = S, (z) S (z) (a = 1,2,:-), 


也 可 得 到 相应 的 负数 项 级 数 六 (zz), 它 的 部 分 和 函数 序列 就 是 | S.C 之 )} 


所 以 ， шир (5) УЖ 259115, (r)i AAEE Es 
是 一 回 事 . 为 方便 起 见 , 今 -后 我 们 将 经 常 通 过 讨论 函数 序列 来 研究 函数 项 级 数 
的 性 质 . 

ЕЗД (БУ ВА РЕЈ) 的 基本 问题 

通过 前 面 的 学 习 我 们 已 经 知道 ,车 有 限 个 函数 a (с), чох), (х) 
在 史上 定义 且 具 有 某 种 分 析 性 质 ,如 连续 性 ,可 导 性 、Riemann 训 积 性 (以 下 就 
称 可 积 ) 等 , 则 它们 的 和 函数 


ulr) + ualr) ++ ц„(х) 
E D HHR ИЛЕБИ ЛЕШ, Н.Н4ЛН ЖЕНУ ЖЕ БЫ (о В) 可 以 通过 
对 每 个 函数 分 别 求 极限 (或 导数 、 积 分》 后 再 求 和 来 得 到 , 即 成 立 


(a) limfu (æ) + uafar) + + 8,(z)J 


= limul) + lmaus(z) 十 … + limu, (z); 


. 54 ， ETE ШЭЭХ 


б) Siula) + ualr) хэн жи (40) 
一 Lula) + 4 nla) Hee + Eul); 


h 
(c) | [u (zr) + ualr) + + u (х) dr 


= [каг + | асдаг фэн + Га, соаг, 


这 些 性 质 给 我 们 带 来 了 很 大 的 方便 ， 

在 研究 函数 项 级 数 时 ,我 们 面 对 的 是 无 限 个 (zx)(n = 1,2,3,…) ,它们 
的 和 函数 S(z) 大 多 是 不 知道 的 ,也 就 是 说 ,我 们 只 能 借助 u, (=) 的 分 析 性 质 
来 间接 地 获得 S(z ) 的 分 析 性 质 .那么 很 自然 地 ,我 们 希望 在 一 定 条 件 下 ,上 
述 运算 法 则 可 以 推广 到 无 限 个 函数 求 和 的 情况 , 即 当 — co 时 ,上 面 的 等 式 
依然 成 立 . 

这 个 问题 是 函数 项 级 数 (或 函数 序列 ) 研究 中 的 基本 问题 ,其 实质 是 极限 
(或 求 导 , 求 积分 ) 运算 与 无 限 求 和 运算 在 什么 条 件 下 可 以 交换 次 序 ( 由 于 求 
导 、 求 积分 与 无 限 求 和 均 可 看 作 特 殊 的 极限 运算 ,因此 更 一 般 地 ,可 将 其 统一 


视 为 两 种 极限 运算 的 交换 次 序 ). 下 面 我 们 将 会 看 到 , 仅 要 求 > u, (z) 在 D 


ЕАК ТЕА). 
(1) ЕЛ Са) 推广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 指 当 w(x) 在 也 连续 时 ,和 


m S(z) = Eule) BE D ER, HRY 


lim >u, (z) = ` lim uar}, 
n=] * "70 


即 极限 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 (也 称 函 数 项 级 数 > u, (z) 可 以 逐 


项 求 极 限 ). 

对 于 函数 序列 15,{x)| 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 画 数 S(z) = limS,(>) 
也 在 万 连续 ,并 且 成 立 

lim lim S, (x) = lim lim 5,059, 

即 贡 种 极限 运算 可 以 交换 次 序 ， 

下 面 的 例子 说 明 ,在 点 态 收 化 的 情况 下 ,上述 性 质 不 一 定 成 立 ， 

10.1.2 i S, (r) = х”,Й]{5$„(х)| 在 区 间 ( 一 1,1] 收 化, 极限 函数 
为 

0, -1« «1, 


504) = mS) = |р ес. 
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虽然 对 一 切 n,S,(z) EC- 1,1] 连续 (也 是 可 导 的 ), 但 极限 函数 S(r) Ær 
= 1 不 连续 (当然 更 谈 不 上 在 x = 15 5). 
(2) 将 性 质 (b) 推广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 描 当 и, (х) ФЕ D 可 导 时 ,和 


函数 S(z) = Уи, (х) ШЕР ае, АУ 
4 d 
ээ = > quslar), 


即 求 导 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 ( 也 称 函 数 项 级 数 Y\ u, (x) TE 
项 求 导 ). 
对 于 函数 序列 ;Su(z)| 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 函数 S(z) = limS,(>) 
也 在 D 可 导 , 并 且 成 立 
2. limS,(z) = lim -©5,(т), 
即 求 导 运 算 与 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 


例 10.1.2 已 说 明 在 点 态 收 敏 情况 下 ,和 函数 《或 极限 函数 ) 可 能 不 可 导 ; 
下 面 将 看 到 ,即使 和 函数 (或 极限 函数 ) 可 导 , 上 述 两 等 式 也 不 一 定 成 立 ， 

10.1.3 BS le) = 2555, 5„(т)}4Е(— о, + о) 收敛 ,极限 

n 

KR Sir) = О, АПФР S (к) = 0. 

由 于 

5/(х) = Vne nz, 

因此 S, (x) BJ SF PE ГЭ Rk. Bg P 31 15, (х)! ЭРЛЭГ F S'(xw) 《例如 当 
r = 0,S/(0) = уя — + оо), 

(3) 将 性 质 (c) 推 广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 指 当 w,(xz) Е (а, 0] 


ср БАЈИ, 0% Sir) = Уба) 也 在 Ea, b] 上 可 积 ,并 且 威 立 


-1 


Suoi = >] u (z)dxz, 


н-1"4 


即 求 积分 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 ( 也 称 函数 项 级 数 2 и„(х) FTE 


逐 项 求 积分 ). 
对 于 函数 序列 | S,(z) 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 涟 数 S(z) = limS,(>) 


也 在 区 间 [a, 51 ЕН, НАУ 
f limS,(z)dz = limf $, C2)dz, 
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即 求 积分 运算 与 极限 运算 可 以 交换 次 序 ， 

下 面 的 例 10.1.4 和 例 10.1.5 说 明 , 在 点 态 收敛 情况 下 ,和 是 数 ( 或 极限 
函数 ) 可 能 不 可 积 ; 即 使 可 积 , 上 述 两 等 式 也 不 一 定 成 立 . 

和 例 10,1.4 设 
1, r'an! ARH, 
0, Hx 为 其 他 值 . 
显然 ,对 每 -个 n C N',S,(z) 在 任何 有 限 区 间 上 至 多 只 有 有 限 个 不 连续 点 ， 
因而 是 可 积 的 . 

但 是 , 当 x 是 无 理 数 时 ,对 一 切 nn,S,(x) = 0, 因 此 Sir) = lim Sa (x) 一 


5,(х=) = 


0H НУ p EN g CLH, F я> р,5„(х) = 1, 因 此 S(x) = 
limS,(z) = 1. 所 以 ,1S,(x)| 的 极限 函数 S(z) BERAR Dirichlet 函数 ， 
它 在 任何 有 限 区 间 上 都 是 不 可 积 的 ， 

例 10.1.5 设 S(z)= ят(1— х°)",|5„(х)] ТЕКЇ 0,1| 上 收敛 
于 极限 函数 S(r) =10. 显 然 对 任意 2 € NH, Sal) Б Slr) 都 在 [0,1] 上 可 
Ж! ,但 是 


1 1 | 1 
| sz)dz = | wd- «®"ат =- | (1- 2) = 29) 


1 
л 
= яту” | SG)4z2(s >). 


这 些 例子 说 明 , 为 了 解 尖 这 类 交换 运算 次 序 问 题 ,需要 引进 比 “ 点 态 收 
分 ”要 求 更 强 的 新 的 收 剑 概 念 . 

函数 项 级 数 { 或 函数 序列 ) 的 一 数 收敛 性 

“函数 序列 |S, (z)! 在 集合 D EAD) k R F S(z)” 是 指 对 于 任意 
xo € DD ,数列 |S, (хо)! KAF S(x0). 用 “se 一 NN" 语言 来 表示 ,就 是 :对 任意 
给 定 的 e > 0, 可 以 找到 下 整数 NN, 当 > N 时 ,成 立 : 

| Si(xo) — S(ro)| <e. 

-… 般 说 来 ,这 里 的 N 应 理解 为 N(zo,s), 即 N ЖЯ БЕ 有关, 而 且 随 着 хо 的 
变化 而 变化 .这 意味 着 在 D 的 不 同 处 ,S.(z) 的 收 敏 速度 可 能 大 相 径 庭 . 

RIRA S) 不 仅 在 р 上 点 点 收敛 子 S(x), 面 且 在 D 上 的 收敛 速 
度 具 有 某 种 整体 一 致 性 ,通过 分 析 其 6 — N 定义 可 以 比较 直观 地 发 现 ,要 做 到 
这 一 点 ,关键 在 于 存在 一 个 仅 与 有关, 而 与 хо 无 关 的 N = N(e). 

SEX 40.1.2 4 (5,2), z € D, — ARAS , 落 对 任意 给 定 的 e > 
AARS е ЕИ М(е), ёл > N(s) 时 ， 

| Saír? - Sfr) | <e 
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Я— r € DAŁ, 则 称 1S,(z)| £ D ERKA F S(z), 记 为 
S (z)=>S(z). 


ERATAN 162) € D 的 部 分 和 函数 序列 | Su(z)|, 其 中 


5,02) = Yle), ED ЕР S(z) ME Y! u (z) £D ЕИ 
AT Sle). Ш 
采用 符号 表述 ,就 是 <S,(z)=>S(z)"eVe »0,3М,Үл >N, Yz € 
D. 
| | S,(z)- S(z)| <e; 
m“ Уа (2) E D E-- £ 1 4 F S(z=) "ӨМ, >0,3IN, Ya > N, 
Vz € D. 


| Dula) ~ Slx} | = |S.(z=)— S(=z=) | <e. 


图 10.1.1 给 出 了 一 致 收敛 性 的 几何 描述 ;对 任意 给 定 的 e > 0, 存 在 N = 
Nt{e), 当 n> N(e) 时 ,函数 y= S.(z),= € 了 D 的 图 象 都 落 在 带 状 区 域 
(х,у) lz € р,5(х) - £ < y< S(z) +є] 
之 中 . 


10.1.1 


HT л НОВОЕ NR kE ВК ЯП BS 32 РЕ УН) — ЖОНС 
性 ,下 面 我 们 仅 对 函数 序列 举例 讨论 ， 
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例 10.1.6 @ Ste) =] rT 127 115, (4: ТЕ(— со, + оо) ТЮ 
RES S(tx) = 0. 
因为 
18,02) — 5(х) | = |= | = 1 


1 +л?д?``2я' 
所 以 对 任意 给 定 的 e > 0, 只 要 到 NN =|] z > N W, 
|5,0) – 50) | «5 < е 
х0] z Є (— оо, + оо) 成 立 , 因 此 13,(z 计 在 (- оо, + оо) Б-Р 
Slr} = 0. 
从 几何 上 看 (图 10.1.2) ,对 任意 给 定 的 s > 0, 只 要 取 N = | | , 当 > 


N BF, Ж # у = Shr) € (— со, ко) Н ЖКК 
Се, у) | lyi < е P, REE- АНЛА. 


у 


10.1.2 


$ 10.1.7 È S lr) = "(Л 10.1.2), RIRES, (+)) 在 区 间 
[0,1) Ей Э. 
对 任意 给 定 的 0 < е < 1, 要 使 
|S.(z)—- S(z)| зал < е, 


п> 5, 
n + 


因此 N = Мон) BAR |. ATH с 0, 25-5 oo 因此 不 


—. ua ph ГНА 3-1 ылы ' w + 
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可 能 找到 对 一 切 x € (0,1) 都 通用 的 N = N) 22,15,02) (0.1) 
ЕЖЕ RRAK. 

从 儿 何 上 看 (图 10.1.3), 对 每 个 п, y = 2 的 取 值 范围 ( 即 值 域 ) 都 
是 [0,1), 因 此 它们 的 图 象 不 可 能 落 在 带 状 区 域 i{x,y) z€ [0,1).0< y < 
el 中 ， 


定义 10.1.3 车 对 于 任意 给 定 的 闭 区 间 [a,b] 忆 DD, 台数 序列 |S,(x)| 
Ela, b] E-a T S(r), ШЖ S, (r) Æ D EAMA- KERF Sir). 
显然 ,在 D ЕВА ЕТЕ D EH — ЭС, TH F та ЕЯ 
不 成 立 . 
例如 ,将 例 10.1.7 中 考察 的 区 间 [0,1) 缩小 为 [0,p] RO < o < 1 E: 
任意 的 , 则 由 
| S,(z)-S(z=)| = =" < р", 


只 要 取 N = N(e) = PAE п> Ми, 


In 

| S,.(z)-S(z)] <P <e 
对 一 切 x Є [00,6] 成立, 即 1S,(x)| 在 [0,pjlp < 之 1) 上 是 一 致 收 合 的 .也 就 是 
说 ,尽管 | x"; 在 [0,1) 上 不 一 致 收获 ,但 却 是 内 闭 一 致 收 伍 的 . 

从 图 10.1.3 Ru Н, З п ЈАК, Ж у = х" ЖЕ (0, о! 上 的 
ЯВ х 轴 , 从 而 全 部 落 在 带 状 区 域 i(zx,y) | 0=< x =< о,0< y < 
є} Ж. 

ТИП y X — ВА ДРЕ, КЕПЕ В ШР ЖИП 
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B St FE BT Т. 
定理 10.1.1 456484 4115,(:)| ERA D 5 4Л4-Г5(:),КХ, 
S. (z) 5 Sir) 的 "距离 ”为 
4(5,,8)- sup | 5,(:3- S(z=)| , 
则 1S (z)] £ D E— kk ak-+ S(>) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
证 (5,0) ED F— ka F S(+),M SE asaj I >0, 存 在 
N = Ме), n > МЕ, 
| 5.62) — S(z) | < = 
对 一 切 z € ржу, ГЕ n > М, 
4(S,,S)< > < є, 
这 就 说 明 
Їл (5,,5)-0. 
БОЛЖ (Яст (5,,5) = 0, 则 对 任意 给 定 的 es > 0, 存 在 N = N(e), 当 
n > N BJ, 
4(5,,5) < є, 
ERA BH 
对 一 切 x EDRF Л 15,220) Ер К-К Р Sir). 
证 毕 
对 于 例 10.1.6 中 的 S (zy》 = e € (— œ, + о), H 
_ _ |z — 1 
| S, (z) 5(х) | 1 2 =< >, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 x =+ 1,174 
4(5,,5) = 5-0 (п — оо), 
AlS ir) Æl- со, + оо) Б-Т Sir) = D. 
对 于 例 10.1.7 中 的 S,(z) = а", € [0,1), НҒ 
d(S,, S) = „зир =" = 1—*0 (и = оо), 
UiS, (r) 在 [0,1) LFE- АЈ. 
P) 10.1.3 #5,(5) = 7 — JS (z)! #(0, + о) EKAT 
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Siz) = 0, 由 于 


1 
| S,(z)— 5(х) | = 11,5263, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 x = 一, 可知 
4(5,,8) = 2 "0 (n — eo), 
因此 | 5,(хЭ| 在 (0, + оо) ЕЖА Зов. 


图 10.1.4 


内 几何 上 看 (图 10.1.,4) ,对 每 个 x, &# у = т = зт = 1 取 到 最 
Ga s тэнхэл |0< = <+, |у | 


< s < > zi 中 .事实 上 ,1S,(x)! 在 任意 包含 x = ОВС > = 0 为 端 版 的 区 间 


вка BORRE. 
车 将 上 例 中 |S,(z)1 限制 在 任意 有 限 区 间 [o,4j0<p<A<+oo) 


上 , 则 由 15,(:-5001 =] 15,22 & 
| nx Jo nll — n2x2) 
l+ x 


= (i+ nr 


可 以 知道 当 л > -时 ， 


1 十 天 
即 1S,(z)| (0,4) Б-Т S(z) = 0. 也 就 是 说 , Sr) 在 
(0, + оо) КЕЧ — kr St. 


d(8,,5) = 1 "0 (n — ә), 


. 62 ， PTE PARRA 


9) 10.1.9 Ж5„(х) = (1—ух)х",Ш]5,(х)} {Е[0,1] ERAF S(x) 
= 0. 由 
| 5,(2)-5(:)| «01-45, 
及 
(A ae = ![я—(я+1)х1, 


容易 知道 | S,(z)- S(z)] 在 x = 一 一 取 到 最 大 值 ,从 而 


п +1 


4(5,.5)- -> а ili л i) 


СЕЗЕ 


这 就 说 明 { S, (xz) (0,11 Е KRAF S(x).= 0. 

TE 10.1.2 设 函 数 序列 1S,(x)| 在 集合 D 5,5 АНАТ S(x), Bi 
15,(23э EDE- tka r S(z) 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 数列 fr, E 
€ р, + 


tim (Spln) — S(z,))= 0. 
证 ШТ? 21 S (>): £ D E-—3 ik aT 5(х), 
4(5„,5) = вир |S,(z=)— 5(х)| —0 (яо). 
于 是 对 任意 数列 [zz |, € ОЛ 
| S,(z=,) — S(z,) | S< d(S,,S)— 0 (п o), 
关于 充分 性 RITIRARE, CAEN: lS, (r) р ЕЖ 
ATF S(x), 则 一 定 能 找到 数列 1z,1 ,zx € ,Ї S,(z,) ~ S(z,)—= 0 
(п — оо), 
由 于 命题 "1S,(x)i #E D Е-ЭОХЯСР SY 可 以 表述 为 
Ye >0,JN,Ya> NYxED:,|S(r)- Str)| <e, 
因此 它 的 否定 命题 "iS,(x)| Е р EA- ARAF S)" 可 以 表述 为 ; 
Че, >0, YN >0,J3n > №, Эх Є р; |S, (r)}- S(z) | Z o. 
TE, AURREI ERR: 
ЖОМ, = 1,35 >L, Jr, € D: 15, (=, )-- S(z, ) | Zo, 
取 N; = му, ан > т, Ч ха, € D. | S, (En) 一 S(=, ) | Z= Ep, 
ДОМ, = пд, 3, > п&-1з J En, Є D: | S, Сам) 一 S(x, ) | 2 е0, 


对 于 л Є № \ иу, тэтп ,| ,可 以 任 取 Em €E ,这 样 就 得 到 数列 
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2,1,2, € D, ЕЕ z, | 使 得 
| S (z, )- 5(х„) | Z= eu, 
显然 不 可 能 成 立 
lim(ss(z) = S(z,))= 0. 
证 毕 
定理 10.1.2 常用 于 判断 男 数 序列 的 不 一 致 收 伍 ， 
如 对 例 10.1.7 中 的 S,(z) = т", € (00.88 л, -1-4-6 
[0,1), WJ 
5,(ж„) = S(z) = (1-2) lr e), 
ARA S) 8Е(0,1) КЖ—Ж ЖТ S(z) = 0; 对 例 10.1.8 中 的 S(z) 
= Ep 2 € (0, + ©), TAR z, = 1 


5,(2,) - S(z,) = F, 
同样 也 说 明 1S; (xz)i 在 C0, + о) РЖ ИТ SC) = 0. 
例 10.1.10 H S, (x) = nxtl ~ z2)",z Є [0,1](Й,#1 10.1.5), W 
|S,(z)1 在 [0, EAF S(z) = 0. 取 z, = T, N 


S,(z) - Sle) = (1-5) >1 (нә), 


п? 


ЖЯ IS (z)! 在 [0, 1] ЕЖ-501 СР Stx) = 0. 


>J 题 
1. 讨论 下 列 六 数 序 列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收 语 性 . 
(1) S,(z) тєг (1) x E (0,1), (ü) r€ (1, +оо); 
(2) Salz) = хє z € (0, + so); 
(3) 8,(5) «на G) z € (-ө0,жоо0),(0:61-А,А1 
(4) 5,(х 3 = arctan nr (i) х € (0,1), (19 € (1, + œ); 


(5) S,(z) - J + + z € (— оо, + о); 


(6) Satz) = nz(1- z)" = € [0,1]; 
(7) 8,02) = 2 (0) € (0,1), (19: Є (1, + ©); 
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(8) 5,(2) = 让 一 (i) z € (0,1), (iix € (1, + œ); 
(9) Sr) = (sin r)” r€ [0,я]; 
(10) 8,(2) = (пх) (i) х € [0,7], 

1) х El, r- 6](8 > 0); 


(1) 8,02) = (1+ zy G) z€ (— оо, + oo) (i)z € [- A,A]; 


(2) 8,4 -я|/2--4-/:) zE @,+ =). 


2. B S, (x) = n(z"— х2"), ШФ S, Cr) | 在 [0,1 收敛 但 不 一 臻 
收敛 , 且 极 限 运 算 与 积分 运算 不 能 交换 , 即 


1 1 
im 9,0082 # | іа, Се). 


3. ## S, (z) = Fr: 22,00 
(1) вя! 5, (т Ji ЇЕ(- œ, + оо) ERa 
(2) FES, (e) 在 (- өө, + о) рж; 
(3) акан чаан ЕЕН, Б 
lim 3~ ds, (х) = q, 5, (ж) 
并 不 对 一 切 z Є се, + оо) 成 立 ， 
4. 5,(х) = L arotan z" , 则 函数 序列 {S,(z)| 在 (0, + о) 上 一 致 收 
伊 ; 试 问 极限 运算 相交 И 
lim -~ -ds (z) = q, Шп5„(х) 
是 否 成 立 ? 
5. 设 S(z) = бие?" AP а ЖЩ. R a 的 取 值 范围 ,使 得 函数 序列 
IS,(z)i 在 [0,1] 上 


(1)-20 8 
(2) 积分 运算 与 极限 运算 可 以 交换 , 即 


1 1 
imf S (zx)dr = | limS, (x )dr; 
n>a 0 0 я 
(3) 本 Вр х € [0.1] 成 立 
lim += d. (т) = q, mS, (z). 
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6. 8 S(r) 在 区 间 {a h) 连续 ， 
8,(2) = a|s [z +t)- S(z) |, 

EHIS, C) 在 (a,8) AA- RAF Sr). 

Т.Ж Sota) #[0,a ] 上 连续 , 令 

5,(:) = fis, attdi, п = 1,2,", 

则 1S, (z)! 在 [0,a] E- -ARAF 0. 

8. S(x) Æ[0,1] #4, S1) = 0,EHB.12z"S(z)] Ж[0,1] E-A ИЖ. 
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用 定义 或 定理 10.1.1、 定 理 10.1,2 判断 郴 数 项 级 数 ( 或 函数 序列 ) 的 一 
致 收 化 性 需要 先知 道 它 的 和 形 数 (或 极限 函数 ), 这 在 许多 情况 下 是 难以 其 至 
不 可 能 合 到 的 ,四 此 有 必要 寻找 无 须 事 先知 道 和 函数 (或 极限 函数 的 判断 条 
件 . 

我 们 知道 ,用 8 — N 定义 判断 一 个 数列 的 极限 ,需要 先知 道 它 的 极限 值 ， 
而 用 Cauchy 收 襄 原理 则 可 以 避 开 这 一 点 .将 这 个 结论 用 于 消 数 项 级 数 , 就 有 

定理 10,2,1{ 函 数 项 级 数 一 致 收效 的 Cauchy 收效 原理 ) ARTAR 
Уш) Жр E—#K# 0 Ж,8-5Ж%{ ТРЕЊА е > 0, 奇 在 
正 整数 N = М(є).8 

tina hE) + ua (z) + + ид (х) 1 < е 

ith m > x > N 与 一 茹 x 人 Юя. 

证 ”必要 人 性. 设 3 (ÆDE -BKA MRKA Slr), A Y e> 

a=l 
0, IN = Nle), Vn > №, Ух € D. 
|X ula) = 800) < < 5. 

于 是 对 一 切 т > x > N 540 Є D, RA. 


этэн эс 
«| Ушба) 一 8(5)| + Dul) 一 S(x)| < е. 


充分 性 , 设 V e >0.33N = Ме), Vm > n > N, Vz € D: 


| untitT) + tpl T) + + u (z) | 


。 66 ° =т= ЛИН 


= | Уш) 一 У) ul)| < =, 
8-1 ре 
Bi х € 万 , 则 数 项 级 数 >， u, (z) 满足 Cauchy KARA, Dn k t. 19 
S(z) = Yula), r€ р, 
在 | ua- Дао) < 号 中 国定 n, 令 m oo, 则 得 到 
Sao- S(z)| < > < E 


对 一 切 z € D 成 立 ,因而 > ulz) 在 D 上 一 致 收 敏 于 S(z). 
证 毕 
可 以 相应 写 出 函数 序列 一 致 收 伍 的 Cauchy 收 笋 原理 ， 
“RAFS (r) 在 万 上 一 臻 收 笋 "全 Ye >0, JN,Vm >n > N, 
Vx Є Р. 
| Salz) S (z) 1 < е. 


定理 10.2.2(Weierstrass 判别 法 ) Жайла ЖУ! (2), z € D 
л= 1 


每 一 项 a (z) 满足 
lu,(z)] Ка, z€ D, 


жазава, 72:38! > и. (z) £ D F -- s ck. 


证 由 于 对 一 切 z € 万 和 正 整数 内 > n N 
|а) + моб) + + нбх) | 
< lunala) | + коб) | ++ | unlx) | 


= бы H G, + T+ йы, 
ШЕ 10.2.1 和 数 项 级 数 的 Cauchy 收 合 原 理 , 即 得 到 2 а(х) E D bR 


WAN. 
ЖЕЕ 


从 上 面 证 明 可 进一步 知道 ,此 时 不 仅 > w, (x) Ж D Еа ЭРНЖ 
级 数 各 项 取 绝 对 值 所 得 的 函数 项 级 数 2, аб) 也 在 石上 一 致 收 伊 . 


例 10.2.1 # > 79 ЗО ЛИ > а,в пя ы 2 ansin nr Æl- оо, 


$2 一致 收 傅 级 数 的 判别 与 性 质 * 67 ， 


mm 


+ =) bauge. Нэр, У) SS Бө > 1), У) C L "sin nz ид 


都 在 (一 上 ,+ оо) Б — є. 
定理 10.2.3 HARTAR a (zx)b,(z) ,x € D, BENTRE 
п=1 


2—1 >) а„(х)5„(х) Жр -Е—җҖЖКж. 
=1 


(1) (Abel 判别 法 ) аяа, (2) асра 是 音 
З445,81а,(:1 在 门 上 一 致 有 界 ; 
|a, (z) | < M, Vr Є D,Vn € Nt; 


同时 ， У) p (z) Жр Бажа. 
(2) (Dirichlet 判别 法 ) HREF al) 84—866 > € D £ +n 
Ж 90, Alale) 在 口上 一 致 收 化 于 0; иа, айай УЬ (r) 的 部 
分 和 序列 在 口上 一 致 有 界 ， ` 
Ре] <M, YED, ун € N. 


证 (D 456,02) 在 了 上 的 一 致 收 敏 性 ,对 任意 给 定 的 。 > 0 ,存在 
N = N(e), $E 


У) 323) < є 
унлу: E DIRX. AM Abel 引 理 ,得 到 

|D аба] (Габа) +2 ама) | )< 3Me 
5-4 т > x > N Si-—BJz € D R БН Cauchy 收敛 原理 (定理 10.2.1)， 


Sla,(z)6,(z) жр Е га. ХЭ ИН T Abel 判别 法 ， 


(2) Mialo) 在 五 上 一 致 收 伍 于 0 和, 对 任意 给 定 的 s > 0,## N = 
М), n > МА, HH aE DAY 
la,(z)| <e. 
由 于 对 一 切 n > n > N, 


Sawl = |С) (=) <M, 
Е= +1 二 一 二 8-1 
应 用 Abel 513 ,得 到 
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|$) аба) б) | «с2м(1 аб) | +2 | alz) 1) < 6Me 


对 一 切 z E DRA. Ж Cauchy KAA (ХЕЕЕ 10.2.1),2 (а,(5:8,(х)3Е 
x=1 
D 上 一 致 收 敏 .这 就 证 明了 Dirichlet 判别 法 ， 
证 毕 
Ж ”在 定理 10.2.3 的 黄 个 判别 法 的 条 件 中 ,都 要 求 {a,(z)| ЖТ п 
调 , 请 读者 思考 是 什么 原因 ,另外 ,Dirichlet 判别 法 包 会 了 Abel 判别 法 ( 即 Abel 
判别 法 可 由 Dirichlet 判别 法 推出 ) ,请 读者 自己 给 出 证 明 . 


8 10.2.2 2316, шек, Уа aa 在 [0.1] БЖ. 
n=1 п=1 


证 К 12| ЖТ и 单调 ,日 
|=] «1, z€ [0,1] 


51-41 я RE Ya, 是 数 项 级 数 , 它 的 收 伍 性 就 意味 着 关于 х 的 一 致 收 和 
性 . 由 Abel ЖЕ, 得 到 Хад" 在 [0, 1] 上 的 一 致 收 化 性 . 特别 , 如 
> CD" ag > 0) 0,1] Е Sukat. 

例 10.2.3 8 1а,] БИН 0, U У ао яг Ч S ansin nx 在 


(0,27) 内 闭 一 致 收敛. 
证 AA fa) 收获 于 0 意 昧 着 关于 z 一 致 收 伍 于 0. 另 外 ,对 任意 0<< о 


<r, z € ls, 2n- ó] Pf, 


[sin „+ 1 хп 
2 2 1 


Zoos Аа = 


. z . 
2| на sin 5 


"ч | es( +} ~ os F 1 
> sin kz | = хо ; 
k=1 


sin = | sir 
2 


ме 


由 Dirichlet 判别 法 ,得 到 >) aco нх 与 >) a, sin nz 在 [5,2x — 8] 上 的 -- 臻 
#=1 a=] 


ШЕЕ, 


一 致 收效 级 数 的 性 质 
现在 我 们 可 以 来 回答 上 一 节 中 提出 的 关于 函数 项 级 数 (或 孙 数 序列 ) 的 
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基本 问题 , 即 在 什么 条 件 下 , 和 函数 (或 极限 函数 ) 仍然 保持 连续 性 、 可 导 性 、 
可 积 性 等 分 析 性 质 ， 

定理 10.2.4 {连续 性 定理 } ЖА ҖӘЕ] 5 (у) 的 毒 一 项 S. fr) 在 
[а, b] š3k Ela, b] 上 一 致 收 评 于 SCx), 则 S(z) Ela, b] 也 连续 ， 

Ш ха. 2] 中 任意 一 点 ， 

н (5,05)! Æla, b] E- -HRAT Slr), TAHERA EN e > 0,# 
在 自然 数 NN ,使 得 


| 84(23-138(9| < 3 
对 一 切 z Ela, b] 成立 .特别 ,对 хо 与 任意 的 roth C [a ,b] ,成 立 
| Sylo) — S(zo)| < ЕЎ 


| Suí жо + h) 一 (жо + h)| < F 
由 于 Syl) 在 [a ,8] 连续 ,所 以 存在 6 >>0, 当 |hl < д, 
| Sv{xo + h) 一 Syl zo) | < 3: 
于 是 当 | 有 | < 8 时 ， 
5(жху+ А) ~ Slza)! 
Sl Sro +A) – 5м(хо th)! +| Sy(zo + А) — SN(zo)| +| SN(xo) — Siro) | 
<, 
RẸ Sir) 在 хо 8. 
由 х0 [2,21 中 的 任意 性 ,就 得 到 Sir) Ela, b] 连续. 
证 毕 
在 定理 10.2.4 的 条 件 下 ,成 立 
lim lim S$, {x) = lim lim 5, (59, 


лээхү пп 


ВПТ А Я п SF KF. 
对 应 到 函数 项 级 数 ,连续 性 定理 可 以 表述 为 : 


定理 10.2.4 ERA n u, (z) Ela b] ER, яи, (х) #[а, k] 
t-kit F S(z), A S(r) Ж а, al 连续 .这 时 ， 对 任意 zo E la, b], Ñ 
Fi 

вэ Ун = Ў imas, 


即 补 限 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 . 
E “由 于 连续 性 是 函数 的 一 种 局 部 性 质 { 连 续 是 逐 点 定义 的 ) ,因此 ,在 
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每 个 wx, (0000 8,02) 0а, 6) 连续 的 前 提 下 ,只 要 Yu (z)( 或 1S(z) 
=] 


Ela, b) ЕРҮНГ--8О 902) ЖЕШ (х) 在 开 区 间 (a .5) 连续 . 
请 读者 结合 分 析 {x"| 在 (0,1) 上 的 一 致 收 敏 情况 与 S(z) 的 连续 性 自行 加 
22 

例 10.2.4 Ж 10.2.3, ial S PH e S T 0 时 , 函数 项 级 数 


Ў) a cos пх 与 2 ааш nr 在 (0,2r) 都 有 是 内 闭 一 致 收 襄 的 . 由 于 每 项 


asin nz 与 4cos nz 关于 都 是 连续 的 , 由 定理 10.2.4, У ало их 与 


Уа, sin nz 在 (0,2r) 都 是 连续 的 . жау) s az У Š 211 等 ,都 是 
Мп 
(0, 2л) EEEH ЖЭ. 
定理 10.2.5 KARES (х)} @ 4—1 5,(2:14 (а,51| 44 E E 
[2,2] t- Rit T S(r), H S(z) Ж [а,Ь] 可 积 , 且 
seaz = limf sz)az 
证 ”由 定理 10.2.4,S{x) 在 [a,5] 连续 ,因而 在 [a,b] TE. 由 于 
[SsS, (zx) 在 [a ,bj 上 一 致 收 仇 于 SC(x), 所 以 对 任意 给 定 的 e >0, 存 在 正 整 数 
N, “n> МЕ, 
|S,(z) — S(z)| «є 
对 一 切 х C [a ,b] 成立, 于 是 
h ñ b 
| | s,G)az 一 | S(z)éz| <| 


S,(z) — S(z) dz < (b - a)e. 


证 毕 
在 定理 10.2.5 ЖЕ F ,成 立 


b b 
| lim 5,(х)4х = im| 5,(х)ах, 


рэа рр з Pr ZRF. 
对 应 到 函数 项 级 数 ,我 们 得 到 
定理 10.,2.5 ( 逐 项 积分 定理 } HAEA n ul) 在 La,b] Æ$, 8 


> и.(х) Ela, b] L — 83k Siz), Ж S(z) #la,b] 可 积 , 且 


n Бүс СЭР" 
| 8(х4х - | У) иш„(т)йс = >] и,(т)4х, 
Я а n=} п=1 g 

即 积分 运算 可 以 和 无 限 求 和 运算 变 接 次 序 . 
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， 71 ， 
Ж ”在 定理 10.2.5( 或 定理 10.2.5 ) 的 条 件 于 ,可 以 得 到 “对 任意 固定 的 
zo € [a,b], 函数 序列 | | S,(2dzj( 或 函数 项 级 数 > | н,(040 在 


Га, b] 上 - 致 收 化 于 | 8(:)4:7 的 结论 ,请 读者 自己 给 出 证 明 . 


I| 10.2.5 ШЕН; = Є (— 1, 1) 时 ,成 立 
ш _ н-1 
У) a 2 y 1 1 5 
n=l 


3 2 
- r + ДС тсз = arctan ж. 
3 5 


证 HEE E (~1,1), 可 以 取 到 6 >0, 使 z Є[—1+8,1-8].Юй 
数 项 级 数 2 (- 1)" 1x 的 部 分 和 序列 | So(z)| 的 通 项 为 


__1 ШҮ" 
5,(5) = ту 2211-00-49", 
ШЭС(-х 0) 2Е(-148,1-41Е-50  ТО0,8910|(-1)" 127771 在 


1-1+ 0,1-0] 1-9 5 S(z) = 2—2. 
应 用 定理 10.2.5 进行 逐 项 求 积分 


Sf 1 771:2"-24ү- N d: 


л=1 ü 1 +{?' 
即 得 到 
= n-i 
2, COT анч 一 并 一 ЭЭЖ 3-6 = arctan z, rÊ {- 1,1). 
d=1 


证 毕 
例 10.2.6 ”证明 ; 当 xw € (— 1,1) 时, 成立 
之 сала = ж - а + + - = ](1 + z). 
对 任意 xz C (- 1,18 6 >0 Er Є[-1+8,1— 8] Æ 
例 10.2.5, 可 知 函 数 项 级 数 >,(- 1)" lal -144,1-61 L — Skit 3 
1 
于 S(r) = 132 


应 用 定理 10.2.5 进行 逐 项 积分 


сю 


YS O saa = т“ 


证 


24 1+? 

8 48-21 
> CD. = ұ "TZ + та? == (1+2), z€ (1,1). 
#=1 
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(1222 
EH 10.2.6 ЖАЙЊЉЯ!5,(:)| 满足 
(1) 5,(53(»л = 1,2,-) 在 [a,b] ЖГ; 
(2) 18,(33| Æla, b] АБАЖА S(r); 
(3) |S;(z)! 在 [a,6] 上 一 致 收 化 于 olr), 
则 S(z)#la, 5] TẸ, EL 


Ss(z) = аба). 
证 ”由 定理 10.2.4 j 10.2.5, TA а(х) Æla, b] 连续 , 且 
| end = lim| 8{(т)чё = tim[S,(z) - 5„(а)] = S(z) ~ Sla). 


由 于 上 式 左 端 可 导 , 可 知 S(z) tti, H 
S'(+) 一 olz}. 
证 
在 定理 10.2.6 的 条 件 下 ,成 立 
É limS,(z) = lim 25,02). 
即 求 导 运 算 可 以 与 极限 运算 交换 次 序 . 
对 应 到 函数 项 级 数 ,我 们 得 到 


定理 10.2.6'( 逐 项 求 导 定理 ) ванн) (х) 满足 
(1) и, (хи = 1,2,0) Ela b] 899; 
(2) Sula) Жа, b] 点 态 收效 于 50); 

n=1 


(3) Suila) Жа, Б) E— 33k ak olx), 
п=1 
M] S(z) = Su (z) 8|а.,61| 可 导 , 且 


4 ED ulz) = > Eun), 


即 求 导 运 算 可 以 与 无 限 求 和 运算 交换 次 库 . 
注 (1) 根据 定理 10.2.5 和 定理 10.2.5 的 注 HO iS) (R 


Sle) 在 [a,6] ЕЕ Ж olr) 出 发 ， 可 得 到 1Su(z)i( 或 


X ula) Ela, b] ERRASSE- ARAF S(z) 的 结论 . 
(2) 与 连续 性 类 似 ,由 于 可 导 性 也 是 函数 的 一 种 局 部 性 质 ( 可 导 也 是 逐 点 
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定义 的 ), 因 此 ,在 Yu (zj( 或 1S(z) Ela, b) 收复 于 S(z) ,并 且 每 个 
m=1 


un(T)( 或 S,(x)) fg (a,b) 连续 可 导 的 前 提 下 , 同样 只 要 Уба) 


155(:31) Ela, b) РИ — ХЭН , ЗОВ l uE S(z) 在 开 区 间 (&， b) 可 导 ， 
例 10.2.7 证明; 对 一 切 x € (— 1,1), RE 


`4] 


пі" = g tri + 312 +з = 一 一 二 ， 
1 (1 — r)° 


ж 


证 Ун а^ Ж(—1,1) БӘСЕ Sle) = р, 


Уа" Л У) nzn-1, 对 任意 0< о < 1,58 z € l- p plt, 
п=] п=1 


| их" « = пр 


mm 


н > no"! 的 收敛 性 ,应 用 Weierstrass 判别 法 (定理 10.2.2), 可 知 ә ул" 
я21 ==] 


El- po] 上 一 致 收银 ,换言之 , 函 教 项 级 数 > n ЖЕ(—1, 1) AAE 
п= 1 


i 


应 用 定理 10.2.6 APN зүү 进行 逐 项 求 导 , 即 得 


п=1 


两 边 同 时 乘 上 + ,就 得 到 
2а = z +I? + ri + = ар 
需要 指出 的 蚌 , 定 理 10.2.4, 定 再 10,2,5 与 定理 10.2.6 中 的 条 件 者 是 充 
分 而 非 必 要 的 .对 于 定理 10.2.4 与 定理 10.2.5, 我 们 可 以 考虑 例 划 .1.8 中 的 


S,(z) = ту 2272, 9099115, (х) 在 [0,1 收 笋 于 Slr) = 0,fBilk 3 + 
是 一 致 的 ,然而 S(z) = 0 在 [0, 1] 连续 而 且 可 积 , 并 且 


1 1 {901+ п22) 
[ S. (odz НТ: | 1 + ntr? 
1 і 
= z PQ + se -0 (а — °°). 


ХРЕН 10.2.6,81 135 2 f (z) = 1+ n art), BRF fl) 
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在 [0,1] RAT f(x} = O.H £. (z) = S,(x) = 153, Се) 
[0,1] HAF Slr) = 0НЧЕ — о АК (с) 不 满足 定理 10.2.6 
的 条 件 ,但 仍然 有 РЕ) = S(r) 的 结论 . 
由 上 面 的 讨论 , ЖЕП ЯЙ ЛЕ Ж 10.2.4 的 道 命 题 一 般 来 说 不 成 立 , HH 
[а ,2] 区 间 上 连续 的 函数 序列 | S С) 收敛 于 连续 函数 S(z) 并 不 意味 收 生 
Ela, b] 上 具有 一 致 性 . 但 是 在 一 定 的 条 件 下 ,我 们 还 是 可 以 得 到 收 剑 在 
[а,Ь] 上 具有 一 致 性 的 结论 ,这 就 是 下 简要 叙述 的 
定理 10.2.7(Dini ЖН) #%ҖдД]5 (rz)| ЁО НИ са, | 5 БЖ 
AT S(x) ,如 果 
(1) S (r\n = 1,2,…) Æla, b] £ $, 
(2) Slr) 在 [a,b] 连续 ， 
(3) ]S,(z)i 35-Р л Ў, РЕВЕ х Ela, b], iS, (r) 4348 
431, 
8) 15,(531 Ela, 5615-3544 Sir). 
证 ”用 反 证 法 . 设 |S,(x)i ТЕ[а,5] 上 不 一 致 收 敏 于 S(x), M 
3ee>0,VN2>0 Эя > №, Зх C€Cla,b]:|S,(z)— Str)| Z= є. 
ЖАК; 
N=1,3n 2>1,3z(€ la, 61:15, (>i) -8(х1)| Zo, 


N= м,н > я, z C [a, 5] : | Sn, (х2) 一 S(za)| Z єр, 


于 是 得 到 数列 zj ,zx C Га, Б]. 
由 Weierstrass 定理 ,! >, | ВЭР. 为 叙述 方便 ,不 妨 设 x —= КЄ 
[а, b], (k — œ). BF ш5, (0) = S(5), 所 以 对 so > 0, 存 在 NN, 成 立 


18,00-5(01« 7. 


由 条 件 (1) 5(2),54(2)-5(:)48ЕЁл- СО ET z, — Clk —= oo) ,存在 
正 整数 ,使 
|5402) — S(r) < gp 
ХА > KEY. 
HARAG), 8015,02) 关于 nn 的 单调 性 , 则 当 % > N 与 & > КЕ, 
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Sir) = S(z;)] <| Sylar) — S(z,)| < о. 

H T 有 一 co 一 ceo) 当下 充分 大 时 ,总 能 满 正 志 > K Sim > N , T E 

成 立 
5.050) — 5(х)| < є, 
这 就 与 
15, (20) ~ S(zi)| 260 (Vk € М") 
产生 矛盾. 
证 毕 

定理 10,2.7 中 x 的 取 值 范围 闲 区 间 [a, 2] 不 能 换 成 开 区 间 (a , 5), 请 读 
者 自己 分 析 一 下 原因 ， 

对 应 函数 项 级 数 ,我 们 得 到 


定理 10.2.7 设 遂 数 项 级 数 》 u(r) 在 闭 区 间 [a,b] E. ЖАКЕ 


Stz), 如 果 
(1) и(210(я = 1,2,…) 在 [a, b] 8 9; 
(2) 5(=) ёГа, | 连续 ; 


(3) 对 任意 固定 的 xz Ela, b], >) u, (су 是 正 项 级 数 或 负 项 级 数 ， 


#=l 


则 > u. (z) 在 [a,6] 上 一 发 收效 于 5(=). 


处 处 不 可 导 的 连续 函数 之 例 

一 般 说 来 ,数学 分 析 所 讨论 的 连续 函数 在 其 绝 大 部 分 连续 点 上 总 是 可 导 的 .因此 在 数 
学 分 析 的 发 展 历 史上 ,数学 家 们 一 直 和 猜测 ;连续 本数 在 其 定义 区 间 中 ,至 多 除去 可 列 个 点 
外 都 是 可 导 的 ,也 就 是 说 ,连续 函数 的 不 可 导 点 至多 是 可 列 集 . 

以 后 , 随 着 级 数理 论 的 发 展 ,Weierstrass 利用 函数 项 级 数 第 一 个 构造 出 了 一 个 处 处 连 
续 而 处 处 不 可 导 的 是 数 ,为 上 述 狂 测 做 了 一 个 否定 的 终结 .下 而 我 们 名 述 的 反例 相对 简易 
些 , 它 是 由 荷兰 数学 家 Van Der Waerden 于 1930 4 Ё. 

设 р(х) Ж х 与 最 邻近 的 整数 之 间 的 距离 ,例如 当 . = 1.26, 则 ф(х) = 0.26; 


- 3.67, p(x) = 0.33. 显 然 g(z) 是 局 期 为 1 的 连续 函数 . 且 | p(z) | < +. 


4 


fiz) = у; st, 


由 于 | еп) | < 1 23), T ШЕ ЙЕ, КУ НЕЗ 10.2.2(Weierstrass | ИН, 


TA /(х) ЗОГСОВ ЕЖЕ ЖСР x € (— со, + оо) — КЙ. ИШ р(х) HERH, 
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应 用 定理 10.2.4” ,得 知 fx) #E(— ос, + оо) Ж. 

现 考虑 fir) 在 任意 一 点 之 的 可 导 性 .由 于 Р(х) RARE, ЛА 05 х «1,989 х 
表示 成 无 限 小 数 

x 一 ajta apa 

芭 工 是 有 限 小 数 时 , 则 在 后 面 葵 上 无 穷 多 个 0. 然 后 我 们 取 
10", X ap 0,1.,2,3,5,6,7,8, 
~ 107%, H an = 4,9, 
例如 设 r = 0.309 546…, 则 我 们 取 h, = 1071.8. = 104, ha = – 10°, h; = 10%, h; = 
— 1075, As = 1076, e. BA 


т 


ha #0 бт оо). 
根据 h. 的 取 法 ,可 以 知道 ， 
(1) F n > m В, pO {e + h,)) = pde + 1077) = (10%); 
(2) {н< m B| ,10"(x + А.) 5 10° 有 相同 的 最 邻近 整数 点 ,因而 
e(10"(z + h,))- ФО") -2 М", 
其 中 符号 是 由 х,» Ут 唯一 确定 . 
现在 考察 


Кх + А.) fr). У PO" (Cr+ h,) — ф(10"х)) 
hm = 10° „ i 
ТЕ ЕВ, лон В, НУТ poUr + h,)) = PCl0z), 这 些 项 都 为 0; 当 
n < т 时 ,由 于 分 子 与 分 母 都 为 上 10”” ,但 符 续 可 能 不 同 ,因此 这 些 项 不 是 + 1 就 是 -1. 
于 是 我 们 得 到 


Kerh) AD ЭН 
m -0 


Зин, НЕА ЕУ mx 一 致 ,由 此 可 知 
jim (= + ha) — Ка) 


T m 


不 存在 ,也 就 是 说 ,六 x) 在 任意 一 点 x 是 不 可 导 的 .这 样 ,一 个 处 处 连续 ,但 处 处 不 可 导 的 
函 煞 芭 例 通过 函数 项 级 数 这 一 工具 而 被 构造 出 来 了 . 


习 题 
1. 讨论 下 列 函 数 项 级 数 在 所 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 ; 
(1) 0 ж)", х Є 10,11; 
0) Уа - z, z € [0,1]; 


(з) У) ze =, G) z € (0, + eo), 
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(17 > € 16, +оо), ё > O; 


(4) Y me s=, + € (0, + eo); 

(9) > 5 rE(-%,+%); 

ө) >) aa, z€ (— о, + со), 

(7) > 1)"(1- x)z", тЄ [0,1]; 

в) 5) 2, z Є (— eo, +); 
n= ЖЭ 

(9) > sin st, (i) x € (0, + so), 
п= ў T 


(17 z€ [5, +), 4 > 0; 


00) $ nz sn az, ж € (— о, + о); 
аз ро z € (— о, + о); 


(12) У-у z€ (— ©, +оо). 


2. ЧЕН РД (x) = 24 РҮҮ 
3. 证 明 :函数 f(z) = Dne 在 (0, + оо) 连续 ,日 有 各 阶 连 续 导数 ， 
4 证明， ТЭЭ 点 gG, + о) 连续 , НЯ ЖИЕ Әй; ИЖ 
> Со, + оо) 连续 ,是 有 各 阶 连 续 导数 ， 
5. 证 明 ; 函数 项 级 数 (т) = У arctan 55 可 以 逐 项 求 导 , 妈 
(а) = > 二 aretan 25. 
6. валаа, ск, ПЕНА. 


0) а D = Bans Df Dande = Da 


хэ түл 


7. u (z),ə, (z) ТЕР a, bO 连续 ,上 县 | z, (z)]| S olr) 97—07 n 


. 78 ° PTE AARRE 


€ Nt REED olr) Ela, b) АЕР TERA, Д У) ulr) 也 


BARET- TERE 
в. 设 函 数 项 级 数 > ulz) z = a Чу = b kM EIH n € N", 


“ (z) EMRA La ,6] 单调 增加 ,证 明 ; > а, (2) Ela, b] Ей, 
9. Шлем, и (z) Er = a GEE B Su (z)#E z = a 
散 , 则 对 任意 6 > 0,31 u (2) #(а,а + 8) ЕЗЕК, 


$3 SRA 
下 面 我 们 讨论 一 类 特殊 的 函数 项 级 数 
Sala 一 ту" = ag + a (z 一 хо) + азб 一 х0)? + 


Фф a, (= 一 zo)” +, 
JA агае К A ЖЕЙ. 
TA ARAA ЫА Е — T ARRERA”, ERRA Я 5, (2) 
是 一 个 n 次 多 项 式 .为 了 方便 ,我 们 通常 取 ro = 0, 也 就 是 讨论 


mm 
Уа" = agt аук + agt? + + ад" +", 


п= (0 
只 要 对 所 得 的 结果 做 一 个 平移 z = 1 一 xo, 就 可 以 推广 到 >, > 0 Ві. 
ни 


对 于 每 级 数 ат ,我 们 首先 有 
ощ] ЫЎ zl， 
根据 数 项 级 数 的 Cauchy 判 别 法 , 当 上 面 的 极限 值 小 于 1 时 ， Удаа" 绝对 
收敛 ; 当 上 面 的 极限 值 大 于 1 时 ， Эр, 发 散 . 如 果 令 


А = limy lanl, 
定义 


83 BAK ， 79， 


+œ, ҖА = 0), 
_ 1 、 оо 
R=4}, 当 4E (0+oo)， 
0, 当 A =+ со, 
WRIA 
EH 10.3.1(Cauchy-Hadamard Ж) Ж Уа," B |z | < В 
Shkak Б |z] > R 时 发 散 . 
注意 在 区 间 的 端点 x = + R, ARAUA tj 40921:51134 Л. 
对 于 Уа, (= x0)", 则 有 平行 的 结论 :考级 数 在 以 xo 为 中 心 ,以 民 为 半 


径 的 区 间 内 绝对 收 钱 ,而 在 该 区 间 外 发 散 .在 区 间 的 端点 хо + R ARREN 
散 性 必须 田 行 判断 ， 

ЖККУ. Ч R —+ oo 时 ,震级 数 对 一 切 х 都 是 绝对 
KAR R = 0 时 , 构 级 数 仅 当 了 = тн]. 


例 10.3.1 жай) =, у) (207 > „(аи йн 


R = 1. X Хавай D 2) 2-17 的 收敛 域 是 [0,2]; 


>》 alr 1)" (2,0). 


a=l 


例 10.3.2 яваа) CHIE, 1) muta. 


й нх 
mma 2+CDT з, 
所 以 收敛 半 径 为 R = 亏 . 请 读者 自己 证 明 , 当 z = zo + R = Š 5 z = z = 


R = 二 时, 私 级 数 都 是 发 敬 的 .因此 它 的 收敛 域 是 [ — ,— ). 

THRA 38800125 ГЕВТ 8 Г Cauchy 判别 法 ,还 有 DAlembert 判别 
法 ,下 面 的 定理 就 是 D'Alembert 987369800 РАУЛ 9. 

定理 10.3.2 (D Alembert 判别 法 ) Peka RA R D аш" 成 立 


， an+] 
iim | 一 一 


m—= r 


жаа R = 4. 


= А, 


п 


80+ == ЛЭН 


定理 的 证 明 包 含 在 引 理 0.3.1 给 出 的 不 等 式 


1-2 Яв-1 


ка| | < m ТТ < m Тал! < 而 | 
中 ,此 处 从 略 ， 
例 10.3.3 ”考察 震级 数 > ， Wa" кант. 
解 ”因为 
(п +1)" 
li | nt = lim Dl =e 
n— йк т-=оо п? i 
nl 


所 以 收 化 半径 为 RR = — 
当 z = 过 时, D сал 是 正 项 级 数 ,由 Stirling 公式 ( 例 9.5,5)， 
п=0 
Hat — E= (а-ә), 
" PUT SEIS € 2лл 
可 知 > Жал {Ет = 1 时 发 散 ; 
#=0 
“r= 2, У Жүл" 是 交错 级 数 ,由 于 
л-0 
(n + 1)"*1 x +I 
(a + 1)! * 1 LY 
т = 1+5) <1 
я" a е n 
ас 
且 
п” п 2412 — — ОО 
| A Oe), 


рэ A an 在 z = -十 时 是 Leibniz 级 数 ,所 以 收 全 


ELIR, D m аа 1.1). 

TARDER 

Abe E ЖЕҢЕ LRR, HEYT Abel 第 一 定理 与 第 二 定理 ,其 中 
第 一 -定理 是 这 样 的 ; 设 z, = PEFEA gka, Д 1 С |21 时 绝 
ХЭЭВ ЭГ 5 За Ж.ЭЖЭХ ЭЛ л 28, 1: lz] >|] | 时 发 散 , 显 然 , 这 一 结论 已 包 
含 在 定理 10.3.1 之 中 .下 面 我 们 叙述 第 二 定理 ， 


AN na pp PTE hr e m: 


rr 
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定理 10.3.3(Abel 第 二 定理 ) жя Y) ах" ЖКЭЛЭВЖВЕВ , 0] 
л-0 


0) Sar ( В.К) AA- -SKR MELEM Mla, 91С:(-8, 
n=0 
к) Һи; 


(0 ЖУ) алт = ЮЕКОГОЁЕЖИВНГа,ЕЇС-(-К,К1Ь 
н= 0 
—s kat. 
证 
(1) iE £ = тшах(1а1|,101),Я--4 х Є [a,b], E 


| а.х" | Ка, 


由 于 |&| < А, Ўта" | К, h Weierstrass ЖЕ, ТЭЭГ 
л-0 


к= 


Га.5| Е 9. 
0) 8 Уан" йй, ш+ (Е| гак) 上 一 致 有 界 


| | 2) | < 1j, 且 关于 п 单调 ,根据 Abel 判别 法 ， 


Хам” = 2 (aR) ) 
Ela, R] E—3S5 12 37. 
ШЕЕ 
类 似 地 可 进一步 得 到 : 若 Daat ёл = - R KA, NEEE R 


Г-В,1С-1-8,8) ЕИ, Dar 在 x =+ RERA MEEL- 


R,R] —Ж Ж. 
ЖЕНИ. Жила аен фу В р E — ЖЖ. 
根据 Abel 第 二 定理 ,可 以 得 到 震级 数 的 如 下 性 质 ， 
(1) 和 范 数 的 连续 性 : 需 级 数 在 它 的 收效 域 上 连续 . 


定理 10.3.4 j la 的 收 北 半径 为 尽 , 则 和 画 教 在 (- БН) 连续 ; 


Saa йт ВО z =- К) KA PARE z = К(Җх=-Е)Ж 


(ж) 连续 . 
证 FARD- BEHERAN, ПКЕЕ. 由 Abel 第 二 定理 ， 
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2, ана" 在 其 收 敏 域 上 内 闭 一 致 收 敏 ,根据 一 致 收 伍 函数 项 级 数 的 和 函数 的 


连续 性 ， Y aa” 在 包含 于 收敛 域 中 的 任意 闭 区 间 上 连续 ,因而 在 它 的 整个 收 


айй. 

WEE 

(2) 逐 项 可 积 性 ;震级 数 在 包含 于 收敛 域 中 的 任意 闭 区 间 上 可 以 逐 项 求 
积分 . 


定理 10.3.5 设 a,b ARAR ад" KAR b 8,9) 
m= 
82 = rh 
i Уа," = >| apt” dx 
Ж, а= 0,5 = x, AA 
р 22 ам" = > w: ан 
且 逐 项 积分 所 得 其 级 堵 2， 7 
“n+l 
ЯВ, 


证 H Abe 第 二 定理 ， Уа Нн F руй — Sk 9, 应 用 一 致 


ре ЖОЛ ЖК СААЯ ! 分 定理 ， 即 得 到 和 级 效 的 逐 项 可 积 性 
由 于 


жий Уол" R ABEL ӨС} 
л-0 


п+1 


lim а= ] lim y 


п-+ё® цээл 


їл" яа HAFIR ое. 


со 


ТА рее n + 17 

证 毕 

НЭЭРЭЭ 
半径 相同 ,但 收 敏 域 有 可 能 扩大 .请 注意 下 面 两 个 例题 


例 10.3.4 在 例 10.2.5 中 ,通过 对 > (- 1)n-Lz2a-2 的 逐 项 积分 ,已 得 


到 


(全 1 一 ав- 
5 GPS 


l= e- 422 +$ Sao = arctan z, z E(-1,1). 


BR 7019702972 pika D А) "у=! кйм 
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是 [一 1,1]. 
ы _ n—l 
由 于 》 ра! Е т = 土 1 收 贫 , 由 罕 级 数 和 函数 的 连续 性 , 即 可 
н-1 
得 
【一 ) 【一 ) со 【一 )"-1 
> äm 2 к= > 2621 = lim > 281 хо 
- lim arctan = = үй 
也 就 是 
z; 4,1l.. 6D.. 
4 二 工本 
例 10.3.5 ”在 例 10.2.6 中 ,通过 对 >,(- 1)"1xz-1 的 逐 项 积分 ,已 得 
n=l 
到 | 
= КА n-i 
У a - х 2+ 223-56 = (1+ z), х Є (1,1). 


显然 ， Ус)” ат AKARE 1,1), н CD кы 
Ж (— 1,1]. 


由 于 > GOD e 在 z «анаан ЖО КОН BRAES ИПИ 
У im 【一 132 й -У (-1и7 ЫГ 1 


п=1 


[= =] 


_ #—1 
= m У 1) z" = lim In(1 + z) = in 2, 


也 就 是 
Lg CDS у, 
3 п 
Еру 2.4.10 的 结果 ， 
(3) 逐 项 可 导 性 : 帘 级 数 在 它 的 收 人 钱 域 内 部 可 以 有 未 项 求 导 . 


定理 10.3.6 Ж Уол 的 收 率 半径 为 尺 , 则 它 在 (一 尺 , 民 ) TARRE 
m= Ü 
导 , 即 
d ч н ~ d п У я- 


n=l 


且 逐 项 求 导 所 得 的 加 级 元 》 пах" аа, Б. 


“84. ATE BARRA 


证 ”首先 我 们 有 
lim "Inia = lim Л Та, | 


即 2, пах" 1 BRIERE R, ВЖ nŠ па l EC R, R) 内 闭 一 致 收 


аянт Dan" EC- R, R) RA, AREATA EDOR ЫЕ, ШИ 


АИИС лт. 
еэ 


注 “虽然 逐 项 求 导 所 得 的 等 级 数 》) napr" SRK Ya e" СУ 
径 相 同 ,但 收敛 域 有 可 能 缩小 . 如 考察 例 10.3.4 中 的 5-17--,2-1 与 全 
n=l 
10.3.5 中 的 > 全 蕊 一 xm .前 者 的 收 合 域 是 [- 1,1]; 后 者 的 收 敏 域 是 (1， 
1] ,但 它们 经 过 源 项 求 导 后 , 收 伍 域 都 缩小 为 (一 1,1》 


例 10.3.6 ж) 27 BARA. 
n=0 t" 
解 HT 


可 知 = MAKEA R = + co , 即 它 的 收 伍 域 为 (- oo， + оо). Ф S(z) 


= Уа, z € (— =, + co), 应 用 得 级 数 的 逐 项 可 导 性 ,可 得 


sw = Уа ‚| = Эчи 22 8 = 860). 


rt = 0 


于 是 有 
(ez8(z)) = е 2(S'(z)—- Slr) = 0, x€ (— со, +оо), 
这 说 明 е zxg9fr) 是 一 个 常数 , 昌 该 常数 为 (e “5S(z)),-0 = 1. 从 而 得 到 


8 


51 10.3.7 жаш} aH 2л + 1 э 
E x+ MMS SY 


一 一 一 -一 or 一 ланты =” LAr EEE p'a p yanan нас -- 3704 s n a= - ` 
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Ма" = рі, z€ (1,0), 
п=0 
ARREA, ARARA x ,得 到 
Xnr” = (1 25, х Є (~ 1,1). 
n=] 


于 是 得 到 


3521-2231) 2205) -2 


=1 "1 


在 定理 9.4.7, 我 们 普 证 明 , 若 \a 与 315, АПИ WEN Cauchy 乘积 
a=] n=l 


De, = > > ap; = 人 (ap + азб, 1 + + афу) 


等 于 (ya ,)(275,). пема, 5, ЖЕ НАЕ, MERER 


я=1 п=1 


一 定 成 立 . 下 面 我 们 应 用 特级 数 的 性 质证 明 ,即使 > a, 515, 没有 绝对 收 
伊 性 ,但 只 要 它们 的 Cauchy жк} с, 收 伍 , 则 上 述 结论 仍然 成 立 . 
14 10.3.8 RY an Hh, 及 它们 的 Cauchy RRX c, ЖЖ, 
Же = (a). 
证 定义 三 个 宕 级 数 及 它们 的 和 函 教 如 下 : 


Ka) = ыг, gle) = 2 ba", h(z) = Уе". 


则 这 三 个 筹 级 数 在 x = 1 kA, РРР „flagir, hlr) 三 
个 和 函数 都 在 [0,1] E, H0 xz < I BT, TRR A, T E HI 
ЖЖ 9.4.7, 


此 即 为 
f(z)g(=) = тһ(т), x€ (0,1). 


- 86 . PTE BARRA 


Фох-»-1-/88) (1)g(1) = k0), BRE 


(544(56)- Хе. 


2) 题 
1, КТУ НУ lk ak k da yk akhu, 
(1) 311-207, (2) Dt 


9) УИ ED: 00 Bep M+" 
(5) S3 21065 J ; (6) З мон 
(7) > я ma 5 (8) > т, 


(9) 3 би КП" 
2.Жа > b > 0,3K F 31328 32 BJ 15 ЖШ, 
DE О 
(3) az + Ағ? + a? z 3 十 b2x + + + ак?" + р" + 
з. Ra SY bo RABAIA Юү, 和 R, ,讨论 下 列 震 级 数 的 
KAFI, | 
(1) Узал? (2) 2 (a, 十 b,)z 
3) афа". 


д. ЭЭЭЕЛОЕЯАЛ ЭЛСЭН ЁС ПЕ, Е ОТ 
定义 域 


= ° 2п 
(1) 2, nz"; (2) 215601) 
(3) 210-0)" oz"; Ороке 


(5) > nin + 1)т". 
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5, 设 f(x) = Slana", 则 不 沦 >， ar” 在 x = r emrah. 内 要 
n= я=0 


` ` ак 
2-4 
гол + 1 


ХЭТ. (ЭГ, ЛИМ 
ЦЭГ: = У) ттт, 


н=0 


并 由 此 证 明 ， 


6. 证 明 : 
(l) y = 2 72 T WE JE y) = у = 


4 


(2) y = 2, іна RENE ху” +y = у= 0. 
7. ЛУКЕ ЛОК РАСВО, 


еа a- ‚ со _ 1 
ос! ИШЕТ D 2) н 


2, 45" ; ' 
З nol _ 1 _ 
(5) эс 3?(2m +1)” өсч нр). 
94 НӨ ЭЛ 
Taylor 级 数 与 余 项 公式 


上 一 节 中 已 展 示 了 将 级 数 的 良好 性 质 .显而易见 ,如 果 一 个 函数 在 某 一 区 
间 上 能 够 表示 成 一 个 莉 级 数 , 将 给 理论 上 讨论 其 性 质 带 来 极 大 的 方便 ,同时 也 
具有 重要 的 应 用 价值 . 下面 我 们 就 来 讨论 函数 可 以 表示 成 蜂 级 数 的 条 件 ,以 及 
在 这 些 条 件 满 足 时 如 何 将 函数 表示 成 医 级 数 ， 

假设 函数 f(r) 在 хо 的 某 个 邻 域 D(zo,r) 可 表示 成 层级 数 


f(z) = > a, (z — жу)", rE O(zo, r), 
也 就 是 说 , > a(x 一 zo)" 在 OC.co,r) 上 的 和 函数 为 f(x). BERAR E 
=й 
MFE, fir) 必定 在 O(xo,r) ЕЕЖ ЕГ Ҥ,НЖЯ—ШЕЄЇМ', 
Ка) = Sanla — l) (n — k + l)a,(z — za)" - 
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令 х = rú, fB 3 


k) 
dk = f да. Ё = 0,1,2,7, 


CREW, ЖЖ a 由 和 函数 F(z) 唯一 确定 ,我 们 称 它们 为 УС) 在 zo 的 
Taylor 系数 ， 
БАЖ, РЕ fu =) 在 т 的 某 个 邻 域 Otro,r) БЕЖИТ, ШЕП 


п) 
能 求 出 它 在 zo 的 Taylor Жа, = EEO n = 0,1,2 ЕЯ 
= n) 
> à a - х0)", 


=й 


їх ЖАО РО) 在 хой! Taylor 级 数 . 
к} n) 
现在 我 们 要 问 ; 是 否 存 在 常数 p{0 < Pp г), 2, 三 人 dx — хо)" 


在 О(хо,о) ERAT f(z)? 下 面 的 例子 告诉 我 们 ,答案 并 不 是 肯定 的 . 
例 190.4.1 8 


e=, х0, 
f(x) 0, r= 0, 
34 > > Ü BJ, 
f(x = e >, 
1 
бө-(4-8)3. 


...... 


其 中 P, lu) EEF u п RETA. 
由 此 可 以 依次 得 到 


= lm ЗАР, = 0, 
гэн) Л 


-4 
_ F£ (z) - f (0) 2 _ 
f° (0) = im z 


= іт е = Ü, 
=Ü Д 


11-5 
= аа Рзь-2 (2 Je = = 0, 


РО) 一 im = (ж) a 0 
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因此 fir) Æ z = 0 B) Taylor 级 数 为 
Ü 
312 
EEC- so, + oo) ШТ Slr) = 0. Ш, z > 0 BF, 
Sir) Æ f(x). 

这 说 明 , 一 个 任意 阶 可 导 的 函数 的 Taylor 级 数 并 非 一 定 能 收 伍 于 函数 本 
Ч. 

АТ +K — T ЭН Taylor 级 数 收 分 于 它 本 身 的 条 件 , 我 们 回忆 在 第 五 
章 $3 中 所 得 到 的 Taylor 公式 ; 设 ftfx) 在 O(zro,r) 有 n+1 阶 导数 , 则 

п Ë) 
гэ = D ДГ (е - za + rla), 

其 中 rair) Ж п И Taylor 公式 的 余 项 . 现在 我 们 假定 讨论 的 函数 lr) Ж 
OQ (za, r) 上 任意 阶 有 可 导 , 也 就 是 说 ,上 面 的 Taylor 公式 对 一 切 自然 数 n 成 立 ， 
于 是 我 们 可 以 断言 ， 


Ü 


0+0z+ Ert ara о, 
2! п! 


w n) 
Ж) = ЧӘ „- у, 
在 O(xo,P)(0 < po 委 r)] 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
limr, (zx) = 0 


对 一 切 zE О(хо,о) ÈV. 
这 时 ,我 们 才 称 所 zz) 在 OUzro,p) 可 以 展开 成 震级 数 (或 Taytor 级 数 ) ,或 
== n) т 

кж) CEO). — шу 是 f(z) 在 O(zovp) 上 的 震级 数 展开 (或 Taylor 
n=0 5 


展开 ) 
在 第 五 章 $3 中 , 曾 导出 余 项 


#+1) 2 
ra(x) = et 0 so), - zo)", 0<0<1, 


r (z) ВО EARRA Lagrange 221, A f PH Ж РА ЖН) Taylor 展开 ,我 们 
还 需要 r. (z) 的 另 一 形式 , 即 积分 形式 : 
定理 10,4,1 设 f(z) 在 口 (zo,r) 上 任意 阶 可 导 , 则 


п Ф} 
filz) = 2) £O), — то)‘ + r, (z), x€ O(zo, ғ), 
其 中 
rale) = 4 OE 一 t)”dt. 


To 


i то е нае а 


. 90 ` St АИД 
证 “由 表达 式 
mla) = fa) -D GE, о) 
出 发 ,逐次 对 等 趟 两 端 进行 求 导 运 算 , 可 依次 得 到 
Ka) = FG) -D Аа -ao 和 


(z) = (я) -Di ге с, — жо), 


ri (x) = Ha) — fe) (хо). 
rD g) = Dg). 


& + = rm Ул 
к„(х) = у(х) = (о) = = = rle) = 0. 
次 应 用 分 部 积分 法 ,可 得 
ғ,(х)= rlr) — razo) = F r (rd 


у 


= [0а z) 


= е да 


ч 


s-a | ADe- z) 


- 去 | (Er 0002 


-4 | еро) (а sdi 


nida 
-4 0) -1У4 
= | 


证 毕 
对 余 项 =. (z) 的 积分 形式 应 用 积分 第 一 中 值 定理 , 考虑 到 当 z € 
хо, х1 [xz ,zo]) Ft, C = i)" THES, TERA 


r (z) = r КЕ -Ydi (EEx 5 z 2M) 
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PDP аж @(х — zu)) йн 
ЭС (үр | таа, 0<6<1, 
这 就 是 我 们 已 经 知道 的 Lagrange 余 项 ;如 果 将 Fit) GA- г)" 5855-2198 
数 .应 用 积分 第 一 中 值 定 理 , 则 有 
n+1) 2 поёт 
(= EOE ш, (йл Заан) 


Ta 


n+l) 2 
= fU t Еэ)! ун: ун, өөх, 
r (xz) 的 这 一 形式 称 为 Cauchy RM. 
#12508 5 Taylor 展开 
我 们 先 通过 讨论 使 余 项 > (r) 41010 х 的 范围 ,导出 基本 初等 落 数 的 
ЖЕ ЖЕЛЕ, ,然后 介绍 将 一 般 裙 等 蓝 数 展开 成 寡 级 数 的 一 些 方法 . 
(1) Ка) = e = У) == 


n! 
яа n. 


т? # 
=1+х+ +2 十， e+, х € (— œ, + оо), 


s 3! 
证 ”在 第 五 章 54 我 们 得 到 e 在 x = 0 Ё Taylor 公式 


ЕТТ "+ + (т), +€ (— 9, + Ф), 


НЬ 
其 中 нүх) 表示 成 Lagrange 余 项 为 
n+1) ёт йг a4 
rla) = 67 ү" = рух ! б<д<1. 


由 于 


elz| 
lra = < CT 1+0 (n >e) 


对 一 切 х Є (- оо, + оо) 成 立 ， 所 以 ez 的 Taylor 展开 式 成 立 . 
(2) (х) = sin = = > 7а" 


23:41 


= стар CE +", r€ (— % + оо). 
Ш ”在 第 五 章 $4 我 们 得 到 sn x Ær = 0B Taylor 公式 
| х? х? тї"! 
sin £ = -3T+ +O D оъ тут + 202080 
х Є (— 9, + оо), 
其 中 
ran+2(T) = р 2843 = = yisin (+ 21 > 2л). 


92. 第 十 章 AMRA 


0<0<1. 
由 于 


асо SIO (но) 


对 一 切 r € (— оо, + оо) 成 立 , 所 以 sin = BJ Taylor 展开 式 成 立 ， 
同 理 可 以 得 到 


DO me би 


х? r’ y?" 
si-t орао 2 €(- e, +). 


回忆 在 例 10.3.4 和 例 10.3.5 中 的 讨论 ,我 们 有 


тээ 


(4) Р(х) = arctan х = >° - 1)! pe. 


<i 21 一] 
25 | ж? + 
= а (0) в, z€[-11. 
Sf 
= 1] 
(6) f(x) = (1+ п) 天 0 是 任意 实数 ， 
` a ЖЕШ m 时 ， 


Рх) = (l+ z)” = 1 + mz + EMED pa 8.8 mt + z", 


即 它 的 Taylor 展开 就 是 二 项 式 展 开 , 只 有 有 限 个 项 . 
当 不 是 正 整 数 时 ,由 于 /(х) = 《1 + x)* 的 各 阶 导数 为 
Р(х) = ala – 1) (а — #+1)(1 +r), А 1,2,1, 
W (2) # x = ОВУ Taylor 级 数 为 


可 将 人 1 + z)“ BJ Taylor 215121 3 мэ 


#=0 


-mm rier anam irana ma ССС - —— =.  - яте e ee 
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应 用 D'Alembert 判别 法 ,由 
вэ S а $F а, 
ад f(z) Ж x = 0 0 Taylor Ж ИМЖ R = 1. 
现 考虑 f(x) = (14r) Er = OB Taylor 公式 
(1 + z)“ = Ук rla), 


#=0 
其 中 nir) 表示 为 Cauchy 余 项 
r (xz) = б - б)тал"! 


-G+ D|, jt O< < 
Ээ ||" аязы,» € (—1,1) 时 ， 
它 的 一 般 项 趋 于 0, 即 

шш(я+1)| $ jeto z€ (AD. 


35, 8380 < 0 < 14 - 1< z< 1, 我 们 有 


1-0%" 
0< (ia) <, 


和 
0 = (1 + 98:17 <  шах1(14121077,(1-151 71, 
由 此 得 到 当 Є (-— 1,1) 时 ， 


йт, (ж) = 0, 
于 是 (1 + х) 在 x = 0 0 Taylor 级 数 在 (一 1,1) ЖРО с), В 
2+ а) = ХЦ h z€ CD. 


现 讨论 f(x) = (1 + z)" Тайог ЯЗЕБЇИ КПК. ЖР — + 1 f 
ARAY, [° Цоо» н: 
п=0 =Ü 


(i) а«-1:3888 У) а, 一 般 项 的 绝对 值 为 
四 


因而 и, 发 散 , 即 震 级 数 的 收 售 范 围 是 (~ 1,1). 


= = 1, 


|а, | = 


CE TE ZANAN 


(ü) — 1 < a < 0. 


当 z 107,8) и, 为 交错 级 数 .由 0 < EA < ,可知 


11-12 гөө) 


| | = 


+В 
нэрээ Ви 0-8 
- П(1- 5) (п> оо), 
可 知 级 数 Do и, ЖО. 


Щ x 二- LRRD u, 为 正 项 级 数 , 且 


四 


= o|: 


ш | = 


1- о 2-a я -1-а 1 Jal 
1 2 n-i n? n’ 


ээн Га! зал шээг ГГЭГТЭСЭТРЭРЧЭТТЭТ2 
аа 1,1]. 


(ш) а > 0. 对 级 数 2 u, 的 一 般 项 取 绝 对 值 ,然后 应 用 Raabe 判别 法 ( 定 
л=0 
Ж 9.3.5), 


= im Be) |+, >], 
可 知 级 数 >， un 绝对 收敛 , 即 瞪 级 数 的 收敛 范围 是 [1,1]. 
归纳 起 来 , 当 o 不 为 0 和正 整数 时 ， 
aa х Є (1,1), Зах 1, 
(+r) = S| je, ecin щ-1<а< 0, 
"047 r€[-1,1] Ма» 


а он үй! 
(7) f(z) = arcsin z = z + 2 (22311! 2н +1 


证 ”由 (6), 可 知 当 x € (— 1,1) 时， 


r€ [-1,1]. 
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оа 1 
1 2-1 Ta 
一 1- 2 = 2 一 Zya 
л-г? | Е 
2144 2 3 4 (24-13 „ү. ， 


2 
对 等 式 两 边 从 0 到 х 积分 ,注意 蜂 级 数 的 乏 项 可 积 性 与 
* а: 1 
| 7г-2 = arcsin +, 
即 得 到 当 了 Є(-1,1)М, 
2, 2 "l 2841 
asin z = z + 2, СЭН ҮТ 
至 于 者 级 数 在 区 间 端 点 x =+1ФЕ ЖЕ, ДЕЙ 9.3.8 rR Raabe Х| |918 
ТЕН. 


ЕР 
特别 , 取 x = 1, 我 们 得 到 关于 x 的 又 一 个 级 数 表示 : 


тоо “1 (2я-13! 1 
221526 (0.01 2831 


ТЭНЭГ Эй 341 BM Л #Ң ЖЕ SK RHENE. 
例 10.4.2 $ f(x) = 1 E z = 159322 Е. 
解 当 |z 一 1| < 1 时 ， 
1 一 1+ РЕ 1) = 24(- 135(2:-21)", 


对 等 式 两 边 求 导 , 应 用 奏 级 数 的 逐 项 可 导 性 ， 
一 4, - 2,(- 1)%и{= _ 1)"7!, 


于 是 得 到 
5 = (6) н + (z - 1)", z € (0,2). 
10.4.3 R /(z) = ——— f z = 0 的 震级 数 展开 ， 
解 


Е і _____1_____1{_1_,_2_ 
fz) ут a) EET 5155) 
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由 于 了 -了 的 每 级 数 展开 的 收敛 范围 是 ( - 3,3), — 2, 的 震级 数 展开 的 收 化 
®те(— gog EE /(z) 的 等 级 数 展 开 在 { - 于, 二 йл: 

设 (z) 的 每 级 数 展开 为 D ant" е Roglo) HARRERAN 
Ура, 收敛 半径 为 Ro Mi f(x)g(z) 的 矢 级 数 展开 就 是 它们 的 Cauchy Ж 
Ë. 

flz)g(x) = (аат) (È ba") = Усая, 


к=@ 


п 


HP с = Уа, [zr| < minÍ R i, В. 


8-1 
当 56 头 0 时 ,我 们 可 以 通过 待定 系 нв Д0 的 者 级 数 展开 : 设 
fix) — ` Tt 
giz) 一 Di Cet т 


则 
(2 bz")( 2c")= Уаш", 
分 离 х АКИ Ж. ГИ К3851 


ag 
Васо = aà = cn 二 一 
0t0 й 0 Ба? 
， ai — буса 
Рос + bicy = 81 => с] = p 
0 


827 бусу 一 baco 
Baca + b ci + Poco = аз = г) = b Р 
Ü 


...... 


一 直 继 续 下 去 ,可 求 得 所 有 的 c 
H 10,444 È sin z 的 震级 数 展开 (到 х5). 


ЕЖ ШОМ —Ш х € (— оо, + оо) 都 成 立 . 
EJ 10.4.5 K tan r HEREA >°). 
R “HT tan x 是 奇 函 数 ,我 们 可 以 令 


94 ARDERE . 97， 


sin < 
tan т = = сх + cs + сет? + °", 
cos + 


请 读者 思考 理由 .于 是 
(сұх + сүх? 十 cs? -+ 901 一 z + 27 一 = т = 
比较 等 式 两 端 ,za Бох? 的 系数 ,就 可 得 到 


因此 
tan т = х њал? үшк® +. 
注 ”对 上 例 , 我 们 还 可 采用 下 述 的 “代入 法 " 求解 ,在 
1 ə 


1 = У\ш" = l+ u+ u? t 
-TH яе 0 


中 ,以 4 = 2-27 … 代 入 ,可 得 到 


=l+= да Жэн, 


然后 求 sin z 与 -二 的 Cauchy 乘积 ,同样 得 到 上 述 关于 tan х 的 震级 数 展开 . 


需要 指出 ,用 上 述 方法 作 Taylor 展开 ,我 们 无 法 同时 得 到 其 医 级 数 的 收敛 
范围 ,只 能 知道 在 x = 的 小 邻 域 中 , 攻 级 数 展 开 是 成 立 的 《事实 上 ,tan z 的 


寡 级 数 展开 的 收敛 范 围 是 | - 3,3) , 它 的 证 明 需 要 用 到 复 变 函 数 的 知识 ,) 


上 面 介 绍 的 “代入 法 "经 常用 于 复合 函数 ,例如 ef” ,ln(1 + Р(х) З 
的 求 寡 级 数 展 开 问 题 ， 


例 10.4.6 R n LZ 的 备 级 数 展开 (到 z4) ,其 中 函数 sn 应 理解 为 


| 2550, 


z = Ü. 


f(z) = 
1, 
解 ” 首先 ,利用 sin х ШАКУР, Ч Aa 


sing oj 0 И 
z 3! 5! ' 


另外 ,我 们 有 


20023 
IB(1+u)= и, 


· 98 + ETE РАДЕ 


2 
Ж u TEE “БА EI, ЧЭ 
sin x r? r’ 1 х? rí 2 
me 
х? т“ 


利用 上 例 ,我 们 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 .在 例 9.5.7 中 ,我 们 已 得 到 等 
A 


MARM, amame - 


„inae = Уһ Е 


а 


Sf or? l + 

=). (анан). 

将 上 式 与 例 1 10.4.6 中 的 结果 相 比较 ,它们 的 z2 系数 ,xz4 系数 都 对 应 相等 ,于 
是 就 得 到 等 式 


— Д. 
n=1 Ч 9 


如 果 我 们 在 计算 时 更 精细 些 ,也 就 是 将 з #12 ЖЗ ЭНН ЯА хе, х", 


… 还 可 以 获得 LD hr . 的 精确 值 
最 后 我 们 举 副 说 明 咎 缀 数 在 近似 计算 中 的 应 


例 10.4.7 计算 7 = | ce “dz, 要 求 精确 到 0.000 1 


解 ”由 于 我 们 无 法 将 e 的 原 函数 用 初等 画 数 表示 出 来 , 因而 不 能 用 
Newton-Leibnis 公式 直接 计算 定 积分 | e dr 的 值 , 但 是 应 用 画 数 的 每 级 数 
‚Н Д} 


展开 ,可 以 计算 出 它 的 近似 值 ,并 精确 到 任意 事先 要 求 的 程度 
Же ЮНОЖЖЕЛЖ 
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1 1 1 1 1 1 1 
=1- y 110742 +316 1320 +9360 75600777 

这 是 一 个 Leibniz Ж, К езе К РАА ШАА {К ( Bl sg JE 
9.4.2 №), HT 


20 -5 
75 600 ~ 1.5 x 10°, 


因此 前 面 了 项 之 和 具有 四 位 肥效 数字 , 即 
I = [еа == 0.748 6. 
ü 
B] 10.4.8 在 例 10.3.4 中 ,我 们 得 到 


х? = x? 


arctan z = rvi р, r€ [-1, 1], 
取 工 = 1, 则 得 到 
хо 1,1 1... 
471 315777 
理论 上 ,上 式 可 以 用 来 计算 r 的 近似 值 , 但 由 于 这 级 数 收 化 速度 本 慢 , = 


达到 -一定 精确 度 的 话 , 计 算 量 比较 大 . 如 果 我 们 取 + = ANTRA 


1 1 1 1 | 
一 - 十 一 - + 一 — 4" 
т 243(1 3-3 5-2 7-3 19 - 39 i 


这 一 级 数 的 收 伍 速度 就 快 得 多 了 . 这 也 是 一 个 Leibniz 级 数 ,其 误差 不 超 
过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 由 于 -243_ < 10-5 ,所 以 前 9 项 之 和 已 经 精 


19 - 3° 
确 到 小 数 点 后 第 四 位 , 即 

x == 3.141 6. 

习 题 


І. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 Taylor 展开 ,并 确定 它们 的 收 仇 范围 
(1) 1 | 2z — 3r? + 5z23 тр = 1; (2) 0 =- 1; 


(3) оло = 05 (4) sin х, £o = 6) 


STE AKURA 


(5) n z, zo = 2: (6) V4- к, zo = 0; 
(7) ZH t= 1; (8) (1 + z)lnll - х), zə = O; 


(9) Га, LEE to = 0; (109 — 1° __ у? 一 一 0. 


， киши хо = 0 Taylor 展开 


(1) <= Z £ zŠ; (2) ez ж rt; 
(3) In cos z Æ zŠ, (4),/1-1-5 = z. 
. 利用 宕 级 数 展开 ,计算 下 列 积分 ,要求 精 确 到 0.001. 
1 :+ 1 
(1) | Ede; (2) | <= х*йх®;$ 
1 
2 arctan T ҮР dz 
з) | ww (4) | I+ 23: 
. 应 用 生 二 二 的 震级 数 展 开 , 证 明 ; 
> (x + 1 一 1. 


Е 
== 
| 

H 

š] 

кз 

+ 
: 

Ё 

+ 
$ 
A 

m 
а 
ЯВ 
党 
х 
Ёс 
№ 
= 
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EX 10.51 ЖА Ух) 在 闵 区 间 [a,5] 上 有 定义 ， 加 果 站 在 多 项 式 序 列 


在 [a,5] Б-Т (с), Wk (z) ARAE ЕЗИ А, L. 


БЛИН. Кб) 在 [aaj 上 可 以 用 多 项 式 一 到 逼近 ”可 等 价 表 述 为 ， 
HEEREN e> 0, 存 在 多 项 式 P) EA 


| P(z) — F(x)| < = 


9—8 х C lab] K +, 
也 许 读者 会 认为 这 个 问题 很 简单 ,只 要 将 (r) Ж [а,Ь] КЕЛЕЛЛЕ 


= мн 一 та)" ‚ «Є [а, ё] , 


РЕЧІ 


然后 令 其 部 分 和 函数 《多 项 式 ) 


Su(z) = Dule- zo) ， 


Кх) Ж [а,Ь] 上 不 是 就 可 以 由 款项 式 序列 |S,(z)i — 08387007 
恒基 这 么 做 需要 函数 具有 很 好 的 分 析 性 质 ,因为 一 个 西数 能 展开 成 署 级 数 的 必要 条 
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2 ЖЕНКИ, ПУК - ЭЭН 725 —5 Л” КОЙ, T ЭС 
在 是 过分 强 T 耳 . 究 其 原因 , 稳 级 数 的 部 分 和 函数 序列 只 是 包 项 式 序 列 的 一 种 特 味 情 沈 , 邵 
对 任意 正 整 数 n,n KETA S(r) REEE n — 1 ЖЕЛ 5, (z) 的 基础 上 增加 一 项 
dn( 工 一 XT0)" ,而 不 能 更 改 5, (z) 的 任何 一 项 ,这 样 , 留 下 的 活动 余地 就 极其 有 限 , 因 此 不 
得 不 对 函数 所 出 较 高 的 要 求 . 

刘 果 不 是 用 短 级 数 ,而 是 用 一 般 的 多 项 式 序列 来 逼近 , 则 对 函数 的 要 求 就 可 以 弱 得 
多 .事实 上 ,Weierstrass 首先 证 明了 MEN a,b] 上 任意 连续 部 数 f(x) 都 可 以 用 多 项 式 
-ЗОШ. 

这 一 定理 的 证 法 很 多 ,以 下 证 明基 由 前 苏联 数学 家 Korovkin 在 1953 年 给 出 的 . 

定理 如 .5.1(Weierstrass 第 一 通 近 定理 ) Ж f(x) 是 闭 区 间 [a,b] ЮНА, il 
HEER EH e > О, ДД ЯХ, Pir), È 

[Р(ж)— f(z)| < є 

对 一 茹 xz C Та, КА, 

证 ”不 失 一 般 性 ,我 们 设 [a,8|] 为 [0,1]. 

ВХ [0,1] 上 连续 小数 全 体 构 成 的 僻 合 ,Y 是 多 项 式 全 体 构 成 的 集合 „ИЕ УШ 

B,:X — Y 


ҖӘ Ва) = УР) на - т), 
这 里 B(T) 表示 f € 外 在 映射 B, 作用 于 的 像 , 它 是 以 二 为 变量 的 na KERA, N 
Bernstein 多 项 式 . 
关于 映射 B ,直接 从 定义 出 发 ,可 证 明 它 具有 下 述 基 本 性 质 与 菇 本 关系 式 : 
(1) В. ЖЕРЕ, A Ye EX Уа, Є К, 57 
В.Саё + ут) = oB, р.х) + ВВ, (д.2); 
(2) B, 具有 单调 性 , 即 Yg E Х,Ж (т) Z g t r [0,1] 成 立 , 则 
B.(F,z) 22 B, ler} 
对 一 切 x € [0,1] 成 立 ; 


(3) Baz) = JOA- 2)" = [z + (1 — z)!" = li 


k=0 


В.б.) Ў) с а) 


k= Ü 


УО zr) 
= z[= + (1 — x)]" = x; 


n 2 
В,(:5,л)- > OO 7 ху" 


= D ËCH A- к) 
k=l 


= У оа а) D Lota G = z)" 
k=2 
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= ШУЫ oo 下 Cr п) 
8-2 


пр 


2 

n — 1 r- 
2 于 二 人 

я п 


综合 上 述 三 式 , 考 虑 函数 (+ -sY 在 В, 映射 下 的 像 ,注意 :在 这 里 被 视 为 常数 ,我 们 
得 到 


Balt- s)2,r)= B(x) 2sB(t yx) + 2B,(1,z) 


= x“ + ®=а%_› + 2 
п 
= хс, (= – ғ}. 
现在 我 们 来 证 明定 理 . 
由 于 函数 fF 在 [0,1] 连续 ,所 以 必定 有 界 , 即 存在 M > 0, 对 于 一 切 : € 10,1] ,成 立 


|| < M; 
根据 Cantor 定 理 ,了 在 [0,1] 一 致 连续 ,于 是 对 任意 给 定 的 6 > 0 FES > 0 对 一 切 1,5 € 
[0,1],24 [2-51 < 全 时 ,成 立 
ОК «9 
ща | 56818 
о) - fG)| <2M 200-5), 
也 就 是 说 ,对 一 切 1,5 € [0,1], 


-和 


考虑 上 式 的 左 端 ,中间 . 右 端 三 式 (关于 上 的 连续 函数 ) 在 映射 B. 作用 下 的 像 (关于 = 
的 多 项 式 ) ,注意 f(s) 在 这 里 被 视 为 常数 , 即 В,С/(5,2) = f(s), ARARLAR), 
(2) 与 (3) ,得 到 对 一 切 z,s € [0,1], R3 


_ 2 
-和 -EB - fG) 
«Аа касо], 


Фое 工 , 且 注 意 x(1 - z) <, 即 得 
| У )ама- д)" - f(a) < + >. 
R N = КАЕ „> N Ëf, 
£ 


< Е 


| DE) od - zx)" (а) 


对 一 切 х Є [0.11 成 立 ， 
证 毕 


— === 
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定理 10,5,1 还 可 以 表述 为 , 设 了 在 [a,58] 连续 , 则 它 的 Bernstein 多 项 式 序 列 (В,С, 
х)! 在 [a,5] 上 一 致 收 将 于 f. 


=] 题 
1. X flx) = z’ ЙЧ Bernstein 221% B fex). 
2.14 (х) = /z,z € [0,11, 求 它 的 四 次 Bernstein 多 项 式 Bal /.х). 
3, 设 了 f(z) 在 [a,&|] 连续, 证 明 ; 对 任意 给 定 的 6 >0, 存 在 有 理 系 数 多 项 
{P(r)- т) < £ 
对 一 切 x Є [a,b] E. 


4, 设 PoCx) «0,Р,1(:) = P,(z) + Š 
明 ;|P,(z)| 在 [一 1,1] -AKAT |z]. 


2. р? . 
zote y = 0,1,2,4, BF 
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到 日 前 为 止 , 我 们 在 数学 分 析 课 程 中 学 习 的 都 只 是 一 元 函数 的 分 析 性 
Ж. 但 在 现实 生活 中 ,除了 非常 简单 的 情况 之 外 ,可 以 仅 用 一 个 自 变量 和 一 个 
妖 变 晶 的 变化 关系 来 刻画 的 问题 可 以 说 是 比较 少 的 .比如 ,即便 是 像 物理 学 中 
研究 质点 运动 这 人 么 一 个 相对 较为 容易 的 问题 ,也 需要 用 到 三 个 空间 变量 су, 
z 和 一 个 时 间 变 量 * 以 及 多 个 函数 值 ( 如 位 置 . 速 度 、. 加速度、 动量 等 ), 更 不 用 
说 在 化 学 .生物 及 社会 科学 领域 产生 的 远 为 复杂 的 情况 . 这 种 多 自 变量 和 多 过 
变量 的 变化 关系 ,反映 到 数学 上 就 是 多 元 函数 {或 多 元 函数 组 ). 

从 本 节 开 始 我 们 将 转向 研究 多 元 函数 (组 ). 多 元 函数 的 分 析 性 质 无 非 也 
是 极限 理论 ,连续 性 ,可 微 性 、 可 导 性 、 可 积 性 等 ,它们 与 一 元 函数 的 相应 性 质 
既 有 紧密 联系 ,又 有 很 大 区 别 .希望 读者 “ 温 故 而 知 新 ”, 在 学 习 中 注意 对 照 .分 
析 它 们 本 质 上 的 异同 ,举一反三 , 收 到 事半功倍 之 效果 . 

Euclid 空间 上 的 距离 与 极限 

前 面 说 过 ,极限 理论 是 整个 数学 分 析 的 基础 .在 导出 多 元 函数 的 极限 定义 
之 前 ,我 们 先 来 回忆 一 下 -~ 元 函数 的 情况 ， 

极限 定义 

“lim A(x) = А=е\Мєе>0,Чб>0, 


yVz(0<|=z- хх) <8);,|/(х)-А| <e” 

意味 着 ,在 自 变 量 的 变化 过 程 中 ,只 要 z 与 zo 充分 接近 (z 2 zo), 函数 值 
Кх) 就 可 以 与 A 任意 接近 . 面 这 个 “接近 ”, 不 管 是 用 符号 “0 < |x - zo! < 
О (2) -Al <s" 表 示 , 还 是 用 语言 “在 zo 的 89 去 心 邻 域 OUzr2) 中 
H RTE A е 邻 域 中 ” 表示 ,实质 上 都 是 用 绝对 值 , 即 一 维 空间 中 两 点 间 的 
距离 刻画 的 . 显而易见 , 若 没有 上 离 的 概念 和 定义 ,就 无 所 谓 * 接 近 ” 或 “不 接 
近 ”, 也 就 没有 “ 收 策 " 和“ 发散” 一 一 收敛 就 是 距离 趋向 于 零 ， 

对 于 多 元 函数 (组 ), 上 述 的 > ,zo( 及 f(z).A) 都 是 由 多 个 分 量 组 成 的 ， 
为 了 研究 多 元 函数 的 性 质 ,我 们 先 要 将 “距离 ”的 概念 推广 至 高 维 空间 ,定义 
出 业 似 于 “绝对 值 ” 那样 的 度量 标准 ,然后 才能 在 此 基础 上 去 相应 地 定义 极 
E ,进而 构筑 整个 多 元 分 析 理 论 . 

ERALAR, EX n + R B Descartes 乘积 集 为 
Ra = RXRX:' XR = |х|х = (ryx2 ,Ta) ,Tr: € R,i = 1,2,-".nl. 


i (mn Smam ee T. s чыз w — u a n 
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R" 中 的 元 素 x 称 为 向 最 或 点 ,x; 称 为 x 的 第 i 个 坐标 . 特别 地 ,R" 中 的 零 元 素 
记 为 0 = (0,0,7,0). 

设 工 = (z1,z2 7 Ea b Y E 31032530) 为 月" 中 任意 两 个 向 量 ,， 为 
任意 实数 ,定义 R" РШЕ ЖАН. 

х + у= (жү + урла + уз, Tn 二 
Ах = (Ахү,Ахэ,'",Ах,), 

R” 就 成 为 向 量 空间 . 

WREE В” 上 引信 内 积 运算 


(x + y) = жуу + тоу; + "+ луу, = 2,203, 
那么 它 就 被 称 为 Euclid 空间 . 
容易 验证 内 积 满 足以 下 性 质 .- 设 x,y,z € R, € R, M 
(1) СЕЖ)‹х,х› 250, 0 (х,х) = 0x = 0; 
(2) (КЕ) (х,у) = (у.х); 
(3) (HREN Ax + ну, х) = А(Х, 2) + абу): 
(4) (Schwarz 2636) (х,у)? < (х,х)бу,у). 
我 们 仅 说 明 一 下 (4). 由 (1) — (3) 可 得 出 ,对 于 任意 4 € R 者 成立 
{Ах + у,Ах + у) = А(х,х) + 2А\х,у) + (y,y) 220, 
所 以 其 判别 式 不 大 于 零 , 即 
Kax, y — Ar .x)(y, y) < 0. 
这 就 得 到 了 Schwarz 不 等 式 ， 
平 而 解析 几何 中 两 点 x = (дуохо) у = (ут у2) 间 的 距离 公式 
(ху yy + lez- y2 
给 我 们 以 启示 ,可 以 按照 这 样 的 方式 ,为 具有 更 多 个 分 量 的 “点 定义 其 间 的 
距离 . 仍 用 绝对 值 的 符号 表示 推广 到 R° 上 的 距离”, 则 有 
€Y 11.1.1 Euclid 空间 А" 中 任意 两 点 x = (х, 7". Z.) 和 了 = 
(утуу отту.) 的 距离 定义 为 
并 将 到 上 0 的 距离 ( 即 xx 的 模 长 ) 称 为 x 的 Euclid 范 数 (简称 范 数 ), 记 作 


ІЕЕ 


Euclid 范 数 与 内 积 间 存在 着 关系 


ƏIIIVPE PTY хэ. 
定理 11.1.1 ЕЁ ХУР Л: 
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(a)( 正 定性 )| х-у/220,631х-у| = дех = y; 

(DRE) x- y| =ly-x|; 

(0(2эВЖ Х)| x- zl х-»|-1у-41. 

证 明 留 给 读者 . | 

ВАИЛ ЖК ЕНУ ЖЕ. 

EX 11.1.2 Жа = (aiar s a) C В",д > 0,5 Ж 
ОСа,8)- lx ЄВ"!Їх-а| <å! 

= Їх ER (zi а) + (z; аз) + + (z, а)? < ó 

称 为 点 中 的 8 领域 ,a 称 为 这 小 领域 的 中 心 . 


FIE, Ola, 8) 在 R 上 就 是 开 区 间 ,在 了 LERNE, ÆR 上 则 是 开 
Ж. 


ЖУ 11.1.3 (х, 是 及 Р-ДА BAERS ЄВ" 
于 任意 给 定 的 8 > 0, 存 在 正 整 数 民 所 Nt, 
|x, —a| «(26 x, € O(a,e)) 
对 一 切 k > K йж IAEA | ху! а а, хү = a. Ж a 2 5.51 
їхь! 的 极限 ， 
一 个 点 列 不 收 丝 就 称 其 发 散 ， 
记 хь = (zi 天 一 12 a = lapaz t san) 利用 不 等 式 


|22 -a| Slx al = Yat- a DEPPA J = 1,2, 
可 以 证 明 ， 

定理 11.1.2 lim x; =a 的 充分 必要 条 件 是 lm 好 =a; i=l, pen. 

这 样 ,可 以 利用 对 其 分 量 的 讨论 ,将 一 维 的 一 些 结论 平行 地 推广 到 高 维 去 ， 

前 面 已 给 出 了 一 维 收 和 敛 数列 的 一 些 性 质 , 如 内 一 性 ,有 界 性 ЖЕ OB 
性 及 四 则 运算 法 则 .由 于 高 维 的 两 个 点 之 间 不 存在 大 小 关系 ,因此 保 序 性 和 夹 
各 性 这 两 个 与 比较 大 小 有 关 的 性 质 已 不 再 有 意义 了 . 

有 界 性 率 涉 到 的 蚌 点 的 模 长 ,我 们 对 高 准点 集 的 有 界 性 作 如 下 定义 : 

定义 11.1.4 “车 存在 正 数 M ,使 得 Yx C 5, 

|xl< М, 

{或 等 价 地 ,存在 正 数 МН 5С О, М), MA SAER. 

可 以 证 明 唯一 性 ( 收 仑 点 列 1xi1 的 极限 是 唯一 的 )、 有 界 性 ( 收 钱 点 列 
{хь} 必定 有 界 ) 和 极限 的 王 则 运算 法 则 在 高 维 情况 依然 成 立 . 

开 集 与 闭 集 


w — - 
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在 一 维 的 情况 , 开 区 间 和 闭 区 间 是 有 本 质 差别 的 . 闭 区 间 上 的 许多 重要 结 
果 , 如 闭 区 间 套 定理 ,连续 函数 的 若干 性 质 , 在 开 区 间 是 不 成 立 的 .因此 有 理由 
相应 地 对 高 维 空间 的 点 集 作 类 似 划 分 . 

设 SS 是 R* 上 的 点 集 , 它 在 R* 上 的 补 集 R*\ 5S 记 为 S.Yx € Rn, ME 
邻 域 与 S 的 关系 来 分 ,无非 是 下 列 三 种 情况 之 一 ; 

(1) 存 古 x 的 一 个 # 邻 域 O{x ,86) 完 全 落 在 S 中 (注意 :这 时 x 必 属 于 S)， 
这 时 称 x 是 S 的 内 点 .S 的 内 点 全 体 称 为 S 的 内 部 , 记 为 5°. 

(2) 存在 x 的 一 个 8 邻 域 O{x,6) 完 全 不 藩 在 S 中 ,这 时 称 x 是 5 的 外 点 ， 

(3) 不 存在 x HRA ЕЖЕ ДӘ 邻 域 , 即 x 的 任意 5 598 8 81-01 5 中 
的 点 ,又 包含 不 属于 5 的 点 ,那么 就 称 x 2455 的 边界 点 ,S 的 边界 点 的 全 体 称 
为 5S 的 边界 , 记 为 95. 

要 注意 的 是 ,内 点 必 属 于 S, 外 点 必 不 属于 S( 或 者 说 必 属 于 5°) ,但 边界 
点 可 能 属于 3 ,也 可 能 不 属于 S. 

内 点 、 外 点 与 边界 点 的 示意 图 见 图 11.1.1. 


内 点 
边界 点 


外 点 
图 11.1,1 


进一步 ,车 存在 x 的 一 个 邻 域 ,其 中 只 有 = 点 属于 S, 则 称 x 是 S 的 孤立 
点 .显然 ,孤立 点 必 是 边界 点 ， 

х 的 尾 意 令 域 都 含有 S 中 的 无 限 个 点 , 则 称 x 是 S 8 sa. S 的 聚 点 的 
全 体 记 为 S. 显然 ,S 的 内 点 和 非 弧 立 点 的 边界 点 必 是 聚 点 ,因此 S BJ Bë лд 
能 属于 S ,也 可 能 不 属于 S. 例 如 在 R 中 ,0 是 点 集 l|, = 1,2,… жн, 
但 它 不 属于 这 个 点 集 ， 

定理 11.1.3 x 是 S 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 ;存在 直列 x | 满足 x, € 
S, = x = 1,2,:4,8 8 шах, = x. 

证 明 留 作 习 题 . 

现在 我 们 可 以 引出 “ 开 ” 和 “ 闭 ” 的 概念 了 . 

定义 11.15 ” 若 集 合 S 中 的 每 一 个 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 集 合 S 为 开 
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集 ; 若 集合 S 中 包含 了 它 的 所 有 的 聚 点 , 则 称 集合 S 为 闭 集 . 
集合 S 与 它 的 所 有 的 聚 点 3 的 并 集 称 为 5S 的 闭 包 , 记 为 S. 
例 11.1.1 在 RR 上 , 设 
S= (х,у) «лажу < 41. 
那么 
5 = ilr, y L ^+ 2 «41, 
88- (zy)? + у= 11 U [(z,y)|z? + y? = 4} 
S= Кх,у)11< H+ y2 <ç 4) = Š. 
例 11.1.2 REFA. 
证 ” 设 邻 域 为 Ola,r),g 为 O(a,r) 上 的 任 一 点 , 则 1gqg — a| <r. 因 此 
存在 正 数 h 使 得 
0-2 < ғ – А. 
于 是 ,对 任意 x € Olg, h) RUPEA 
\х-а\<|х-@| +|дф—а| <r, 
因此 x € O(a,7), 也 即 g 是 O(n,r) 的 内 点 ,由 定义 ,O(a,r) ERM. 
容易 证 明 ; 


ЖАЄ R la; < r; < bpi = 1,2,5, nl] Их € R" 
下] 都 是 开 集 ,它们 分 别称 为 п ERMEER n 维 开 球 ; 
集合 ix СВ" |а r hbi = 1.2, nl Ajr E R” 


ЯАЖ REHAR, CHAIRA п AERA n 维 闭 球 ， 

关于 闭 集 有 如 下 重要 结论 ,这 对 于 某 些 问题 的 证 明 是 有 力 的 工具 ， 

EHE 11.1.4 SBI kak S s tt S 是 开 集 ， 

证 ”必要 性 .车 S 为 闭 集 ,由 于 S 的 一 切 豪 点 都 属于 S, 因 此 ,对 于 任意 x 
€ S r ЛБ 5 的 聚 点 .也 就 是 说 ,存在 x 的 邻 域 O(x,5), 使 得 O(x,5) (19 
= 0,81 O(x ,8) C. S°. Ж 5° EFR. 

再 证 充分 性 ,对 任意 x € S, H T 58778 Eli fE x  Н О(х,0), 
使 得 口 (x ,8) ES, Hl y S Жн. Р SA S Е-Е S. 

证 毕 


Yla; – a; < 


>; (=, -a < 
r=] 


从 这 个 定理 立即 得 到 :S 为 开 集 的 充分 必要 末 件 是 S ДЯ. 

以 下 的 引 理 是 第 一 章 81 中 的 De Morgan 公式 推广 至 任意 多 个 集合 的 情 
况 ,其 证 明 方 法 完全 类 似 于 第 一 章 ， 

引 理 11.1.1(De Morgan 公式 ) RIS. 是 若干 ( 有 限 或 无 限 多 个 )R" 中 
子 集 S, 的 一 个 组 , 则 
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а) (US, = (15;, 
b) (05, = US. 
定理 11.1.5 
1) 任意 一 组 开 集 | So| 的 并 集 ( LS。) 是 开 集 . 
2) 任意 一 组 闭 集 1T。| 的 交集 ПТ, AAR. 


3) 任意 有 限 个 开 集 S1,S2，,… ,Si 的 交集 (15, 878. 


4) 任意 有 限 个 闭 集 Ti Тэн T, 的 并 集 ОТ, AMR. 
证 1) 如 果 xE 5, ,那么 存在 茶 个 a ,使 得 x € S,. I 5, 是 开 集 ,因此 
х 就 是 5。 的 内 点 ,所 以 也 是 US, 的 内 点 ,这 说 明 US, 是 开 集 . 
2) 由 De Morgan 公式 可 得 
(QTY = ут. 
T, 是 团 集 , 从 而 T; ENK. Ei 1) Ж UT 是 开 集 ,这 说 明了 ПТ, 的 补 集 是 开 
集 ,因此 它 是 闭 集 . 


3) 8 х EAS M x € S; REEE x BRO, r) ER O(x, r) C 
5, É ғ = min (z) ,那么 O(x,r)C Si 对 于 每 个 ! = 1,2,…, 上 部 成 立 , 即 х 


E (15, 的 内 点 ,因此 (15: EFR. 

4) 利用 De Morgan 公式 和 3) 的 结论 就 可 以 得 出 ， 

证 华 

请 读者 举例 说 明 任意 个 开 集 的 交集 不 一 定 仍 是 开 集 ; 任意 个 闭 集 的 并 集 
不 一 定 仍 是 闭 集 . 

Euclid 空间 上 的 基本 定理 

下 而 主要 以 二 维 的 情 祝 为 例 ,将 实数 理论 中 的 一 些 重 要 结果 推广 到 高 维 
Ж. 

定理 11.1,6( 闭 矩形 套 定 理 } 14, = llar БХ [ç d, 11851, 
2,… ЕУ eR 

(1) Aka C Ap ар аны < бк. S DeC Sç Gl < de < d, = 
1,2,-- 


(2) (b, = а) + (d aY 0 (k— оо), 
则 存在 唯一 的 志 a = (6,7) € a, 8 


lima, = limb; = ë, lime; = lima, = g. 
фэн — — J ——= 
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这 和 要 分 别 对 i[ a ,by 11е, 运用 直线 上 的 闭 区 间 套 定理 就 可 以 证 
НҢ. 
ХЕЗ A HAE) AME UREE) 是 本 质 的 ,而 集合 A, 是 否 是 闭 
矩形 则 无 关 紧 区 ,读者 还 不 难 证 明 如 下 更 一 般 的 结论 ， 
定理 11.1.6 (Cantor ARRETE) 15,1 是 非 空 阅 集 序 列 ,满足 
$1D 5 DD SD 5,2, 
以 及 limdiam S, = 0, 则 存在 唯一 点 属于 П S.. 
这 里 
diam Š = supi|x - y| lx,y € 5}, 
它 称 为 S 的 直径 . 
例 11.1.6 证明; 三 角形 的 中 线 交 于 一 点 . 
证 我们 将 加 上 边界 的 三 角形 记 为 人 ABC( 如 图 11.1.2), CERE. 


图 11.1.2 


显然 AS ABC HZR AA, BB 和 CC, 包含 在 SABC 中 ,因此 
АА, В.С, C ААВС. 
注意 到 原来 的 三 条 中 线 的 一 段 A1Az、B1B8; 和 СС, XE SABC 的 三 条 
h, B. A ABC 的 三 条 中 线 的 两 两 交点 也 是 АА АВС, 的 三 条 中 线 的 两 两 交 
点 ,同样 又 有 
AA BC С AAB C 
如 此 做 下 去 ,就 得 出 三 角形 组 成 的 闭 集 列 
AABC D AA, BC D AA,B,C. De. 
显然 它们 满足 
limdiam2 A;B,C, = 0. 
因此 存在 唯一 的 公共 点 O 属于 所 有 这 些 三 角形 . 
因为 三 角形 的 三 条 中 线 的 两 两 交点 始终 包含 在 三 角形 内 ,所 以 O 点 就 是 
它们 的 交点 . 
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定理 11.1.7(Bolzano-Weierstrass Е) R" FA ЛЕР] (ху 中 必 有 收 
化 子 列 ， 

以 二 维 的 情况 为 例 , 只 要 先 对 | 中 | = ry 的 第 -个 分 量 {z 用 一 
维 的 Bolzano Weierstrass 定理 ,找到 其 收 伍 子 列 EA | ;再 对 数列 15) 用 一 维 
的 Bolzano-Weierstrass 定理 , 我 到 其 收 艇 子 列 ly, |, Ж EA sIn, )} 就 是 
|х, КИЯК. 

从 这 个 定理 立即 得 到 ; 

推论 11.1.1 KR" 上 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 聚 点 ， 

EX 11.1.6 ÆR EKAR ol 满足 ;对 于 任意 给 定 的 6 > 0, 存 在 正 
整数 K, IER, IDK, AD 

|ху-Хь| < z, 
则 称 [ x | 为 基本 点 列 (或 Cauchy 点 列 )， 

ЗЕ РЁ 11.1.8(Сапсһу Н} R" ЕЗЕР] | ху, К 55%, 8-5 Д 
是 :|x| ARAS. 

Ш Bini Та, ЛАХТИ АЕ е > 0, 存 在 正 整数 开 , 使 得 
ЩЕК, Жа 

|x, - а! < > 
成 立 . HEH k,l > K 时 ,由 三 角 不 等 式 得 
|; = х1 «15-а +|x, - al < £, 
1х. 为 基本 点 列 . 
Ял (х,| 为 基本 点 列 , 则 由 不 等 式 
| 下 一 了 | 
知 对 固定 的 i = 1,2,…,n ,数列 ! zt! 是 基本 数列 ,因此 收 敏 .由 定理 11.1.2 
即 知 点 列 | х, | Ua. 
证 毕 
因此 ,第 二 章 中 给 出 的 从 实数 的 连续 性 到 实数 的 完备 性 的 5 个 等 价 定理 
中 ,除了 ”* 确 界 存在 定理 ”和 “单调 有 界 数列 收 租 定理 ”由 子 涉 及 到 点 之 间 的 大 
小 关系 而 不 再 有 意义 之 外 ,其余 的 结论 在 高 维 空间 依然 成 立 . 

ZE 

现在 引 人 一 个 重要 的 概念 ， 

定义 11.1.7 设 S 为 及 "的 子 集 .如 果 及 "中 的 一 组 开 集 ;Le 满足 UU, 
DS, MAIU! 5 3 的 一 个 开 槛 盖 ， 

如 果 S 的 任意 一 个 开心 盖 | ,| 中 总 存在 一 个 有 限 子 改 盖 , 即 丰 在 | Ui 
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中 的 有 限 个 开 集 17. 1, UU, D S, 则 称 SARR. 

定理 11.1.9[Heine.Borel 238) 5 是 紧 集 的 充分 必要 条 件 为 ; 它 是 有 界 
3. 

证 НЕ n = 2 的 情形 ,必要 性 : 设 S 为 紧 集 . 先 证 它 是 有 界 的 . 显然 
1О(х,1) СЕ (х € SI 是 S 的 开 现 盖 , 而 人 是 紧 的 ,因此 其 中 存在 S 的 有 限 


TI, EE оох Е S CUOCxi,1). 这 就 说 明了 S 是 有 界 集 ， 
青 用 反 证 法 证 明 5 是 闭 集 . 设 存在 S ЮЙ а ESERE 
U, = {х | х-а! > +I, 


W ÜU, = RN [al DS, MU, 是 58-28 

ARAE FEARI Є S(x, = a) 满足 limx; = a. 由 于 对 任意 一 
个 固定 的 m, Un FESE іх 中 有 限 个 点 (请 读者 想 一 下 为 什么 ) ,因此 在 
О 中 不 存在 S BH RT Иш ,这 就 与 S 是 紧 集 产生 了 矛盾 .矛盾 表明 S E: 
ИЖ. 

充分 性 ;用 反 证 法 .假设 S 是 有 界 财 集 , 但 不 是 紧 的 ,那么 存在 S 的 一 个 
ЖЕ IU, ETAS S ËH IR TNS. 

由 于 S 为 有 界 点 集 ,那么 它 必 包含 在 某 个 2 维 闭 正 方形 下 中 .将 五 分 成 
А ЕЕ 11,4.413:44-38Ё 24 2/РЯ--1 1,,(153 514) ,18488 Lu 
门 S ХҮЙН 1171 ЭРИН ЭЛ AN S REA r. 

AEH DARAT ЛЕ Г, Р, Гоз, La ,也 至 少 有 一 个 L, (1 < 
k <ç 4) ER 15, 个 5 ЖЕ ЖЫ 中 的 有 限 元 素 所 履 盖 , 取 其 为 13. 

如 此 下 去 就 得 到 一 列 正 方形 

Пэ» кел DD, 
满足 

(DHARRA 5, = 1,2,3,… 不 能 被 [U1 中 的 有 限 个 开 集 所 覆盖 .因此 
1, 包含 3 中 的 无 限 个 点 ，; 

{2) limdiam( 105) = 0. 


由 定理 11,1.6 , 知 存在 叭 一 点 a = (8.0) ЄЙ, П S). 


FRESA FEU, CIUJ TAREA HAA r, MA Ola, T 
U., НР limdiam( 1, (| 8) -0, 3 13765 КАЖ У 7, () SC O(a,r) 


TCU, ЖН ГТА. 
证 毕 


- =—— n s —- 
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ЗЕМ 11.1.10 855 0 T Ж, д 2 F Z КАР: 

(1)S 是 有 界 闭 全 . 

(2)5 是 紧 集 ， 

(3)S 的 任 一 无 限 子 集 在 S PAARA. 

E (1) 与 (2) 的 等 价 性 就 是 定理 11.1.9， 

(1у-3(3) 41 52555185. НЯ 11.1.1 5 S 的 无 限 子 集 必 有 素 点 ， 
而 5 是 闭 集 ,因此 这 个 柴 点 必 属 于 S. 

(3) 过 (1): 若 5S 的 任 一 无 限 子 集 在 S PRERA, WEA S Н — с 
жх, 的 极限 必 属 于 S ,因此 S 含有 它 的 全 部 聚 点 , 即 S 是 闭 集 . 

而 若 此 时 S 不 是 有 界 的 ,那么 在 S 中 存在 点 列 {x;1 满足 

lal >k, Ё=1,2,—. 
{х 是 无 限 集 , 且 在 Ra 中 {因而 在 5 h) 8 НЖ л. ЭС ЭГ НЭРД S 是 有 界 
的 . 
证 毕 

Cantor 闭 区 域 套 定理 ,Bolzano-Weierstrass 定理 Cauchy 收敛 原理 和 

Heine-Borel 定理 称 为 Euclid 空间 上 的 基本 定理 ,它们 是 柜 互 等 价 的 . 


习 题 


1. 证 明定 理 11.1.1: 距离 满足 正定 人 性, 对称 性 和 三 角 不 等 式 ， 
2. 证 明 : 若 В" PRAF | ху! 收敛 , 则 其 极限 是 唯 -的 . 
3. W R 中 的 点 列 | хь} ЖШ] уу! 收 和 分 ,证 明 对 于 任何 实数 «ДЖ 
lim(ax, + буу) = a ах, + B limy 
成 立 . 
4. 求 下 列 R2 中 子 集 的 内 部 .边界 与 闭 包 : 
1)5 = i(z,v)| z > 0,у 3 01; 
2)5 = l(z,y)|Ü < x+y < 11; 


PS = |(z=,y)|Ü < r= 1,y = sin 二 |， 
5. 求 下 列 点 集 的 全 部 素 丘 : 
Ë 
(08 = (0-06 |в 12.1: 


(2)5 = | (oos 2T sin 265) |k = 1,2, |; 
(DS = |[(z,y)|(z22 + yy = х2 +1) 20}. 
6. 证 明定 理 11.1.3: x ES 的 聚 点 的 充分 必要 条 人 忻 是 :存在 点 列 |x4| ЇЙ 
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RE x € S, xv Z x,k = 1,2,--, H lin x; = vx. 

7. B U E R2 КЕНЕ, U 的 每 个 点 都 是 它 的 聚 点 .对 于 R 中 的 闭 
集 又 如 何 呢 ? 

8. 证 明 S C R" 的 所 有 内 点 组 成 的 点 集 5° 必 是 开 集 . 

9. ШВ SCR 的 闭 包 S$ = S U S' 必 是 财 集 ， 

10. 证 明 Cantor AKRE EHA. 

11. 举例 说 明 ;满足 lim | хув 一 点 | = ОВА х | КЕК. 


12. B E.FC R" 5 ЯЛ ,ЛЕНЕГЕЯЕ(1) ЕЖЖЖ, 
13. 用 定义 证 明 点 集 101 |) РЕ = 1,2…"| 是 了 中 的 紧 集 ， 
14. КМ Heine-Borel 定理 直接 证 明 .R" ЕН ЛЖ ННН. 


$2 STERK 


ёл 
在 科学 技术 及 上 日常 生活 中 ,常常 遇 到 的 是 因 变 量 的 变化 与 几 个 自 变 量 有 
X. 例如 一 定量 的 理想 气体 的 压强 也, 体积 V 和 绝对 温度 了 之 间 其 有 关系 


р-55 (R 是 普 适 气体 常量 ) 


即 压强 已 的 变化 同时 依赖 于 V ЛИТ. 
ШЕВА У ЕНИ ТК Р, 及 高 h 之 间 有 关系 


V= ZAIR? + Rr + гэ), 


即 体 积 Y 的 变化 同时 依赖 于 只 ,> ЖШ H. 
这 些 例 子 举 不 胜 举 ,它们 表示 的 是 因 变 量 随 多 个 自 变量 的 变化 而 相应 变 
化 的 某 种 规律 ,这 是 一 元 函数 的 推广 , 即 多 元 范 数 ,下 而 几 章 中 将 导出 多 元 画 
数 微 积分 的 重要 理论 和 方法 ， 
EN 11.2.1 H DËR 上 的 点 全 ,了 到 及 的 映射 
f: D К, 
х =r 
称 为 n 元 函数 , 记 为 z = f(x). 
其 中 ,也 称 为 的 定义 域 ,名 = lulu = f(x),x € DI iA РГЕН, Г 
= j(x,z)|z = Кх), x € D| 称 为 了 的 图 象 . 


8|11.2.1 z= 1-5 -Y алав, нахи» 


2 2 
D = |«)єв 3, 
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几何 图 象 是 一 个 上 半 椭 球面 ( 见 图 11.2.1). 


图 11.2.1 


多 元 函数 的 极限 

现在 我 们 将 一 元 函数 的 极限 定义 推广 到 老 元 函数 . 

EX 11,2,2 EDAR EARE, xy = (1,5 29,51) € D,z = 
fix) 是 定义 在 口 \ |xol Lš п ARA RAER 4 ,对 于 任意 给 定 的 上 
> 0,#f Ë ó > 0,1Ë 

|Р) - A| < £ 
IPMA х C О(хоубуХ хо| RA, 8 y ak y, Н f(x) 44 fat A 25 
f(x) 3 x # T xo 时 的 (n 重 ) 极限 , 记 为 
Jim f(x) = A( Š, Їйл (ар ,x2 en ) = А, f(x)— À (х= хо)). 


- 
үгү 


у=, ' 


2,0 
ї 
Ta 


Ж ”在 上 面 的 定义 中 ,“x E Olep 8) \ (хо! 也 可 以 用 下 面 的 条 件 
|ї1-211« 6, |r- rg) «8,5,Їх,-41| «6, x = xo 


替代 .请 读者 想 想 为 什么 . 
例 11.2.2 (х,у) = (x + y)sin ry a ЕЙ (z, y) = 0. 
证 HF 
|f(z,y)- 0| = (х + y)sin 15 lr+y| Slal+tyi, 
所 以 ,对 于 任意 给 定 的 6 > 0, 只 要 取 =, АШ х-0|<8,|у-0}< 
8 Bir, y) Z (0,0) PF, 


|(х,у})-0| larl +I] y! <ё+ф= 5+5 ==. 
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Й Гіу (х,у) = 0. 


уй 
对 一 元 函数 而 言 , 只 要 在 хо ВУЛ ЛЕЕ НЭНЭР, 35 2 ТЕ хо 处 
的 极限 就 存在 . 而 多 元 函数 就 没有 这 样 简单 , 根据 极限 存在 的 定义 ,要 求 当 x 
以 任何 方式 趋 于 xo 时 , 画 数 值 都 趋 于 同一 个 极限 .这 就 为 我 们 判断 函数 极限 
的 不 存在 提供 了 方便 ,因为 若 自 变量 沿 不 同 的 两 条 曲线 趋 于 某 一 定点 时 ,前 数 
在: 


例 11.2.3 设 f(x,y) = + =~ lr, y) = (0,0). 


PR, 4 (3 ,у) r Яу ЕЛҮ, Ві, (х,у) ВЕ О. БЕ 
ЮЕ у = тх 8 T (0,0) 时 ， 
_ тх? т 
lmf(z, у) = lim + ma = = рур 
它 对 不 同 的 m 有 不 同 的 极限 值 这 说 明 Р(х,у) 在 点 人 0.0) 的 极限 不 存在 . 
即使 x 沿 任意 直线 趋 于 xo 时 , (с, у) 的 极 腿 都 存在 且 相 等 , 仍 无 法 保证 


它 在 ху 处 有 极限 . 


例 11.2.4 (х,у) = GEE ау) = (0,0). 
Hr, y) В y = тл 趋 于 (0， 0) 时 , 成 立 
(mrt — z) _ 1: 
r- mirt + т? Шин 
Ele, y) у h (0,0) 时 也 成 立 limgf(zx，y) = 上 ,因此 (z ,y) 沿 任何 直线 
趋 于 (0,0) 时 f(z,y) 极限 存在 且 相 等 . 

Н Р(х,у) 在 点 (0,0) 的 极限 不 存在 .事实 上 , 它 在 抛物 线 y* = х 上 的 值 
为 0, 因 此 当 (x,y) 沿 这 条 抛物 线 赵 于 (0,0) A, EARRA 0. 

一 元 函数 的 极限 的 人 性质, 如 唯一 作 、 局 部 有 界 性 .局 部 保 序 性 .局 部 夹 逼 性 
及 极限 的 四 则 运算 法 则 ,对 二 元 疯 数 依然 成 立 , 这 里 不 再 纽 述 ,请 读者 自行 加 
以 证 明 ， 

累 次 极限 

对 重 极限 lim /f(x,y), 人 们 很 自然 会 想到 的 是 ,能 否 在 一 定 条 件 下 将 重 


а: 


极限 (z,y)->(zoy уу) УОЗ ВО л-» ло уг уо, ВН — 
TARH i pie EE S hii АРИВ? 

Ж В ЖУКА В. 

211.23 jD R LEAFE, (royo € D,z = (zy) 为 定义 


in арыг rt +—— . rp ar - 
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在 DD 和 \ лу, уо} 上 的 二 元 函数 , 如果 对 于 每 个 周 定 的 y уо. im f( z, 


lim lim х,у) 


存在 ,那么 称 此 极限 值 为 函数 F(z,y) 在 点 (zo,y0) 的 先 对 工 后 对 y 的 二 次 极 
限 . 

同 理 可 得 到 先 对 улт 的 二 次 极 归 lim lim (х,у). 

累 次 极 跟 存在 与 重 极 归 存在 的 关系 很 复杂 . 例 11.2,3 和 例 11.2.4 其 实 
已 人 短 告诉 我 们 ,二 次 极 跟 存在 不 能 保证 二 重 被 限 存在 (请 读者 思考 理由 ) .而 从 
下 面 的 例子 可 以 知道 ,二 重 极 限 存 在 同样 不 能 保证 二 次 极限 存在 ， 

例 11.2.5 《二 重 极限 存在 ,但 两 个 二 次 极限 均 不 存在 ) 14 


ГЭР je + yin teost, r= D E. y = 0, 
0, z = Ü BR y = 0. 
HT 
|f(z,y)] < x° + у, 
ТЕС, у) = 10. 但 在 (0,0) 点 两 个 二 次 极限 显然 不 存在 . 


例 11.2.6 (一重 极限 存在 ,两 个 二 次 极限 中 有 一 个 不 存在 ) 8 
yint, r=ü0 H уз 0, 


0, Л 一 0 或 у 一 0. 
显然 有 limf(z,y) = 0, 即 一 重 级 限 存在 .但 
Ya 


f(x ,y) - 


lim lim f(x,y) = lim | limysin 2) = 0, 
而 先 对 х 后 对 y 的 二 次 极限 不 存在 ， 

此 外 一 个 二 次 极 眼 存在 不 能 保证 另 一 个 二 次 极限 也 存在 ;即使 两 个 二 次 
极限 都 存在 ,也 不 一 定 相等 .也 就 是 说 ,两 个 极限 运算 不 一 定 可 以 交换 次 序 ( 参 
见 本 节 习 题 6(2)). 

不 过 ,在 二 重 极限 存在 时 ,我 们 有 下 面 的 结果 : 

定理 11.2.1 “ 若 二 元 函数 f(x,y) 在 (x0,y0o) ЖИ ЖЕГЕ 

lim f(x,y) = А, 
Яа + = xo ВЕДЬ 
lim f(x,y) = ф(х), 
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MA (х,у) Elroy) 点 的 先 对 у 后 对 之 的 二 次 极限 存在 且 与 二 重 极限 相 
等 , 即 
lim limf (х,у) = lime) = lim (х,у) = А 
yn 
证 “只 要 证 明 lim p(z) = A 即 可 . 
对 十 任意 给 定 的 e > 0, 由 于 im f(x,y) = A ETATE ò > 0, 使 得 当 


У"Уу 


0 < / (z — zo) + (y у) <6 时 有 
[f(z,y) - Al < Z; 
于 是 对 于 每 个 满足 0< |z - zo| < ë е, у = уз, Й) 
|@(z)- Al = а.) - A| £ 256 
кий лий очева овчо < le- сан, 


ф(х) -А| <e. 
证 毕 
[ЖЕН] НЕ: 在 二 重 极限 存 在 的 情况 下 , 如 果 当 ул 加 时 存在 极限 
lmf(z,y) = #бу),Ж А 


lim lm (z, у) = Пт Су) = lim ўж, у). 
Втр, rB Җ РО, у) 的 二 重 极限 及 两 个 二 次 极限 都 存在 ， 则 三 者 必 相 
等 , 即 
шп lim f(z,y) = lim lim f(z,y) = = lm f(x,y). 


Уу лл 


这 意味 着 ,此 时 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 

多 元 函数 的 连续 性 

定义 11.2.4 设 品 是 R" 上 的 开 集 ,zx = f(x) Ж 2 Б D Las d. 8 
x, € D, FA 


Y Бы 


lim f(x) = f(xo), 
W] ikay fir E Xn 连续 . F“ 一 8”1 语 言 来 说 就 是 ， 如 有 果 对 于 任意 给 定 的 € 
> 0,## 8 > 0, 使 得 

бх) — f(xo)| < = 
AFA xE Olr i) Ж, МА р(х) 在 点 хо 连续 ， 
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如 果 函 数 f) EOF 口上 每 一 点 连续 ,就 称 Fr) 在 卫 上 连续 ,或 称 
f(x) 是 站 上 的 连续 函数 . 
Ё|11.2.7 函数 f(r,y) = sin л + y ERE LEH, 
证 (то, уо) A R? ER A. B 
| flx, y) — Fizo yo)| 
= |sinv z? + y“ — siny r + xë | 
Е сг Nr er 
一 OS 2 | " 1 2 


s| V z2 + y? —-/ rü + y | 
Фу (= = х0)? + (у — уо)? 【利用 三 角 不 等 式 )， 


于 是 ,对 于 任意 给 定 的 8 > 0,82 8 = e, (z жу)? + (y уо) < ë F$ SI. 
成 立 


С 


О.у) — f(zo,yo)| < є. 
这 说 明 f(z,y) Ф (хо, уо) 点 连续 , ВТ rgy) 为 В 上 的 任 一 点 ,于 是 
fir, yp ER LEŽ. 
-元 连续 函数 和 , 差 , 积 ,、 商 及 复合 函数 性 质 同样 可 以 平行 地 推广 到 多 元 
> Тасе te 

Bi 11.2.8 па E 

解 ” 注 意 到 函数 ln(r +e") fly rt y 在 自然 定义 域 上 的 连续 性 ,由 极 
限 的 运算 法 则 得 


limln(x + е”) 


. шШїх+е) _ 39 
lim = = In 2 
r V z2 у lim z? + у? 
уй 
| . sin|(y + 1) т2 + у? ] 
例 11.2.9 ”计算 极限 im . 


解 注意 到 lim T = ] 就 得 
| 
Ер: БЭЛЭГ, 

sin|(y + 1) / z2 + у?] 
= 1 "(у + 1) 
= (y + 1) z° + y? > 


re + 
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— ны sin[(y + DV z2 + у?] "lim(y + 1) 
sm (у+1)/ л +у 52 


= 1. 
向 量 值 函数 
平面 解析 几何 中 熟知 的 参数 方程 
х = plt}, 
у= 40), t E [40,21] 


是 一 元 函数 的 另 一 种 推广 :多 个 因 变 量 (zx 和 y) 按 某 种 规律 , 随 自 变量 , 的 变 
化 而 相应 变化 .一 般 地 ， 

定义 11.2.5 DÈR АФ, D #] Ra 的 映射 

f D — R” 
x = (æg, En) Z = (21,22, Za) 

称 为 下 元 由 维 向 量 值 函 数 (或 多 元 函数 组 )， 记 为 z = f(x). DRAGEN 
BR. = |z € R” iz = f(x),x € D] 称 为 了 的 值 域 . 

Ел m = 1 的 特殊 情形 . 

显然 ,每 个 z (i = 1,2,…,m) 都 是 x 的 函数 = = f(x), 它 称 为 了 的 第 
i 个 坐标 (或 分 量 ) 隐 数 ,于 是 ,了 可 以 表达 为 分 量 形 式 


zí = р(х), 

жу 一 folx), Є D. 

Za — fax), 
因此 大 又 可 表示 为 

f = (fi. fo, fad 


i 11.2.10 В 
f:[0, + œ) x [0,27] > В, 
(r8) ““(х,ууг) 


的 具体 分 量 形 式 是 
x = z(r,8) = reos 6, 
р = y(r,8) = rsn 0, (r€ [0, + о), 8 € [0,27]), 
z = (к.б) = ғ, 
х — Ju — 2 81 НИ  , ZF. Эт [B| SF ЛАГ К, Е Е а [B| B) — КЕ А 
HE m. 
我 们 引进 极限 的 概念 : 
定 尺 11.2.2 。 设 口 是 R" 上 的 开 集 ,xo €C р, у: N (хо > R” 是 映射 


Te — m + me мати 0—8 —— 


832 Эл 5121. 


向量 值 函数 ) ,如 果 存 在 ra 维 向 量具 ,对 于 任 圳 给 定 的 上 0,4ЧЕ9 > 0,18 
得 | 
ОХ) - Al < є 
对 于 所 有 x*E О(хо,бУХ (хо Ж, АЖА 57 (х) 34 y ЭГ хо 时 的 极限 . 
MAR x эхо) f(x) ЗЫЛ 
lim f(x) = A р(х) = А(х—=® xo). 


再 引进 连续 的 概念 ; 
ЖУ 11.2.4 EDAR F$, xr € D. f: D — R” ARH EE 
TRR) 如果 了 满足 
lm f (x) = fixo), 


ТАЖ f Ë x 点 连续 . 

о ЖЯ f ED Ei E 3 atk f Ер Ез ИВА f xu D Е 
的 连续 映射 . 

如 果 我 们 如 前 所 述 将 f Cf = Gi fots fa) ARA FER ERAH T 
我 们 可 以 利用 坐标 函数 来 判断 了 的 连续 性 ,也 就 是 说 ,映射 (向 量 值 闯 数 ) 的 连 
急性 可 以 归结 到 它 的 坐标 廿 数 的 连续 性 上 去 . 

定理 11.2.2 设 刀 是 R* 上 的 开业 ,xoE D. АВА f: D R” É vo 
点 连续 的 充分 必要 条 性 为 函数 рр, р, Sa 在 xpo 点 连续 . 

Ш ”这 可 由 不 等 式 


1504 Оо) S| f(x) О) = УС О)? 


< XZ f(x) - f,(xo)], j = 1.2," m 
直接 得 到 ， 
证 毕 
设 吕 是 R" 上 的 开 集 ,为 Ri 上 的 开 集 .gD 一 R" Ч/:0--8" ЯВ. 
E g WER R, WER C 02, 则 可 以 定义 复合 映射 
f ° a:D— R”, 
u > {[(р(и)). 
关于 复合 映射 的 连续 性 有 下 述 结论 : 
定理 11.2,3 pg ÆDE, ДО БНН, АЯ Во о 
р. 
请 读者 根据 一 元 复合 函数 的 燃 似 结果 自己 补 出 证 明 . 
例 11.2,11 1р = |lu, Є |а < u < b,c < o < di. 映射 


= “una H PERE ro ' —— s 231 л 
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f:D > R, 
(usu) r=(z,y, g) 


J — Jú = E [E] {РАЖ , 它 写 成 分 量 形式 就 是 


х= zlu, v), 
EE (u,v € D. 


z = 2(и,0), 


1125 (н, 0), у(и, о) (н, о) 都 是 也 上 的 连续 函数 ,从 几何 上 看 ,这 就 是 
空间 上 连续 曲面 的 一 般 方 程 . 


1. 


t> 


b u 


Ол 


习 题 
йк БЭЦРНЭЭ НКЕ У 8. 
x 221214, 
(1) < = In(y о: (2) AiB r’ 


(3) =s R2— y а t a + y2 + r (R >”); 


2 : = 
(4) u= arcsin ~z 2. 


зотлар 0) 点 的 极限 是 否 存在 : 


(1) f(z,y) = ry: (2) (х.у) = = + Z: 
11, Ü < y < z2, 328 
G) f(z,y) = | RER (0) fley) “тєр эв 


对 多 元 函数 证明 极 限 的 唯一 性 .局 部 有 界 性 .局 部 保 序 性 、 局 部 夹 通 性 
.对 多 元 钢 数 证 明 极限 的 四 则 运算 法 则 : 假设 当 x А о 时 f(x) 和 


elx) 的 极限 存在 ,那么 
(1) lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + limg(x); 


(2) lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) 2 lim g(x): 
(3) lm (F(x) /g(x)) = lm f(x)/ limg{x), (lim g(x) = 0). 


, 求 下 列 各 极限 ; 
ху 
(1) im a (2) im Hea, 
ee БЇРТ: 
3) 1 : (4) lim 
0 ху : 23011427 Ба _1' 


х? + у? , natty , 


2 2 
| 


-——— sN - - 
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cosí z? +y’), 
24 уут? у? ° 


6 讨论 下 列 函 数 在 点 的 二 重 极限 和 一 次 极限 ， 


2 2 
(1) Р(х,у) = 22у? ey 
(2) fla, y) = z2(1 + z2)— yAn у^). 


зу 


(7) lim Í (8) dim, (х® + ye, 


(3) fle, y) = asint + ysin +. 
7. 验证 函数 


20 _ 1 2) 1 
2:0? Эл r > 0 R> z° < y < z°, 


fíz,y) = Fle- у), zr > 0 H z2< y < 22?, 


0, 其 它 点 
在 原点 不 连续 ,而 在 其 它 点 连续 . 
8. 讨论 函数 


r? 


Убу) -2 жу, 
0, z2 + y? = 0 
的 连续 范围 . 
о. 设 二 元 函数 f(x,y) 在 开 集 中 元 RR 内 对 于 变量 xz 是 连续 的 ,对 于 变量 
y 满足 Lipschitz RAF: 
[flzsy)- fry «у-у, 
其 中 (zy (zy)EDD, 工 为 常数 (通常 称 为 Lipschitz 常数 ). 证 明 Р(х,у) 
在 也 内 连续 . 
10. ЖЕН. Ж f Mg E: R" 中 开 集 D 一 R” 上 的 连续 映射 , 则 映射 了 + g 5 
函数 (f,g) 在 D 上 都 是 连续 的 . 
11. 证 明 复 合 上 映射 的 连续 性 (定理 11.2.3). 
12.44 D E R" 上 的 开 集 ,xo € D. f. D — R” АЕА, БТЕ хо 
点 连续 ,有 f(xo) = @. ПЖ g(x) = | f(x2)| “(a > 0), ЕВ а(х) # хок 
НЬ. 
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紧 集 上 的 连续 映射 
现在 ,我 们 将 一 元 连续 函数 在 闭 区 则 上 的 重要 性质 推广 到 多 元 连续 函数 


，124 ， 第 十 一 章 Euclid 空间 上 的 极限 和 连续 


回顾 对 一 元 函数 的 处 理 过 程 ,是 通过 引入 单 侧 连 续 的 概念 , 先 将 “连续 ” 
从 内 点 鞍 伸 到 边界 点 , 即 由 开 区 间 连 续 扩 展 到 闭 区 间 连 续 , 再 对 闭 区 间 上 连续 
钞 数 进行 讨论 的 . 
现在 对 高 维 点 集 作 类 似 处 理 , 先 将 连续 的 概念 扩展 到 边界 ， 
EX 11.3.1 AE KOR, f:K >R” ARH FERH), x E 
玉 . 如 果 对 于 任意 络 定 的 E 人 0 存在 人 >>0, 使 得 
Рх) Fix) < e 
(Fp f(x) C ОС (хо), е) РУЯТ х Є O(x,, 6) | KRA, Ш fir) 在 点 
хү, 
Зе ЖЕЛ [ЖЕК 上 者 一 可 连续 ,就 称 了 在 氏 Lika АВК 上 的 
НОВВЭН. 
当 хол K BAAR, ERRERA ES; хол K 的 边界 点 时 ,只 要 求 
ху 的 人 1 邻 域 中 属于 K 的 那些 点 满足 不 等 式 
| f(x) ~ f(x)! <e. 
请 读者 与 一 元 函数 的 单 侧 连续 定义 相 比较 ， 
闭 区 间 实 质 上 是 - : 维 空间 中 的 有 界 闭 集 ,顺理成章 地 ,也 应 该 要 求 了 的 定 
义 域 是 高 维 空间 中 的 有 界 闭 集 , 即 紧 集 . 这 样 ,一 元 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 就 
可 以 拓展 至 多 元 函数 ,这 也 就 是 引进 紧 集 概念 的 一 个 原因 . 
先 给 出 紧 集 上 的 连续 映射 的 一 个 重要 性 质 ， 
定理 11.3.1 ЖЎВА КАБА Ж. 
证 KER 中 紧 集 ,f:K — К" 为 连续 映射 . 记 K 的 像 集 为 
ТОК) = ly € R”|y = f(x),x € Kl. 
由 定理 11;1.10, 只 要 证 明 f( K ) 中 的 任意 一 个 无 限 点 集 必 有 聚 点 属于 f(K) 
就 可 以 了 ， 
Bini ASAK) 的 任意 一 个 无 限 点 集 , 对 于 每 个 yy, 任 取 一 个 满足 fx) 
= у, хь € К,А = 1 2…, 则 |x ARR K 中 的 无 限 点 集 , 它 必 有 聚 点 属 
FK BREU) 的 子 列 | xx 1 满足 
Шах, = a € K. 
由 了 在 & 点 的 连续 性 得 
limy, = Шаў (хь) = fla}, 
即 f(a) у 的 一 个 聚 点 , 它 显 然 属于 f(K). 因 此 ,ff(K) Е. 
证 毕 
设 f(x) ЖАК CR" 上 的 连续 函数 ,那么 КӘ Е ЕФЕ, Н 
ERRAR, AE (K) 中 的 点 的 最 大 值 和 最 小 值 一 定 在 f(K) 中 .这 样 就 可 
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得 到 以 下 结论 

定理 11,3,2{ 有 界 性 定理 ) 设 f(x) # SEE K C К" БНА, Ш 
Fix) EKEKA. 

定理 11.3.3( 最 值 定理) 设 f(x) ERR K C R" 上 的 过 续 函 数 , 则 它 
在 开 革 必 能 取 到 最 大 值 和 最 小 值 , 即 存 在 2), 6, E K EAT х Є K 

KED << f(z) < (5). 

现在 引信 一 致 连续 的 概念 . 

定 尺 11.3.2 KÆR ФАЖР. КВ" Akh. wk TERA 
的 e >00, FE ó > 0, 使 得 

[Kx -Fr < £ 

对 于 开 中 所 有 满足 |x -х | < 之 的 x ,x 成 立 , 则 称 f(x) 在 KK 上 一 臻 连续 . 

下 面 的 定理 说 明了 其 集 上 的 连续 映射 的 一 致 连续 性 质 . 

定理 11.3.4( 一 致 连续 性 定理 ) KÆR PE Кв" 为 连续 
ВЭ. 2 f(x) 在 玉 上 一 至 连续 ， 

证 ”对 于 任意 给 定 的 e >0, 由 于 .PKx) 在 天 上 连续 ,因此 对 于 任意 的 
€ K, FE ô, > 0, 使 得 当 xE О(а,д) N K Bf , 


Р(х) fo)! < 2: 
显然 10(a, 学 ),a € KIEK BRRR BF K 是 紧 集 ,因此 存在 其 中 
à, 
SEET K. 
16, | ,那么 对 于 K 中 满足 |x -х | < 之 6 的 任意 x х”, 


д, 8, 
有 限 个 开 集 Ola :7 Olaz) Olms 


ua = 1 


min 
2 үа сэн 


д, 
不 妨 设 x" Є Ola DUSS т), 
ааа 8, +à, = д„, 
тайл ХЭ - 0а) < 三 .因此 
Р) Р) =u f(x) Ра) +1 К) — УСа,д! 


Е 


218 _ 
< 5+5 =e. 


НЕХ, SJEK 上 一 致 连续 . 
证 毕 
连通 集 与 连通 集 上 的 连续 映射 


rt = prane, 1-4 9 i paq з урана mn Hr Q = 


. 126 ` 第 十 一 章 ”Euclid TË LORRIE 


在 直线 上 ,区 间 实 质 上 是 “ 连 成 一 体 ” 的 点 集 , 在 高 维 “ 连 成 一 体 ” 的 点 集 
就 是 下 面 定 义 的 连通 集 . 

Ж УИ 11.3.3 ASAR 中 点 集 , 若 连续 映射 

y:[0,1] — R” 

的 值 域 全 部 落 在 S Ф.ЁРЭЬХ-У(0,11) CS, 则 称 7 为 S 中 的 道路 ,y(0) 与 
y(1) 分 别称 为 道路 的 起 点 与 终点 、 

若 S 中 的 任意 两 点 xy 之 间 ,都 存在 S PRAYO) = x,y) = y 的 道 
路 7, 则 称 S 为 (道路 } 连通 的 ,或 称 5 为 连通 集 . 

直观 地 说 ,这 意味 着 3 中 任意 两 点 可 以 用 全 部 位 于 S 中 的 曲线 相 联结 ! 参 
А, 11.3.1). 


图 11.3.1 


ВЖЕ БАЕТУ ін Н R ЕВ S T Жы ЖЕЛШ ЖЕ: 
EEA KH. 
EN 11.3.4 连通 的 开 集 称 为 (4 开 ) 区 域 .( 开 ) 区 域 的 闭 包 称 为 闭 区 域 . 
例如 ,车 a € R*, 那 么 开 球 
$=!хЄН"|{х—-а| < r! 
是 区 域 ; 集 合 
S= |x € Віа < z, < bpi = 1.2," ni 
也 是 区 域 . 请 读者 思考 如 何 为 S 上 任意 两 点 构造 相应 的 道路 (连续 映射 ) 
定理 11.3.5 连续 映射 将 连通 集 映 射 成 连通 集 ， 
证 iD ER 中 的 连通 集 ,f 了 :DD — R” 为 连续 映射 , 记 耻 的 像 集 是 
РР) = |y E R” |y = f(x),x € рі. 
对 任意 ax) SO € f(D),x,y € р.н D ЮЖ 38 PE3I ,存在 连续 映射 
у:[0,1]-+ D СВЕ", 
使 得 y(0) = x,y(1)= у. ВНЕ у = /(у(т)),:Є [0,1] 56, 
A 1(У(10,11)) С: 203), 8 
f» y:[0,1] — f(D}, 
EOOD = f(x) 及 f(y(1)) = f(y) .这 就 是 说 ,f。Y 是 了 LD) 中 的 道路 . 


tee 一 -- -一 一 号 一 ,一 一 一 一 一 CT 
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H (х), Ру) 的 任意 性 即 知 f(D) 是 连通 的 ， 
证 毕 
推论 11.3.1 ЖААН ЕА ЯР Ир М], 
由 此 立即 得 到 ; 
定理 11.3.6{ 中 间 值 定理 ) 设 色 CR" 为 连通 的 紧 集 ,FUxz) 是 下 上 的 
连续 函数 . 那么 f(x) 可 取 到 它 在 民 上 的 最 小 值 in 与 最 大 值 M 之 间 的 一 切 值 . 
ж, геа Б т, М. 


2] 题 
1. 设 DCR",f:D R” HERRY MR D rh х, 满足 limx 
-0,НаСД D,uF HB 
limf) = fla). 
2. FER 上 的 连续 图 数 ,c 为 实数 , 设 
A, = |x E€ R 0 (х) < cl, B = (хе В| 0х) е. 
ЕН А, A В" 上 的 开 集 ,号 . HR 上 的 闭 集 . 
3. 设 A AR 上 的 非 空子 集 , 定 多 R" 上 的 函数 了 为 
f(x) = ш |x — ylly€ АГ. 
ERA x 到 A HER. ПЕНЯ. 
(1) 当 且 仅 当 x € Aff, f(x) = 0. 
(2) 对 于 任意 x ,x” € R* ,不 等 式 
Ск) РА) х 
成 立 , 即 了 在 В" 上 一 致 连续 . 
(3) 若 A 是 紧 集 , 则 对 于 任意 给 定 的 c > 0, 点 集 jx € RIOS ci 
ERE. 
4. 设 了 是 R* 上 的 连续 函数 ,满足 
(1) 当 x 关 0 时 成 立 (x) > D; 
(2) 对 于 任意 x 与 c > 0, 成 立 flex) = cf(x). 
证 明 . 存 在 a > 0,5 > 0, 使 得 
alx КГ хус Ах! 
提示 HE R" 的 单位 球面 上 考虑 . 
5. 设 fR" -> Rz 为 连续 映射 .证 明 对 于 件 何 R° 中 子 集 A 成 立 
КА) С /(A). 
举例 说 明 f(A) 能 够 是 f(A ) 的 真子 集 ， 
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ЕЕЕ, 
将 气体 状态 方程 PV = BT 改写 成 
RT 


V(P,T) = (R 是 普 适 气体 常量 }. 
在 等 压 过 程 中 , 方程 中 的 P 为 常数 , 因此 可 以 将 У(Р,Т) 看 成 一 元 函数 
ҮСТ). FE, SREE V ATRE T ГОЛЖ Л V T 的 导数 
dV(T) R 
P > D. 


这 说 明 此 时 体积 随 温度 的 变化 单调 增加 :温度 上 升 时 体积 增 大 ;温度 下 降 时 体 
ВОЛ. 


而 在 等 温 过 程 中 ,了 为 常数 ,因此 可 以 将 VCP ,T) 看 成 一 元 函数 VIP). 
于 是 , 体积 V 关于 压强 P 的 变化 率 就 是 V(P) 对 PP 的 导数 


这 说 明 此 时 体积 随 压 强 的 变化 而 单调 减少 :压强 增 大 时 体积 收缩 ;压强 减 小 时 
Кн Ж. а тА. 

这 种 将 一 个 变量 视 为 常数 ,而 对 另 一 个 变量 求 导 ,以 求 得 函数 关于 某 个 丙 
素 的 变化 率 的 做 法 ,就 是 对 多 元 苹 数 求 住 导数， 

现 对 二 元 国 数 引入 偏 导 数 的 概念 . 

定义 12.1.1 #ëDCR 为 开 集 ， 

z = Р(х,у), (x,y}ED 

ХХ. 4)2-Ха88 ,Р,(хо,уу) 为 DD 中 一 定点 .如 果 育 在 极 限 


ii хо + Ar, yo) — f(zo, ya) 
Нэн! Ах , 


MARIAA 了 在 点 (xz0,30) XT z ARS, ARARA / Ж.Ж, (ла, ун) Ж 
于 аЗ, RATE (тоо) (Ф, /,( хо, ж) 2 (zo,yo)). 

ай fF ED 中 点 点 都 关于 zx 可 偏 导 , 则 口中 每 一 点 (z,y) 与 其 相应 
的 关于 х 的 偏 导数 产 (z,y) 构成 了 一 种 对 应 关系 即 一 元 函数 关系 , 它 称 为 f 


A шз t a s o dei АЛЛЧЧЫЛРЭНЫ. a Л нээрээ їе тзг см =Ñ - - 
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XT r 的 偏 导 函 数 , 记 为 
2 到 (或 flay) E). 
类 似 地 可 定义 在 点 (zo,yo) 关于 y 0885 2 Coy) (о, 


уо), 9 (ros yo0)) 及 关于 у 的 偏 导 函 数 3 (或 0.050). 


若 了 在 点 (zo,w) 关于 Жу ВЕЕ, А ЕА (хо, уо) Н. 
这 样 , 上 面 求 出 的 体积 Y 关于 温度 工 和 压强 己 的 变化 率 就 可 以 分 别 写 成 


ЗУ(Р,Т)_К ӘУ(Р,Т) _ RT 
aT = р >Ü; ӘР T 


RERAMA RJ JL Ж V ЖИЙЕН 
= = (х,у), (х,у) € D. 
CRAE- KHE. FE y = уо ЭЭЖ ЭХ ¿(LE 12.1.1) 方程 为 


Е — 2, 
{у = yo . 
z= fx, ув) 


p < 0. 


Ё 12.1.1 


利用 曲线 的 切 向 量 的 方向 余弦 表示 式 ,该 曲线 在 点 (zo,yo) 处 的 切身 量 + 的 
方向 余弦 满足 

соз(т, 2) : оов(т,у) :соз\т,ж) = 1:0: f.(Zzo, yo), 
也 就 是 说 , f(xo,yo) 是 平面 y= yo 上 的 曲线 7 在 点 (zxo,30) 处 的 切线 关于 
轴 的 斜率 ,这 是 一 元 情况 的 直接 推广 . 
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从 偏 叶 数 的 定义 可 以 看 出 ,对 茶 个 变量 求 偏 导 数 ,只 要 在 求 导 时 将 其 它 变 
量 看 成 常数 就 可 以 了 , 这 种 思想 可 以 扒 广 到 一 般 的 л 元 画 数 上 去 : 设 хо = 
(20,09,7700) AFE D C R" 中 一 定点 .定义 元 函数 
u = fx ra) (miza, z.) € D 


在 x 点 关于 zi(i 1,2, m) 的 偏 导数 为 


E ataga) 
_ li (ж,б ух үүл + Ахуул угт ух) — Fix, xl, e,r?) 
Шз Ах, i 
“如果 右面 的 极限 存在 的 话 )， 


例 12.1.1 设 (х,у) = z4+2r2y + уі, Ж fe(z,y),f,(z,y2, 
500,1) fl /,(0,1). 
解 ”把 看 成 常数 ,对 二 求 导 便 得 
falx, y) = 4x? + 4ху. 
于 是 /,(0,1) = 0. 
把 x 看 成 常数 ,对 y 求 导 恒 得 
f,(z,y) = 272 + 452. 
于 是 f,(0,1) = 4. 
例 12.1.2 Жи = nlr + x? + с?) 的 偏 导数 ， 
解 


с 
Бы 


ди 1 
дт zty + z?” 
ди ___ Шу _ 
ду x+ + z?” 
Ju _ 32? 


Jr r+ 52 + z2' 


例 12.1.3 z = fr > Ü,+ 关 1), 证 明 它 满足 方程 


y Jz жау = 2% 
证 “由 于 3 = oz 和 = 271 zx, 因此 
x dx 1 д» = . - Bj . = = 
у ат пхду y ж! +ү z plns = 227” = 2z 
“H| Sh АЕ ЖЕ” TE — Sú B АУ — # ЖАШ FE Н,Нх|2Жл ээ КР, 
类 和 似 性 质 并 不 成 立 , 即 可 偏 导 未 必 连 续 . 


例 12.1.4 É 


1 жилы илла т\л w amana —marama na на А "Вали мар =a -  — 
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— X, (х,у) Æ (0,0), 
у 4224 у > 
flrsy) 4 У (ауу) = (0,0). 


计算 00,0), 60,0). 
解 ”由 定义 得 到 
},(0,о)= lim 045.0) А0,0) 


AT ++] 
ar ,0 0 
m+ р 00 
Ат к) AT л) AT 


F £ (0,0) = 0. 这 说 明了 f(z,y) (0,0) AHT. 
但 我 们 已 经 知道 , 所 z ,?) 在 {0,0) 点 不 连续 . 
方向 导数 


偏 导数 反映 的 是 二 元 函数 沿 x 轴 方 向 或 y 轴 方 向 的 变化 率 .而 在 平面 R 
上 ,从 一 点 出 发 有 无 穷 条 射线 , 当然 也 可 以 讨论 函数 沿 任 一 射线 方向 的 变化 


ж. 


R* 中 的 单位 向 量 总 可 以 表示 为 = (cos a sin a) ЖЕ о у Ех 轴 
ТЕ I] BJ 33 8 ,因此 代表 了 一 个 方 癌 ,oos a ,sin a ( = cos 8) Ж v Л Fj 954 
(ЖР pAr Ууу ШШЕ АЗА). ВЕ Роб хо, ул! Є В, ШЕ Po 为 起 点 ,方向 为 


y 的 射线 (图 12.1.2) 的 参数 方程 为 x = ОР, + гу. > 0. 


y 


р-4с08 œ, sin a) 


с 


Рох, yo) 


Ё 12.1.2 


EX 12.1.2 G DCR 为 开 集 ， 
z = } (х,у), (х,у) Є D 


是 定义 在 口上 的 二 元 函数 ,Po(xo; у) 2 ОФ 3 8, v = (соз aysin a) 为 一 


个 方向 .如 果 极 限 


i /Сха + teos а,ур + їзїп w) — fixo уб) 
h Ї 
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存在 , M| ЖЛЕ IR ЖЗ ЖЖ 了 在 点 (ro,y) 的 港 方向 的 方向 导数 , 记 为 


д 
2 (гөө. 


HF х ЖЖП у 轴 的 正 向 的 方向 分 别 为 el = (1,0) 和 e = (0,1), MEX 
立即 得 到 ,函数 {x,y) 在 {xo, уо) 点 处 关于 zr( 或 y) 可 偏 导 的 充分 必要 条 件 
为 f(z,y) 沿 方 向 ei 种 -ei{ 或 方向 es 和 一 es) 的 方向 导数 都 存在 且 为 相反 
数 . 

ж? 一 211/2 

anas Жа) (0 о 

解 对 于 任 一 方向 vlco a ,sin о), б 


О + toos ze ,Ü + tsina} — f(0.0) _ lel o2 |1⁄2 
; = | со z — sin a | 1⁄2, 


当 сов? а = вш” a 时 ,上 式 为 零 , 因 此 f(z ,y) 沿 这 样 的 方向 的 方向 导数 
为 零 ， 

З cos? a Æ віп? а h], 4 £ — 0 + В БСА В 57 | со a — sin2all2 , 它 
就 是 xz，y) 溢 方向 + 的 方向 导数 ,同样 可 计算 出 ,F(z ,y) 沿 方向 一 + 的 方向 
导数 仍 为 | cos? а — sin? а | 1⁄2. 

А С, у) Ле, M-el = 1,2) 的 方向 导数 均 为 1, 因 此 f(z， 
y) 在 (0,0) КА ЗЭ Л 

АЕ, A R 中 的 单位 向 量 w( 即 满足 | v | = 1 的 向 量 ) 视 为 一 个 方向 ， 
就 可 类 似 定 义 元 沙 数 的 方向 导数 , 设 也 DC 性 R* 为 开 集 ,x? = (zz zx ) 
A D'HE, = 《wj ;v2 v) 0—0. УО ER n TAR u = 
Jiri dn) 在 点 x) EAE v 的 方向 导数 为 


a 
ACERS ‚2% } 


的 方向 导数 . 


х 


= үд LOL гох + toz t za + ton) Райта) 
1-0 А ; 
(如 果 右面 的 极限 存在 的 话 )， 
全 微分 


以 上 讨论 的 是 自 变 量 沿 某 个 给 定 方 向 变化 时 ,函数 的 变化 率 . Баия 
ВІН, 自 变量 可 以 随意 变化 . 比如 ,对 于 气体 状态 方程 V(P Т) = RL 二 ,纯粹 
的 等 压 或 等 温 过 程 是 不 存在 的 .真正 项 要 考虑 的 是 , 若 自 变 量 书 和 了 分 别 产 生 
了 增 量 AP AAT 后 ,如何 估计 体积 的 改变 量 

АУ = Ү(Р+АР,Т + AT)- У(Р,Т). 

一 般 地 ,对 于 函数 z = fry) ЕНШ 
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Az = f(z + Ar, yo + Ay) — f(zo, Y0), 
我 们 引入 如 下 定义 : 
EX 12.1.3 ЯРСКЮЖЯЖ, 
z = f(z,y), (m,y) € D 
是 定义 在 叫 上 的 二 元 辐 数 ,Po{xo,Y0) 为 也 中 一 定 志 ， 
若 痛 在 只 与 点 (zoyy0) 有 关 而 与 Ar, Ay 无 美的 常数 A fB, 18 4 
Az = ААх + ВДу + olV Ar + ду), 
9| 85554. РЕ А o уу) 处 是 坷 微 的 ,并 称 其 线性 主要 部 分 AAz + BAy 为 了 在 
点 (zx0,Y0) 处 的 全 微分 , 记 为 де |р, 或 абло, уо). 
车 (在 vw Ar* + Дуг 一 0 时 ) 将 自 变量 т, у 的 微分 Az ,Ay 分 别 记 为 dz, 
dy ,那么 有 全 微分 形式 
dz|P = Айх + Вау. 
下 面 说 明 凡 点 ， 
首先 ,可 以 明显 看 出 ,如果 了 在 点 (4zo:30) AIR, U f ТЕ ДА (ro, yo) 处 是 
连续 的 : 即 可 微 必 连续 . 
其 次 , 若 Ay = 0, 便 得 到 
#Оху + Ах, ур) — (ко, yo) = AAz + o(Az), 
于 是 


li 


HASE (тозо) = A. 同 理 可 证 3 (zo, yo) = B. 因 此 可 微 必 可 偏 导 ,同时 ,得 
到 全 微分 公式 
df(zo уь) = SE (zo, yoda + 51 жо, y0)dy. 
例 12.1.6 REX z = em 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 . 


Ferg t Ar,yo) — f(zo,yo) _ A 
A= = 


Жж HT 
д2 ху Jr 
ат ye, ay = re”, 
mêl 0,95) = 2@. 所 以 函数 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 为 
дж | (2,1) Зу! (2,1) 


dz = fde + 2 dy, 
还 可 以 进一步 得 到 ; 
定理 12.1.1 ЖАЙ 
z= (х,у), (zy) ED 


бм. 84095 ЛЫН 0 
在 Pol zos ув) THA A TEA E vy = (cos a ,sin a), f £(zo, yo) 点 语 
Y боа) AK E А. 
S (zo) = ЗГ (ту, ya)eos ач Сто, yo)sin а. 
证 ”由 定义 和 人 金币 分 公式 ,得 


afez у= lim firo їсов а, уо + tsin e) — f =a, уо) 
дф 0 > Уй ын Р 
х0, Уо) ѓсоѕз а от (хоуууНап a + olt) 
ах 0: Уо ду 00 
к=й+ Ё 


- SÉ (хоууо)оса a + JA (zo, yo)sin а. 
证 毕 
WME z= f(z,y) ERR D Ба АБЕ Ау, MWER ТЕР ETM. 
此 时 成 立 
dz = S le, ydr + (z, y)dy. 
第 三 ,用 同样 的 思想 可 以 定义 一 般 x лори = (х,ол, ) А94 
微分 ,并 可 得 到 
du = а + Saday + + ZE de, 
| Хэ Er 
ШЖ u = flra an) Æ x = Crito an) 点 可 微 ,那么 
S£ = эва в + з ХАЛААГ» 
其 中 b= (сов 0,,соѕ Aa, ‚соз 8,) A — A i, 0; и r E 1338. 
P| 12.1.7 Жы = > - cos > + arctan = 的 全 微分 . 
解 HT 


cos 如 ， 


дн _ 1 du і. x 9и _ у 
dx ;dy 2 2 уг + 22° de ус + к?” 
所 以 
1. z 
du = dx 十 了 50 2 一 5 十 >? dy + 2 + zde 


第 四 ,一 元 函数 的 可 导 与 可 微 蚌 等 价 的 . ТЕ E НЕ И БОР nl {Н е НЭГ 
偏 导 并 不 一 定 可 微 .例如 ,函数 


fiz y) „ету (х,у) Æ (0,0), 
0, (х,у) = (0,0) 


та лт .— -一 一 --- 一 一 —— — 一- 
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在 (0,0) 点 不 连续 ,因此 不 可 微 ,但 它 在 (0,0) 点 是 可 偏 导 的 ( 见 例 12.1.4). 
事实 上 ,一 个 函数 即使 在 某 一 点 处 连续 , 且 所 有 方向 导数 都 存在 ,也 不 一 


让 在 该 点 可 微 . 
例 12.1.8 B 
_2ху?_ 2 {2 
je Ж + y = 0, 
0, х2 + у = 0. 
由 于 
ПОНЕ ЕЕЕ =] | 
, х? + уй S| 2227 У! 


А (х,у) ТЕ(0,0) 点 连续 ;而 / (л, у) ЕС0,0) 点 沿 方 向 b= (сова ,sin a) 
的 方向 导数 为 
2f lim Ü + гсоѕ z,Ü + zsin a) — 0,0) 


Gu pp Ї 


. 2eos asin 
= li ACOs чап а 2 — O. 


tt a + tisint a 


因此 у,(0,0) = f,(0,0) = 0. 但 因为 
HO+ Ar,0 + Ay) — F(0,0) – [ Z. (0,0)Az + /,(0,0)Ау] = F(Ar ,Ay), 
而 
2ArAy’ 
im LAA - lim A+ 
тэс 4 Дх? + Ду? ЫА 4 Az“ + Ду? 


2АУ 
. Ay + Ду | 1 
im -23-1-25-0- lim ——— = 1=0, 
дэн Ayy 1+ Ду! ahy] Ау? 
Ёр 
7/00 + Ах,0 + Ду) – 00,0) – [7.00.04 + f,(0,0)Ay] 


= olv Ах? + Ду"), 
所 以 Fx, y) 在 (0,0) 点 不 可 微 . 
但 关于 可 徽 有 如 下 的 充分 条 件 ; 
定理 12.1.2 HAR z = flr, y) Æ Palro yo) 点 的 菜 个 邻 域 上 存在 
偏 导数 ,并 县 人 恼 导数 在 Po 点 连续 ,那么 了 在 Po АЖ. 
证 ”由 于 
flro + Ax, yot Ay) — f(zo, 30) 
= [f(zo + Az, yo + Ay) — /(ху,уо + Ау), 
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+ [F x0 yo + Ay) — f(zo,yo)] 
= falza + Ar, yg + ду) Ах + (хо, yo + 0;Ay)Ay, 
O < 0),6; < 1. 
Ra- PAAT ЖЛЕ tš e PB. 
因为 f 和 在 (zo,y0) 点 连续 ,所 以 在 v Ar? + Дуг — 0 В] 
fs zo + Ar,yot Ay) = „(жо уо) + o(1), 
plxo yo + Ay) = У,Ско»уу + o(1). 
于 是 
Ar= fixy + Ах, + Ду) – f(zo,yo) 
= fy ro yo Ат + Alro уа) Ау + о(1)Ах + о(1)Ду 
= у. (хо, yo Ar + f(xo, уо) Ду + ol ду? + Ay 
BU f {Е(те» yo) 点 可 微 . 
证 毕 
梯度 
定义 12.1.4 设 刀 区 下 为 开业 ,Pofzo,wy) Є D. e АЖ z = 
fixy) Æ Po t TRF REE (хо, уо) 户 (zoy30 放 为 了 在 点 Po 的 模 
度 , 记 为 grad (Ро), ЁР 
grad fF(Po) = f.,(zo,yo)i + f.(zo,yo)j. 
如 果子 在 Po 可 向, 注意 到 方向 导数 公式 中 | » | = 1, 则 得 到 它 的 男 一 种 
ХБХ, 


ӨГ = grad f ` у = || атай f || cos(grad f,v). 


其 中 (grad f,v) 表示 grad Г.Чу ЖН. 

由 此 可 见 , 函 数 了 在 任何 一 点 的 方向 导数 的 绝对 值 不 会 超过 它 在 该 点 的 
9 ВЕНУ | grad Г| , 且 最 大 值 | шаа f | 在 梯度 方向 达到 . 这 就 是 说 , 沿 着 
梯度 方向 函数 值 增 加 最 快 . 同样 ,Ff 的 方向 导数 的 最 小 值 - | grad /1 在 梯度 
的 反方 向 达到 ,或 者 说 , 沿 着 梯度 相反 方向 函数 值 减少 最 块 ， 

读者 很 容易 证 明 梯 度 的 下 列 基 本 人 性质: 

1)# ре c(c 为 常数 ), 则 grad f = 0. 

2238 а.В 为 常数 , 则 grad( af + Ди) = agrad f + Bgrad g. 

3) шил 2) = f grad g + zg: rf 


用 同样 的 тыңый п 元 函数 的 梯度 ; 设 D C R" 为 开 集 ,x? = 


arau r h — ma ee ар (Ран нэн ar ramm 一 一 一 一 
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(z],z?2, Є D. ИЖА u ‚Дет ‚хь) ЖЕ х° дд jg S , {1% 
m | (f. Сай za ха), rith 10), ЭЛ, (zi, r3, 22:13) 为 f 
在 点 x" 的 梯度 , 记 为 grad /(х°). suls 

{12.1.9 E /(z,y) = £ а > b > 0. Е ЕФТ Cr.) € 
R*|y 六 0 上 ,指出 画 数 值 增加 最 快 的 方向 ， 

Я ”由 于 在 梯度 不 为 零 处 ,梯度 方 问 就 是 函数 值 增加 最 快 的 方向 , 即 对 
于 (zy) == (0,0) 的 点 ,梯度 

grad f(z,y) = 22; +23 

的 方向 就 是 函数 值 增加 最 快 的 方向 . 


而 在 原点 00,0) ,图 数 的 梯度 为 零 问 量 ,这 就 要 用 其 它 方 法 考虑 . 
由 于 


«я 


f(z,y)— РО, 0)= = = 
Мез (aa) 
因此 ,在 以 原点 为 中 心 的 任意 小 圆周 上 , 当 了 = 0h /(z,y)- 70,0) 最 大 ， 
即 基数 值 增加 最 大 .这 就 是 说 .在 原点 处 , 沿 * 轴 方向 函数 值 增 加 最 快 (参见 图 
12.1.3). 


图 12.1.3 


关于 梯度 人 以 后 在 场 论 中 还 要 详 加 讨论 ， 
高 阶 仿 导 数 
设 x = f(x,y) EKR D C R2 CHARIK 


gz = falz, y) ШЕР = f,(=z,y). 
那么 在 DD 上 f(x,y) 和 所 (zx,y) 都 是 x,y 的 二 元 函数 .如 果 这 两 个 偏 导 函数 
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的 偏 导数 也 存在 , 则 称 它 们 是 e, у) 的 二 阶 篇 导数 . 
按照 对 自 变量 的 求 时 次 序 的 不 辣 ,二 阶 偏 导 数 有 下 列 四 种 : 


= ~ 22(52)= Х.Х») = {ы\т,у), 
са. = 2255)” Zey) = f=(z,y), 
E - 2 [3)- EGE) = бэ), 
D = 2195) = ED = fola), 


其 中 第 一 81 ETARA RATA. 

可 类 位 得 到 三 阶 . 四 阶 以 至 更 高 阶 偶 导 数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 俩 导数 统称 
为 高 阶 偏 导数 . 

同样 可 对 n 元 函数 gw 一 A(x1 ,zz Tn) 定义 高 阶 偏 导 数 . 


例 12.1.10 设 z= arctan 站 一 水 .那么 


92: _ 1 _ (1 - x>)- (z + у)(- у) 
ад 1 (gx) (1 — ху)? 
1 — ху 
1 + y 
 (1-— ху) + (x + y 
. — l+ 2111 
(1+ 2)(1 +ty) (1+ 22). 
pÆ 
dg _ 1 
ду жуг 
W Jt: 
Bz _ _—2х 92». Pg -0 = _ -2у 
842 (1442) 9ray дудх С`' dy (I+ 2) 
注意 本 例 中 两 个 混合 偏 导 数 是 相等 的 . 
2 2. 
£ у 2. 0, 
ËJ 12.1.11 ТУЛ цан z ут 那么 它 的 一 阶 
0, 22 +y = , 
偏 导数 为 
4 2 2 4 
r` L 41у - у 2+ 220 
Бх») - (x? + уг)? , 2 x >= * 
0, х2+ уг 0, 
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+ — 4r? 2 _ „4 


222 
(z,y) -1 (2-7 z£“ + y >= 0, 


0, z? + у? = 0. 
于 是 
Fz Е a ЛЉ00 + ду) – £.(0,0) 
Ом, 
. Ду? 
= lim 1, 
a Ay 
Py 2 _ 1: 1,0 + Ах,0)— f,(0,0) 
Ат? 
ШЭНЭ 
Ar 1 


即 (х,у) 在 (0,0) AHATE УНЕ. 
关于 混合 偏 导数 相等 的 条 件 有 如 下 定理 ， 
定理 12.1.3 “如果 函数 z = f(x,y) рй i ih Ж / # f. 均 在 
А. (хо, ya) 连续 ,那么 等 式 
Ду\жа,уа) = fr (лан yo) 


成 立 . 
证 ”考虑 差 商 
r= | Оло t Ак,» + Ду) — fixo t Дк, уо! ]— Гару + Ay) -floyd 
АтАу 
设 
ф(х) = flr, yo + Ду) – f(z,yo), 
#(у) = (20 + Ат,у}— (хоу). 
那么 利用 微分 中 值 定理 可 得 
I = [оо + Ary + Ay) — (хо + Ат, уо) | [foro, yo + Ay) — f(ro,%)] 
Атду 
_ Plza + Ат) ~ plr) | p (wo + а Ат) Ат 
АхДу АхАу 
_ felto + mår, yo + ду) — (ao + e (Ar уб) | 
y 


= f. (ха + 21242, yo + «›Ау), 0 < 01,02 < 1. 
另 一 方面 ,将 了 重新 组 人 台 还 可 以 得 到 


_ [Fro + Ar, yo + Ay) – flroyo + Ay)]— [Firg + Ах, уо) — #Оху, уу). 


I AzAy 
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é(yo + Ду) — Pivo) # (ур t азду)ду 
Е Ахду 7 ATAY 


[ f, ro + Ar, yo + азАу) — f,(Z0,30 + азДу) | 
Ах 


= falto t eyr, yo + azy), O < аз, < 1. 
因此 
六 (4zo+ealar,yo+eazaAy) = у. (хо + ааАт ,yo + asAy). 
利用 两 个 混合 偏 导数 F. Tlf, ЕА (со, уо) 连续 的 条 件 ,得 到 


fs zo s уо) = lim fayl Eo + AT, yo + ady) 
A 
一 lim ft £0 + а4Ах, yo + азду) 
Ду) 
Р. (zu, уо). 


证 毕 
在 科学 和 工程 技术 的 实际 应 用 中 ,往往 认为 所 出 现 的 全 导数 是 连续 的 ,所 


2 一 
以 不 介意 求 偏 导 的 次 序 .例如 -3 就 概括 了 六 种 不 同 次 序 的 四 阶 混合 偏 导 
数 А 


Рау» T ayay э алу a / хуулэ fy з S yar * 


读者 在 阅读 有 关 书 籍 时 ,请 注意 这 一 点 . 


, 、 202+ 
一 2 2 TtYy 

Ё12.1.12 i z = (25 + у5)е ШЖ Pa. 
я HT 

26 

үе) = эуе”) =e, k= 1,2,9, 

因此 ,关于 x 用 一 次 Leibniz 公式 ,得 
а (х2 + уе» + С1(22)е у + С +2 + ету 


= [f+ у + 2px + p(p — 1) е>. 
再 关于 y 用 一 次 Leibniz 公式 ,就 得 到 
а?» 


2 т?Ә уй 


= [z+ y? +2pzr + p(p - 1)]ezt" + Cl (2y)e*t2 + С + 2，er > 


= [z2 + у + 2(ри+ чу) + p(p — 1) + q(q - 1)]e**>, 
ШИ y 
设 z = f(z,y) EKR D C АЖЕ НӘ, А CE НГ, ЗЕ 
B 


-— n Í w аш --н-- 
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3 9 
dz = 5542 + Fd 


E c ERA OMERA TI MAZZ 525 也 是 可 微 的 ,由 于 自 变量 的 生 
分 dz ,dy 可 视 为 与 x ,yy 无关 的 常量 ,从 而 dz 可 微 .我们 称 dz 的 微分 为 z 的 二 
阶 微 分 , 记 为 

dz = d(dz). 
一 般 地 ,可 在 = 的 上 阶 微分 ds 的 基础 上 定义 它 的 上 + 1 Erika (RL 
在 的 话 ) 
Ф = d(diz), k= 1,2,... 
二 阶 太 二 阶 以 上 的 微分 统称 为 高 阶 微分 ， 
由 于 对 自 变量 rz,y 总 有 
dz = d(dz=) = 0, dy= d(dy) = 0, 
于 是 = (х,у) 的 二 阶 微分 为 


dz= d(dz) = 4(334х + 284» 
- = 4422 “дк + (8 jz + dl 5/93 (5 55Ё» 


8“, z 
= |25 dr + 28 х + (25 


gx 2 de + ко 


FFER 
a2 Pgz 
— = 5-5421° + + 2 Эду ЧУ + = 
这 里 дт? 和 ау? 分 别 表示 (dz) Ядуу. 
若 将 3z 和 3 看 作 求 偏 导 数 的 运算 符号 ,并 约定 
аү а 9 fa 22 2\2 P 
(92) 7 Эд? (2:)(5517 дхду’ (85) ау? 
等 等 ,那么 一 阶 和 二 阶 的 微分 公式 可 以 分 别 表示 为 


2 2 
dz = (“52549559 


2 
z= (de 3 + dyas) = 


读者 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 高 阶 微分 公式 
À 
d'z = (єз; + dyz Ни k = 1,2 


EHET н 元 函数 = (х,о...) E S rik a HERR 
成 立 , 即 
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и = 51 Әл, T2 Эх, ragg ) 5 = 1,2,- 


0] 12.1.13 iku = ryz, Ги. 
E 5885 
Fu _ 3u _ Pu 
943 = ду ин Jg? 7 
Šu _ Ču _ Pu _ Pu Fu Pu _ 
9х28у B 2x3y2 7 дх?д= _ ағ852 ` ду°д& 7 9удз? Е 


0, 


以 及 
Pu 
3rayaz 1 
因此 
д a эү 
Фи = (9х 27 + ауз + dz | и = bdrdydz. 


向 量 值 函 数 的 导数 
为 了 方便 ,以 下 除非 特别 说 明 ,总 是 将 向 量 记 号 x,f Жу 等 视 为 列 向 量 . 
ЖЕ" ЫХ Ен зот AmE РАЖ 
f: D — R” 
x у = f(x) 
写成 坐标 分 量 形式 | 
у = fi(zi,z2, "U Za), 


у = fxs Xa £p)» 
(T| ,Z2 U аль) Є D, 


Ym = falzi E2, Za), 
БЭХ х? = (frh, eat) € р(105 7° AmA E). 
将 上 面 关 于 凶 元 函数 的 讨论 用 于 了 的 每 一 个 分 量 消 数 , 即 可 平行 地 得 到 : 
1, 车 了 的 每 一 个 分 量 函 数 六 (zizz тух, Hi = 1,2,5, m) ЖИЕ x? K 
TRF ,就 称 向 年 值 函 数 了 在 xu0 点 可 导 , 并 称 矩 阵 


а 

Aat) Hat) . 709) 

Б, әу Б, о. Р, о 
(209) от 885? зай? " as e) 

a ОТ д | 

TAG Зава) .. ES 


为 向 量 值 丽 数 f ZE x? 点 的 导数 或 Jacobi 矩阵, 记 为 六 (x 中 (或 DY, 
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J (x), 
+ пл: = (ху, U Z.) Ж m = 1 时 的 特殊 情形 ,所 以 它 在 
x 点 的 导数 就 是 
fF (x) - (52:09) PF лу... 2209) 


з 


"Эх: Tn 
如 果 向 量 值 函数 ТЕР ЕЕ AA SP SA f #ED Баре ЗЕР ВАУ 
关系 
x€ D rf (x) = x) 
#07 f Ер БАЖ, 7 (хә)(8 Df(x),J/(x)). 
$] 12.1.14 ”向量 值 函数 
f:la,8] — R 
q 
y(t) 
zÜ t) 


1 = 


用 坐标 分 量 表示 就 是 
= х), 
E уб), Ele, gl. 
le = z(t), 
这 是 空间 曲线 的 参数 方程 ,站 的 导数 (zty G) GT 就 是 曲线 在 
(z(t),y(#),z(z)) AR Am E. 如 果 这 条 沿线 是 质点 随时 间 г 运动 的 轨迹 ， 


那么 的 导数 (zt у Gahr GD "就 是 质点 运动 的 速度 . 
例 12.1.15 求 向 量 值 函数 


х? + же? 
ftz,y,z) = КИЙ 
在 (1,1,1) 点 的 导数 . 
Я ”这 时 坐标 分 基 函 数 为 
firt(z,y,z) = z+ ze”, (х,у) = у + ах, 
因此 
әл 2f fa 
х dy др 


afz 3P ар 
ar ду az 


Ғе) = 


(1,1,1) 
3⁄2 хе? е ` 


3y In x 


. 14， ФР ЗАБ) 


2. Ф РЕВЕ УРЕК, rir, ) (i = 1,2, ‚т ) НИНА 
在 x" К, КА ЕА НОЕ хо 点 连续 . 

3. 车 存在 只 与 x° Н X: 5) Ах B m x л E A, МЕ x° 附近 成 
x 

Ay = f(x) + Ах) — fix?) = AAx + ol Ax), 

(Ж Ax = (år Ar, Az.) зо (Ах) EAR ЯЛЛ | Ах | 的 高 阶 无 穷 
JE.) 出 称 向 量 值 函数 在 x0 点 可 微 ,并 称 Adx( 即 ААх) 18 f # x° 点 的 微 
FA dy. AIHE dy = Айх. 

如 果 向 量 值 函数 了 在 中 上 每 一 点 可 微 , 则 称 了 在 D 上 可 微 ， 

EH 12.1.4 AERAR f #E x) 处 可 短 的 充分 必要 条 件 是 它 的 坐标 分 
ERR fiô EEn) = 1,2,-: m) 都 在 х? бз, 此 时 成 立 微分 
DA 


dy = f (x )dx. 
证 GRH RSE 点 可 微 , 记 
ап ар Alna 
À = 821 22 @2п , 
Oml быр ` Ama 


和 
о(Ах) = (fofar)jifo(Ac))a (ol Ax)), )', 
则 可 将 Ay 写成 分 量 形式 


ж 


åf; = Ау = S анАлу + (o (Ax));, 1 = 1,2, e,m, 


并 满足 | 


OM): 20, ;= 12, m. 


lim 


іде" | Ах | 
Ни АЕ, А f,(z i, r>, i = 12, m) Æ х" 处 可 


微 ,并 且 a = Z ,也 就 是 
Ty 


А = f (x°). 
充分 性 , 设 (жу, жзг л) (1: = 1,2, m) T x) ЯА H Ж 
得 
Ay, = Аў = Э (худ + 3 (0) да ++ > (x0)Ax, 


+о(|Ах |), i= 1,2,0, н. 


—---—--—— rp HTH 
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将 上 式 写 成 矩阵 乘积 形式 ,并 令 4 = 22 ,就 知道 在 x? 点 可 微 
证 毕 
这 样 ,综合 上 述 三 点 并 结合 第 十 一 章 ,我 们 可 以 统一 表述 ， 
054644 ГЕВ, ТЭЭ 9068-0489 filz, 
БИЛЭГ TPT. 
此 外 ,在 用 Jacobi ЖЕЕ Ж Т ТЕЕ ЖЖ ЕЕ 广 (xz9) 之 后 ,多 元 函数 和 
向 量 值 函 数 情 况 下 的 微分 公式 与 一 元 函数 时 的 形式 
dy = f (=)d= 
完全 一 致 .也 就 是 说 ,只 要 将 zy 和 理解 为 向 量 ,这 就 是 多 元 函数 和 向 量 值 
函数 的 微分 公式 . 


习 题 
1. ГЭЕ (15825: 

(1) = = ж? – бху? + уб; (2) z = zln(r’ + у?); 
(3) z = ху + >: (4) z = пху) + соз (ху): 
(5) z = e*(cos y + rsin y); (6) = = (27); 

у уу Ул 
(7) z = sin + оозе (8) z = (1 + zy)”; 
(9) z = а(х + In y}; (10) = = асап 72, 
(11) = = еб ty zj (12) < = ЖҮ 

1 к 

13) u = —— =; 14) и = z”; 
WV Te юэ 


я 


(15) и = Ў arisa; 为 常数 ; (16) и = № oriyjs ay = ар. 
:=1 1 


2. 设 (х,у) = z+ y- V r + у, },(3,4) Ж 503,4). 


‚ 5 . dz dz 
З. т = Фу ,验证 2x 3 十 3 了、 = Ü. 
T y 


тї + у? 
22 4 在 点 (2,4,5) 处 的 切线 与 x 畏 的 正 向 所 夹 的 角度 是 
y = 4 
£? 
5. 求 下 到 函数 在 指定 点 的 全 微分 ; 
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(1) fix у) 一 Зт?у 7 zy ,在 点 (1,2); 
(2) f(z,y) = Infl + x + уг), (2,4); 


(3) У(х,у) = 2 下 ,在 点 (0,1) ШЕ 
y 4 
б. ГУЕН У: 


(1) z = у; (2) z = туе”; 
z= 2+ ; = 3 
(3) 2733 (4) ғ = 
(5) z = ма? + у? + 22; (6) = = (22 + y“ + 7). 


7. 求 函数 = = сеу А Р(1,0) 处 的 沿 从 点 P(1,0) 到 点 Q(2, — 1) 27 
向 的 方向 导数 . 
8. 设 z= 天 -2 十 入, 求 它 在 点 (1,1) 处 的 沿 方 向 v = (cos a,sin a) 的 
方向 导数 ,并 指出 : 
(1) 党 哪个 方向 的 方向 导数 最 大? 
(2) 沿 哪 个 方向 的 方向 导数 最 小 ? 
СЗ) 沿 哪个 方向 的 方向 导数 为 零 ? 
9. WREN f(z,y) 在 点 (1,2) 处 的 从 点 (1,2) 到 点 (2,2) 方向 的 方向 导 
数 为 2, 从 点 {1,2) 到 点 (1,1) 方向 的 方向 导数 为 ~2. 求 
(1) 这 个 函数 在 点 (1,2) 处 的 梯度 ; 
(2) 点 {1,2) 钼 的 从 点 (1,2) 到 点 (4,6) 方向 的 方向 导数 . 
10. ЖЕ ТУГРА. 
(1) z = z? + y2sin(zy); (2) z = 1 - (5 +2), 
(3) u = z2+2y +322 + 3zry+d4yz + бт —2y- 5z, fE (1,1,1). 
11. 验证 函数 


TY оо 2 2 
re -| ту. T +y 5-0, 
0, z? + y? = 
在 原点 (0,0) ЕМНН п t BE Fi A Й. 
12. 验证 函数 
-. 22у -—1— 24.2 
ке» {е ту «бул, 
0, х? + у = 0 
НУЛЕ ВА (х,у), f(x “Уу 在 原点 (0,0) 不 连续 ,但 它 在 该 点 可 
微 


13. БЕВ 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 
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2 2 
а.э) „> шалан 
0, хожуу = 0 
在 原点 {0,0) 处 沿 各 个 方向 的 方向 导数 都 存在 ,但 它 在 该 点 不 连续 ， 
因而 不 可 微 . 


- 计算 下 列 函 数 的 高 阶 导数 ， 


Pe Pr Fr, 
дт? Ixy dy! 


(1) z = arctan — 3R 


а= Iy ах. 
9х? 'дхду’ ду 


(2) z = xsin(z + y) + усоз(т + у), 求 


3 3 
(3) z = хє” R усаа 

g’ g 
(4) u = I(ar + by + cz) Ra ауу! 
(5) z = (х -а)?(у- ь)#,Ж 57-5. 
(6) u = туе R a aa 


138 :48:5217:1-4:21-1:1 y: 
(1) х = хЇп(ху), dz; 
(2) z = sin2far + Бу), Ж dz; 
(3) u = е*'?# (у^ + уг + «?),Ж dizi 
(4) z = e*sin у, diz. 
验证 ， 
kn dz _ , Fz 
(1) у= e sin( л) 满足 热传导 方程 了 = р эу?! 
Fu 
2 


Jz = Ü. 


2 2 
(2) и 一 zarctan = 满足 Laplace 方程 和 十 ди 十 
2 2 
y дт ду 


设 Ffr,r) = ге Ж, a 使 得 三 满足 方程 
af _ 121,291). 


9: угай" а 
ЖОЕ Эл] БЇ {Н РИ ЖС ТЕЗЕ ХЕ АП С; 
(1) flr) = (асов z,bsin r,cz),#E z = JA: 
(2) f(z,y,z) = (За + cot z, z? + улаа z), 在 (1,2, 了 4) 点 
(3) glu, v) = (ucos v, usin 0,0), (1,7) Ñ. 
设 了 ;Ri 一 Rs 为 向 量 值 函数 ， 
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ДЕЧИ 42 р (х,у, 2) = а, ХСЭГЛЭХЭЛЭГЭ 
fa(z,y,z) = z, 证 明了 的 导数 是 单位 阵 ; 

(2) 写 出 坐标 分 量 函 数 的 一 般 形式 ,使 三 的 导数 是 单位 阵 ; 

(3) 如 果 已 知 了 的 导数 是 对 角 阵 diag( (x),q(y),r(z)) ,那么 坐标 
分 量 隔 数 应 该 有 具有 什么 样 的 形式 ? 


52 лет Ву] 
链 式 规则 
设 z = f/(z,y),(z,y) € D, КЕР, CE E TER, m 
g:D, — R°, 
(5,0) r=(z(u,u),y(lu,u)) 
是 区 域 D, C R° 上 的 二 元 二 维 向 量 值 函数 .如果 8 ДАН 91, C Dy, 那么 可 以 
构造 复合 函数 
z= feog=flelu,v), уби,0)1, (u,v) € Р. 
复合 函数 有 如 下 求 值 导数 的 法 则 ， 
定理 12.2.1{ 链 式 规则 } е4 (и, о) € D ATË, P z 
2(и,т).у = Yo Æ (upu А PP d S. 记 zú = (оро 00), yo 
(ug uo), 如果 flra ya) Ж. Г, Я 


! 


де 已 之 дт Яг 9 
Зи H000) 一 3 zo, yo) 3, но, Vo) + Jy 700) 52 (uovo), 


dz Jg дт Як 8 
Jy o vo) = 52050.30) Jo Horto) + 950020) 3 (uo, vo). 


证 ”只 证 明 第 一 式 .由 于 在 点 可 微 ,因此 
f(zo + Ar, yo + Ay) — f(ro, yo) 
= Sf (aos yo) Az + Elany) Ay + o(V Az. + ду? ). 
设 
Az = zug + Ан, up) 一 站 Oon0)， Ay = y(uo + Ан, Vo) — убио» vots 
HT х = z(u,u),y = убн,ъ) (ното) PA B| iF BA ЕЎ sr 
Ах 


‚‚ Аж. дк ‚ Ау _ ду 
lim д, — Ju 10:0), lim ж = Jy Мото), 


HEH lim v Ar + ду? = 0,. 于 是 当 Ли — 0 В, 
26, Ax? + Лу?) 
Ан 
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站 laul. (Y, (8) s/as д? о 


= Ar + ду? 
0, 当 v Az2 + Ay2 = 0 

= 6(1), 

所 以 

52 (и, шо) 

= |} Кх (но + Ди, оо), убио + Ану) — ТОх (ноу vo) y ир, 02) 
Aui Au 

— jim f(xot Az, yo + Ду) – f(zo, yo) 
дагч) Ди 


_ | [af Ах дү Ау ода + ду?) 
lim | 5 (тв, 5 Au + gy Zo, yo) да + lim Au 


2 Jz а 8 
ын (арзу) Ja (to: 00) + 3 (zoo) эү но» 00). 


注意 ХН ЛЭГ 可 微 ” 不 能 减弱 为 ”了 可 偏 导 “. 
例 12.2.1 从 上 节 已 经 知道 ， 
2 xy 
Р(х,у) = 25 а2 + y > Ü 
0, х? + y? = Ü 
在 (0,0) ATAS, E /,(0,0) = /,(0,0) = 0, 但 它 在 (0,0) 点 不 可 微 . 
ЭТЕ х,у 分 别 是 自 变量 : 的 函数 
r= 12, 
у = Ë, 
直接 代 人 就 知 这 个 复合 函数 实质 上 是 x = t, BEET: = 0 点 的 导数 为 
do) = 1. 


但 车 贸然 套用 链 式 规则 ,就 会 得 到 
(0) = (6.022,:)-2:4-5(:2.13:111:0 
-17,К60,)-2:04/,0,0)-11-0 
的 错误 结果 ， 
下 面 不 加 证 明 地 把 链 式 规则 推 至 一 般 情况 . 


设 
z= fyri, уулт Ул) Суу, y2, Ym) Є Р; 
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为 区 域 р, C R” 上 的 sx 元 函数 .又 设 
g: D, = R” 
人 ET 
为 区 域 D, CR” 上 的 Jú m 维 向 量 值 函数 .如 果 g 的 值 域 R, C 了 ,那么 可 
以 构造 复合 函数 
z= f° g 
= fly hEr East En) yr E2 Z). ya (zi ангал) ls 
(tpr t ta) € Dg. 
定理 12.2.2( 链 式 规则 ) itg Æx € р, ТФ, р ур, узу. SE xŠ E 


АФ, А f Ey = 6(х7) ATA, N 
ах, oy де, o Ol Dz (оу 232 ... 
ЭХ sgy CY) 9,089) + 955077) Эт, *? +... 


Эх gyo Уну оү. _ 2. 
ШЕТ, ) Эл, (5 ) 一 1,2, |H. 


Ln ИЖ лж 
(52 2z ... | 
Bap Ir Bap a 
dry dza дл, 
дуз ду; дуз 
= |22 | джур Әд» | Эх, 
dyi дуг Ут у= у? . А 
ду, Yn 02. 23. 
dzy дт, CTOS _。 
或 用 向 量 值 阔 数 的 导数 记号 表 为 


(f° g) (хо) = f (yog (xo). 
(12.2.2 1# z = arctan(zy),y = Эсэн 


2-0 


Ж ”由 链 式 规则 
dz дж | дк dy _ y + x ‚е SU + r) 
dr dz dy dz 1 + 1+ х?у? 1 + giet) 
于 是 
dz 2 
Ep гал 
8112,2.3 48 -三 ,而 = 2 = 2и + 计算 3 2z 
‚2. к=, z = u~ 2u, y = 2и +G, 34730) 


ar 天 = "(I 一 :一 一 -- 
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2(4-20) 2(u -2v _ 2(u —2u)(u + 3%) 


2и + utu) (2u + vF 


ду де хл zy _ 2z ;_ (- =) 
Jv” Jæ Jo дуд» у "0720 +47247} 


__4и-—2ею) _ (u — 2u22 _ (2% — и)(9и +20) 


2u + J (2и + vu) (26 +)? 


А | Jz 9 
例 12.2.4 Bz = z+ у), 25. 


Ш и = 25 +у,р = х + 25у, Ш = и". T E 
к _ деди | д2 2u _ 
Әх дидх дедт — “ 

= 2(т+З2у}(2х + y)#*2y-1 t (2r + yinlar + у) 


= (2x + у) [252 252 + ln(2x + »)). 


2х + у 


zl. 2 + иын 1 


dz dz ды dx дъ 
dy ди ду дә ду Е 
= (z + 25у) (25 + у)" УЛ! + 2(2х + y) inla + у) 


= (25 + у) 12 + 2]n(2x + у). 


vu +aenai 2 


2х + y 
例 12.2.5 т = f(r2+ y2 + z2,zyz), f АЯ — Er p НУ Г 
3w Fw 
2х `дхд=х` 


7 将 w= f(x? + y? 27, тух) МТ А 


— nÈ 2 2 
и = ж” + + z", 
w = (ч,о), > 
0 = хут. 
du 3, дт 
ðr Хэ ат ?? 
因此 由 链 式 规则 得 
dt ðw ди дш дф _, aw | dw 
Jr ди Or Jy əx “ди | 3v’ 


жваре 和 3 仍 是 复合 函数 ,于 是 由 
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再 反复 运用 链 式 规则 就 得 
Pa а) (з бе + фе 


2206 05(8:) 22125 дн +2 26 
201Й-5(4жү,,/9ф,...9(дш 
= 482, 55 Y Oo 5 254 ðv 

2 


Ән, ди) д0 
- 2x (2 528 2 + ay jg ы Билл 5ш) 


2 1) 
一 4zz 5-2 2 + 2,y( z2 + z?) 六 


若 用 函数 符号 加 下 标 : клн таннан = = 1,2), В) 
f _ аи, u) аи, о) 24467912) 
17 ди РБ = ат fn = 


3 


如 此 等 等 , 则 上 面 的 结果 可 表示 为 

ТО ЦЭГ 
Zw = 24576 Жагар = Ахаў + 2y(z? + z2) fz + ry2zfo + ур. 

2 2 

例 12.2.6 Си = (то) тнай (50) + РЕ 

Ёл ЕВ ЈАК. 
E НЯ ЭН Л ВЭ F 3: 3. 
x = ros, y = rsin 0. 

将 х,у 看 成 中 间 变 量 , 就 得 到 


ди _ ди дт. ди Әу _ ди 
ðr дкдг дудт az 


ам _ ди дл | диду 


. ди 
30 T dx 90 ay 90 ° rsin 053, 
将 第 一 式 乘 > 后 的 平方 加 上 第 二 式 的 平方 , 即 有 


58) + (68) = (88) 38) 


f: D, 2, 
(usu) (а(н, о), уби) 
是 区 域 Dj C R2 Бл Ф480 ЖЖ. М 
g: D, =, 
А (5,1) riuls,t), vis,t)) 
是 区 域 Di CR 上 的 一 元 二 维 向 量 值 函 数 . 如果 z MERR, C Di, 可 以 构造 
复合 向 量 值 函数 f g. АЖ БН Ж ЙЕ 


cos 8 + SË sin 8. 
У 


д 
+ ros 0 52. 
y 


现在 设 
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ж = х|ы(8,1),4(8,1)1, 
у = уы (5,2), vls) ], 
如 果子 和 8 分 别 在 Dr Уур, 上 具有 连续 导数 ,那么 由 定理 12.2.1 知道 


Эх _ dr ди 9х дт 
25692) = 9400,0) 3,841) + gpu v) 95682), 


(уз) Є D,- 


дх _ дд du dg ду 
2,6592) = 85920) 5,052) 55604,0) 20531). 


3 3 a 3 9 
9265,2) = 3 (u,v) S (5,4) 13504.) 52054), 


ду _ ду ди ду дф 
91651) 一 Jy u n) ER tgp ov) Jt (5,1). 


SR E PE Е 


дл, у Әх 2x az ди, ү дш 
9.654) 9109») Е 3164,9) 3049,9) J SE) 26059 


ду ду © |ду ду ar E | 
3 (s 1) ER Jy W 3 (uo) судлын, 934820) 


Вр 
({°р) (5,1) = fluve (8.1). 

事实 上 ,可 以 有 如 下 的 一 般 结果 . 

定理 12.2.3 设 f 和 分 别 是 DCR)*R”" 5 D,(C В") — Rš 上 
的 多 元 向 量 值 函数 , 且 分 别 在 区 域 D, 5 D, 上 具有 连续 导数 ,如 果 9, С Dy, 
Hiu = р(х) ,那么 复合 向 量 值 函数 fo g # D, 上 也 具有 连续 的 导数 ,并 且 
FA 

(fog) x) = (u) g (x) = fig(xz)] Е (x) 

RREH f (u).g (x) йе} ° шщ) (x) ЖЯНЛ Jacobi È. 

证 明 留 给 读者 ， 

例 12.2.7 йй Ж 


f :R2 —= Rš 
HERDER 
® = cos usin u, 
у = sin ucos v. 
ЕЖ Ж 
g: R -> R? 
tagna- pi Sr 357 
H = s*+ t, 


О — s Ё, 
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于 是 ,复合 函数 f ° g 的 坐标 分 量 阔 数 为 
N = соз(з + ¿)sin(s ~ £), 
y = sin(s + #)cos(s — 2). 
它们 的 偏 导数 可 以 用 如 下 方式 算出 来 : 
Jx дх dr Əxr| [2u du 
ðs dt ди др || ds 4 


Е ду ду ду | |2ъ дф 
Js dt Ju 8®)/|95 ðt 


— sin usin v БАДР Я 
1 一 1 


ка — зіп usin + 
| HSn 0 + сов HOOS Y — dn ази т — сов ммм 


7 cos ucos v — sin usin v соз исоз © + sin usin v 
_ Кол v) — cos( u — = (= ен) 
соз( + v) созш — v) 
一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 
本 段 中 总 假设 讨论 的 函数 满足 相应 的 可 微 条 御 . 
х = /(х,у) аум, А r, y 为 自 变 量 时 ， 


соз 25 cos 21 


9 д 
dz = ar dx + 359 
而 当 х,у 为 中 间 变 量 时 ,如 


ж = z(u,o), y= ylu,v), 
这 时 dr = zdu + x.də,dy = ydx + yde, А AEEA 


_ Эх 2z 
dz = 394 + JoY 
= (тул, + zy, )du + (zr, + хуу jd 
= zirudu + zdu) + z,(y,du + удео) 


这 说 明了 无 论 х,у 是 自 变量 ,还 是 中 间 变 量 , 一 阶 全 微分 具有 相同 的 形 
式 , 这 就 是 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 . 

对 于 包 元 函数 z = (у), ЖФ у = (y1,y2，…,Ym)'. 当 y 为 自 变量 时 ,一 
阶 全 微分 形式 为 

dz = f (y)dy. 
而 当 ? 为 中 间 变 量 y = g(x)(x = (rizsa) 8 ,ду = g (x)dx. HE 
理 12.2.2, 得 
dz = (f ° g) (x)dx = f(y)g (x)dx = f (y)(g (x)dx) = f(x)dy. 


bo —— a aar зт 一 
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这 说 明 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 是 普遍 成 立 的 . 
要 注意 的 是 ,全 微分 的 形式 不 变性 在 高 阶 微分 时 是 不 成 立 的 ,例如 函数 z 
= (х,у), q z,y ABFE, 


82» 82» Fy 

2. — 2 2 

а= = 3,242 十 “3z3ydrdy + зу? , 

而 当 工 ,y хэв 
Fz = 25412 +2- 


35dzgy + Zdy? + 5® 42, + ey. 


与 - 维 情 况 相同 , 当 х,у зали ғ. = Фу = 0; х,у 为 中 间 
变量 时 ,中 x Ууу 一 般 不 为 零 ,请 读者 自行 举例 说 明 . 


3 
例 12.2.8 = = 23 RERA аг. 
3 
_ zty ; ， 
解 在 = = -у 的 两 边 取 对 数 ， 


{пк 一 16а + у) — infz — у)]. 


两 边 求全 微分 ,利用 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 ,得 到 


dz _ 14е +ду_ dz dy] 
х 31 хл+у х-у l’ 
Ер 

422. + утбу — уйт 


3 TY r? — у? 
пипа Т 


3 
AU үп” E-i ЕЕЯ 
这 是 求 偏 导 数 的 方法 之 一 . 
(12.2.9 = = In(z + y), Æ% dz. 
解 ” 设 w=x+y, 则 
du = dr tdy, Фи = 0, 


因此 
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2 
Pes df- #5) = af- J; 42-44) 


2144? _ 2l (dx + dx) 


u? (z + y)° 
这 样 用 归纳 法 可 得 
k. tl — s _ ‚_. 
z= (— 1) + + y) ， Ë = 1,2, 
5) 题 


1. 利用 链 式 规则 求 偏 导 数 ; 
(1) z = tan(3t + 2 — y2),z = Ly =J, RE, 


(2) z = e“ o e = sin ty = PRES, 

_ ely- z) dw, 
(3) w = 2211 ‚у = asin т, = cos 2, dr 

_ „2 _ = 2 22 pz 9 
(4) z= ион = узо = Зх 2у, Эх?ду 

2 2 3 Ju d 

— рт ty +z ширэг си сн, 

(58 ú = е , z y sinz Rs ay; 


(6) ш = (z + y + z)sin(z2+ y+ z2),z = te,y = et,z = est sË 
дш dw, 
gs ' gr 
а х 
(7) z = л? + у? + созт + у), ж = и + о, у = arcsin v Rz ZE, 
以 下 假设 f RA Ме. 
Ш х ди Ju ди Fu 
(8) H — f(zy,2 ЕТТ 
ди ди ди u Pu 
на 2 си са ZH и си. 
(9) н = f(xš° + уг + z hka х`ду'д=х’ 942 9х4у” 
9 B 
(10) w = f(z,y,z),z = а +оо, у= u-u, = но, Ж 547207 
924 
dudu’ 


2.8 = = arctan yz = a+ о,ул u – v, HE 


=. н а а а ааа н с в -a — a — илы v mmn um mr 一 
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З.Я p 和 于 具有 二 阶 连续 导数 ,验证 


(1) u = y@(z° “ME St ta E = 24; 
2 
(2) u = glx — at) + (х + at) 满足 波动 方程 = а425-%. 


4. 设 z = (су) 具有 一 阶 连 续 信 导数 zez SZ + DE mula 


u = x — y, 


т = 2ry 
下 的 表达 式 . 
5, WRAN (x.y) 满足 
ftir,ty) за жу). t>0, 
那么 FRA n 次 齐 次 函数 . 
(1) EE x 次 齐 次 函数 请 满足 方程 


9 9 
ssy = afi 


(2) 利用 上 述 性 质 ,对 于 = = Ул УУ RE х 25 5 y Z. 


6. 设 向 量 值 函数 f; R2 一 R° 的 坐标 分 量 函 数 为 
x = ц? + у, 


я = НО. 
МЕВА р: В —> R? BJ 2 PK2y В ЖЗ 


u = ғсоѕ д, 


р = rsin 0. 
求 复合 函数 S- g 的 导数 . 
7.Ж w = f(z,u ,u),u = g(y,z),u = һ(х,у),Ж =, у, SE. 
8. 求 下 列 函 数 的 全 微分 ; 
(1) н = flar? + Бу? + cz’); 
(2) и = flr + y,zy)i 
(3) u = fnll + r? + y2 + z?) етту). 
943 f(t) 具 有 任意 阶 连续 导数 ,而 4 = flar + by + с:) .对 任意 正 整 数 
Ь, du. 


43 Taylor 公式 
我 们 已 经 学 过 关于 一 元 函数 的 Taylor 公式 ,并 且 知 道 它 有 很 多 应 用 .事实 
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上 ,关于 多 元 晒 数 也 同 桩 有 Taylor 公式 , 它 也 有 着 许 雪 重要 的 应 用 .例如 ,在 男 
数 逢 计 和 近似 计算 等 方面 的 应 用 ,Taylor 公式 的 基本 想法 就 是 在 某 点 附近 , 利 
用 一 个 函数 的 各 阶 导数 在 该 点 的 值 构 造 儿 项 式 来 还 近 这 个 函数 .我 们 现在 先 
给 出 二 元 函 教 的 Taylor 公式 ， 

定理 12.3.1(Тауіог 242) 3 /(х,у) А (zo, yo) 80 383 U = 
O((za,yo) r) LAA k + 1 ВИ, 82521 U 内 每 一 点 (zp + Ах, 
уо + Ду) 都 成 立 

flxo + Az ур + Ду) 
= f(zo,yo) + [Az 57 2. Ay шин 

2148 Ён 十 Ду 5 2) f(zo,yo) ын 
十 пе 2. 十 Ay 2 | (zoo) 十 Rys 


E+ 
其 中 Rs туе + Ду ар flao + Ar, yot бАу)(0 < 9 1) 
称 为 Lagrange RF. 
证 对 于 给 定点 {xo + Ax ,yq + Ду) € О, НРА 
9(:) = flzo + tAr, ур + 14у), 
则 由 定理 条 件 可 知 ,一 元 函数 (Р) 在 |z| 所 1 上 其 有 上 +1 阶 连续 导数 ,因此 
# £ = 0 处 成 立 Taylor 公式 


$2)= $(0) + $ (0) + эу #00022 + 


1402 йг Үүл Огт «ё«1. 
ЗҮЙ г:-18,8 
8(1)-- #00) + #00) +40) + 


БИО» + ord is (0),0 < 8 < 1. 
应 用 复合 函数 的 链 式 规则 易 算出 
8(:) = |де э; + ду 55 Уб + tAr ууд + tAy), 


PE) = (Ar у + Ay у} f(za + tAz,so 245), 


...... 
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HOU) = [az х ду 25] (zo + Az, е + 14y), 


代 人 #(1) 即 得 定理 结论 . 
证 毕 
我 们 先 给 出 Taylor 公式 的 一 些 简单 应 用 ， 
当 =0 时 ,我 们 就 得 到 在 U 上 成 立 微分 中 值 公式 
f(zo + åz, yo + Ay) ~ f( ху, уо) 
= f faxo + BAr, yg + длу) Дх + flxot 945, yo + ӨДу)Ду, 0 < 0 < 1. 
这 个 结果 的 直接 推论 就 是 
推论 12.3,1 PRAA /(х,ууЁЛЕЯПСК ЕМА), 
КАЕ р БД ОАЖ. 
请 读者 作为 练习 自行 证 明 . 
例 12.3.1 ”近似 计算 (1.08)3%. 
我 们 考虑 函数 /(ж,у) = 在 (1,4) 点 的 Tayler 公式 .由 于 
fF(1,4) = 1, 
f.(z,y) = моі, f (1.4) = 4, 
f,(z,y)= mln zx, fll,4) = 0, 
fa(z,y) = y(y- 10а 75, /ы(1,4) = 12, 
Ску) = (mn т)?, f,(1,4) = O, 
f,(z,y) = зж ус” Ца х, fo(1,4) = 1 
因此 应 用 定理 12.3.1 就 得 (展开 到 二 阶 为 止 》 
m= 1+ 4(=- 1) +6(х - 1) + (z - 1)(y - 1) 
+o((z - 1): + (у = 1)). 
х = 1.08,у = 3.96, 那 么 略 去 余 项 就 得 
《1.08)3.% a= 1 + 4 x 0.08 + 6 x 0.08° — 0.08 x 0.04 = 1.355 2. 
它 与 精确 值 1.356 307 21… 的 误差 已 小 于 千 分 之 二 . 


例 12.3.2 ЖИЛ ЕЖУ 在 点 (z,y) 的 值 ,通常 选取 一 个 很 小 的 有 ， 
然后 用 中 心 差 商 
Кх + 2-3) -f(z— 293) 
h 
т Ин e, y) HE y) 作 同 样 处 理 , 即 有 


НЕЕ +>.) - HE - 2-2) | 
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z+ Ë 一 fir = 一 f(z — h 
ды h h 
ы h 
T+h — 2 fir + (ж А 
一 12 


在 方向 也 采用 这 个 方法 , 记 
A,f(z,y) 


就 可 以 通过 计算 АД) ЖЖ + 05) еу) E. 
这 是 一 个 重要 的 近似 计算 公式 ， ЗЕТ (е, у) 处 的 二 阶 偏 导数 时 用 
Я (х,у) (х,у) RERE РЛ НСА РЕЖЕ 8. 12.3.1), 
因此 称 A.fF(z у) 为 五 点 差分 格式 . 
(ryth) 


{х,у-А) 


12.3.1 


现 假 设 f(z ,y) 具有 四 阶 连 续 偏 导数 ,出 显然 有 
faalt + у) = Рыбу) + otl), 
利用 Taylor 公式 ,就 得 到 


2 
fle ® Ау) = f(z,y) £ АА (жоу) +E }ы(т,у) 
h? hi 
t “6 fela ‚у) + эд эхэх (2 十 h, y) 
z 
= f(z,y) + hf,(z,y) + f (z,y) 


hš hå 4 
+ “6 fas y) + zjar y) + olk ). 
е] EE 
2 
буз h)= f(z,y) + M,(z,y) + E Saly) 


+ Ef (х,у) + Ёс (х уу + olh’) 
£ "6 Руб оду У . 
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结合 这 两 式 ,就 得 到 五 点 差分 格式 的 截断 误差 (用 近似 公式 代替 精确 关系 所 产 
生 的 误差 ) 为 
gi 


АС ,у) - (72332 SODELIS тэр сэ + об) 


= О(?). 
下 面 不 可 证 明 地 写 出 一 般 元 函数 的 Taylor 公式 . 
EH 12.3.3 flr Tn) 在 点 (riz,…，T0) 附近 具有 k++1 
阶 的 连续 含 导数 ,那么 这 点 附近 成 立 如 下 竟 Taylor A A: 
Ка) + Arj r} + Алу, r? + Az,) 


2 д 
= f(r, 20,06,50) + (224 эт. а, 5,25) 
(2а эс POER х0) + 


AÇ È ав у} Fataga) + R. 
其 中 Lagrange 余 项 
л д 3-1 
в = {ртт 6 зш) С + benat + бдхуун + MAr), 


0<8<1. 
这 个 公式 还 可 以 用 向量 记号 简 记 为 
Sd 

Кооз д) ÈA (Go (区 јл 


+ gipa . ГЭМ + 0Ах), 0« «1. 


2) 题 


1. 写 出 函数 /(>,y) = 3z3 + y?) — 2z22y —2ху^ ~ б> — Ry +9 FAC, 
2) 的 Taylor 展开 式 . 

2. 将 函数 flr, y) = sin xln(1 + у) 在 (0,0) 点 Taylor 展开 ,展开 到 三 阶 
导数 为 上 . 

3. 求 函数 Р(х,у) = e #E(0,0) 点 的 BT Taylor 展开 式 , 并 写 出 余 项 ， 


4. 设 f(x,y) = ,zt > 0. 
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2) 将 (х,у) ЁЕС1,0) ARF E Е БР, ЭЕШЕНН ТЕ (1,0) В 
内 , 余 项 R, MEH — co 时 ,Ri — 0. 

SATER f(z,y) = ху, ТЕ 135 С А) 的 每 一 点 ,指出 函数 值 
增加 最 快 的 方向 ， 

6. 利 用 Taylor 公式 近似 计算 8.96* 中 (展开 到 二 阶 }. 

7.18 п е ГЕ К" 上 具有 连续 偏 导 数 ,证 明 对 任意 x (хү. зу, 

Lala Y = (yi,yz, Ya) ;成立 下 述 Hadmard 公式 : 
Р) - ух) = Ds zd гуй. 


(51 


54 ЇЕ 
前 面 讨论 的 函数 大 多 是 к = flr, 形式, 如 马鞍 面 方程 > = ху, НИ 


面 方程 > = x“ + 六 等 等 .这 种 因 变 量 在 等 式 左边 , 自 变量 在 等 式 右边 的 函 
数 表 达 形 式 通称 显 臣 数 . 

但 在 理论 与 实际 问题 中 更 多 吉 到 的 是 函数 关系 无 法 用 显 式 表达 的 情况 . 
如 在 一 元 函数 中 提 过 的 反 瞎 行星 运动 的 Kepler 方程 

Е(х,у) = у-х-єзпу= 0, 0< £ <1, 

这 里 x 是 时 间 ,y 178 Б ЖР 1ЧИ PLE ВО е ETE BS Wë 
[ИҢЕ ТС, ЖЕ. АЖИЛ БАЕ, у 必定 是 x ААК, НЭЭХ Ри Sr X: 3 H 
显 式 表达 出 来 却 无 能 为 力 . 

这 种 自 变 量 和 因 变 量 混合 在 一 起 的 方程 (组 H(zx,y) = 0, 在 一 定 条 件 
下 也 表示 y 与 xz 之 间 的 函数 关系 ,通称 隐 函 数 . 

那么 自然 要 问 ,这 种 函数 方程 (组 ) 何 时 确实 表示 了 一 个 隐 范 数 (向 量 值 
隐 酒 数 ), 又 如 何 保证 该 隐 函 数 具 有 连续 和 可 微 等 分 析 性 质 ? 这 些 正 是 本 节 要 
讨论 的 问题 ， 

单个 方程 的 情形 

先 看 一 个 简单 例子 .在 平面 上 的 单位 图 周 方程 

х*+ у = 1 

PRE х Ну 的 地 位 是 平等 的 ,那么 在 什么 条 件 下 可 以 将 看 成 自 变量 ?看 
R л HRR? 

读者 不 假 思 索 就 可 以 写 出 ,在 上 半 平 面 为 y = V 1 - x*, 面 在 下 半 平 面 为 


ysy 1 一 x*. 那 么 思考 得 更 深入 一 步 ,如 果 考 虑 的 区 域 既 合 上 半 平 面 的 点 ， 
又 省 下 半 平 面 的 点 呢 ? 
显然 ,对 单位 圆周 上 的 ( 土 1,0) 点 ,无 论 将 G 取 得 多 人 么 小 ,在 它 的 全 邻 域 中 
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ав Н T z {КАЛУ t 2 УН Ж , 按 定义 ,这 时 y 不 是 zx 的 函数 . 
而 在 单位 圆周 上 的 其 他 处 , 则 不 会 发 生 这 种 情况 ( 见 图 12.4.1). 


将 单位 圆周 方程 写 为 
F(zr,y) = z2 + у — 1 = 0, 
FRALO EEF (х,у) = 有 0 的 仅 有 的 两 个 点 ,这 握 示 F. 6 ЭРЭГ 112: 
于 确定 y Jë z 的 隐 函 数 可 能 有 着 重要 作用 . 
进一步 , 若 方程 Frz,yij = 0 确实 决定 了 yy 是 x 的 函数 ,假设 y= у(х) 
可 导 , 则 由 (x,y{x)) 三 0 及 复合 函数 的 链 式 规则 ,有 
dlrs) ЗЕ(х,5) + дЕ(х,у) dy 


JT dx 


= F, + F, 9 = 0, 


这 再 次 提示 我 们 ,条件 “F,(z,y) 天 0 可 能 其 有 举足轻重 的 意义 . 
事实 上 ,我 们 有 下 面 的 定理 ; 
定理 12.4.1{ 一 元 隐 函 数 存 在 定理 ) ЖОЛА F(x ,y) АФ: 
(1) F(xo,y0) = 0; 

(2) ЁШ} Ж D = |(г,у)|!\ к-ту} «а, ly- yol © bl 上 ,F(x,y) 

E, ERARA R F, Fyi 
(3) F(zo, yo) Z 0, 


ЖА 
(1) 在 点 (Crp,y0) METAAN уй Ж Ж 
Е(х,у) = 0 
а Е 


у= (=), х Є О(х,0), 
CRA Fir, fr = 0,22 у, = Јо): 
(ü) Вай у= Ка) £ z € О(хо,р) 上 连续 ; 
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(11) 5540 y = f(r) Ez € DOIzoyp) 上 有 具有 连续 的 导数 , 且 
dy __ Frlx,y) 


dr F lz, yY 

证 ”不 失 一 般 性 , 设 Froyo) > 0. 

先 证 明 隐 函数 的 存在 性 . 

由 连续 函数 Р, 的 保 号 性 可 知 , 必 有 0< <a ,0< 8 扫 昌 ,使 得 在 闭 矩形 
D* = | (х,у)11Їх-х4 Sa, ly- yl < 8) ERE 

F (x,y) > 0. 

于 是 ,对 固定 的 су, УНУ (хог у) 在 [yo -8,yo+B] 是 严格 单调 增加 的 . 

又 由 于 Е( хо, yg = 站 ,从 而 

F(zo,y o = 8) < 0, F(zo,yo + 8) > 0. 
H Р(х,у) 在 ”上 的 连续 性 得 知 ,一 定 存在 > 人 0, 使 得 在 线段 
ту-р<х<длху+р, у = уо + В 
E Fiz, yt 8) > 0, 而 在 线段 
zop < 5 < tp, у = уо В 

Е Е(т,ур- B) < 0. 

因此 ,对 于 (zo - р, хо + р) 内 的 任 一 点 ,将 F(z,y) 看 成 y 的 函数 , 它 
在 [yo 一 BB, уб + 8] 上 是 连续 的 ,而 由 刚才 的 讨论 知 

F(z,ya- В) < 0, F(ZE,yo+ 8) > 0, 

根据 零点 存在 定理 , 必 有 了 € (уо py + 8) 使 得 F(z,5) = 0. 又 因为 在 
р" EF F, >0, 因 此 这 样 的 了 是 唯一 的 ， 

这 样 ,就 得 到 定义 在 (zo - pzo+ph) 上 的 ?与 z 的 对 应 函数 y = f(z), 
EWE F(z ,f(x)) 三 0, 而 且 显 然 成 立 yo = f(xo). 


i 


Cp | 


- —— T 
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ЕШ РЕЖ y= f(x) Elro- рохо + p) 上 的 连续 性 . 

É z Alr- prot р) ЕЕЕ. РЕА e >Ke 适当 小 )， 
由 于 Р(®,у) = 0(y = f(z)), 由 前 面 的 讨论 知 

К(ж,у-—є)<0, F(XF,y + e) > 0. 
而 由 于 Р(х,у) Ж Р" ERER, — EFE 8 > 站 ,使 得 当 z € Olz, â), 
Е(х,у-є}<0, F(z,% + £) > 0. 
通过 类 似 前 面 的 讨论 即 得 到 , 4 х € O(zx,8) 时 ,相应 的 隐 范 数值 必 满 足 
Рх) € (у-є,у + е), H 
ЭХЭ f(z) Le. 
这 就 是 说 ,y = flr) (хо p xot p) Б. 

最 后 证 明 y = f(x) Elro- pzo+ р) 上 的 可 导 性 . 

设 至 为 (zo 一 xo +1 p) 上 的 任 -点 . 取 Axz 充分 小 使 得 去 1 Az € (хо- 
pz + р), у= х) 6 yt Ду = AT + Ar) MEAR F, y) = 
ОЖ Fir + Ar,y + Ay) = 0. 

应 用 多 元 函数 的 微分 中 值 公 式 得 
0= F(T +Ar,y + Ay) — F(Z,y) 

= F,(z + ñArz,y + #Лу)Ат + F,(z + бАх,у + бАу)ду,М 0 < 0 < 1. 
注意 到 在 D FE F,= 0,B 
ду F,(z + ВАх,ӯ + Ду) ` 
Аг Е (= + Ar,5 + Ду) 
5 Ar 一 站, 注意 到 Е, AF, 的 连续 性 就 得 到 


即 


证 毕 

这 个 定理 只 是 保 证 了 在 一 定 的 条 件 下 ,函数 方程 Etz,y) = 0 在 局 部 (不 
一 定 是 整体 ) 确 定 了 yy 关于 x 的 函数 关系 y = fi) ,而 并 不 意味 这 种 关系 能 用 
显 式 具体 表示 出 来 .例如 ,本 节 开 始 给 出 的 Kepler 方程 

у-х-єЕ ут 0, 0<e<l. 

WRR Fl, y) = y— х – sin y, Há F,(z,y) =1 -scos>0, 所 以 y 对 
х 的 依赖 关系 , 即 降 函数 y = f(z) 肯定 是 存在 的 ,但 它 不 能 用 显 式 表 示 . 

定理 12.4,.1 可 以 直接 推广 到 多 元 函数 的 情形 ,其 证 明 方 法 也 相似 ,所 以 
我 们 不 如 证 明 地 写 出 这 个 结果 . 
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定理 12.4.3{ 多 元 隐 范 数 存 在 定理 } жал F(zi,z2, "t Za 
y) 满足 条 件 : 

(1) F(z],z2, a}, 59) = 0; 

(2) 818241 = |(z,y)||y- l Sb, 1а atl Sai = 1,2, 
=n) EAA FEA E RA ЛЭ. FPF, i= 1,2,. n; 

(3) Е,Сх|5х сэх 9) 50, 

ЯБ 2, 

(1) Ж, (жук, ск, уб) КЗ SJ кА АА š 3k Ж 

F(zi,z2 7 z a y) = 0 

"Ё. — ей 

у= fr za Tra) (zi,z2 Tn) Є Oriri нүх 0). 
它 满足 F(z toy firra) = 0, AA уб = F(z9 z9 e, 
25); 

(1) Я у = frir rz) Æ Olah, rg, ert) p) EE, 

(11) BEA y = Ухуулах) Ж Oal, zz),p) 上 具有 过 续 
єй Ж, Н. 


Е, (21,2257, yy) 
ду = – — —, i=l1,2,"",n. 
dz; F,Uz1,22 7 ray) 
以 方程 
Е(х,у, z) -0 


为 例 , 若 其 满足 条 件 F,  0.ЮНРТЕЖОУ ВЭ АЖ z = Ary) AARRE 
数 求 导 的 链 式 规则 ,在 方程 两 边 分 别 对 x ЖП у 求 偏 导 ,得 到 


az Jz _ 
F, + F, š+ = 0, F, tF. = 0, 
从 而 
22 Ё, 9: Б 
2х F,’ ду Ёс 


求 多 元 隐 函 数 也 可 同 此 办 理 . 若 下 (x1 ,zx2,… ,x ，y) ME ARRE E 
理 条 件 ,那么 方程 
F(zi,Zə,""' Eny) = Ü 


两 边 对 т; 求 偏 寻 ,得 到 


即 
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ay aF /aF Ea a 
Z- E -p itam 
2 
例 12.4.1 ЕЗШЕ: + 2 + 5 = (z 20) tR 
ж ”这 时 ， 
т? а РТ: 
F(z,y,z) = 5 + +£ Q 1= 0,B F. = Z > 0, 


b? 
ARE f АЖ z = /(х,у) 的 存在 性 .在 方程 两 边 分 别 对 z 和 y KS, 8 


25 ‚29 _ 2у ,22 dz _ 
22722509 572 у ^®% 
从 而 有 
9: _ c z Oz с? у 
Әт | Zy? y baz’ 
2 2 
该 者 可 以 用 它 的 显 式 表达 式 z= caj LI- 厂 - 红 来 验证 以 上 结果 的 正 
确 性 . 
2 
例 12.4.2 BAr? + y+ 2 = 4z 确定 zx 为 了 ,y 258 
82, 
дхду` 
Я ”在 方程 + у? + z2 = 4z 两 边 对 工 求 偏 导 , 得 
22 +2292 = 455, 
ВЕ 5 
上 一 等 式 两 边 对 x 求 偏 导 得 
dy 2 9° x а = 
2+2[5 +22 9-2 = 4572: 
HJ 
1 + [2 
д?» _ Эх} (2-х) + 22 
dr: 2-5  (2- x) 
在 方程 r? Фү + z? = 45 两边 对 y 求 偏 导 ,得 


dz _ „де 

2y +2255 МЕР 
кау _ УУ... 
ДЕ 2—7 


a 
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再 对 上 一 等 式 两 边 对 工 求 偏 导 ,得 
2 9#& 9® 2 82» - 225 
ду ду жду дхду’' 
即 
2z dg 
gz _ðzðy = 


例 12.4.3 BHE Flrz, yz) = ОХЕ = х,у HERR. 
Ю BIE = aF, + F, 0,3 AA IB ТРАЕЛЕ. 
在 方程 F(zz yz) = О x 求 偏 导 得 

GEF 2 дЕ, +y SF, = 0, 


„дк _ 24 
所 以 了 = тЁү + УР: 


FEE- -FRAAI х 求 导 得 


9 22 Jz 
(292 + 255) + ин | Pa (2+ 252 ЬЕР 


92 25 Jz 
куар + y (« +t zx 88 рд + (у2 Fa = 0 


Цэн + = E }Ен + (y3 )Е» 
= aFı + Уу: 


д» 
Jr 


дз 
Fu +2 * Tx, 


2z _ _ xF: ep 
В+ 5 TF, m 


~ 2 
REJM zF 
FF | эр | Fa+2 д 2 |» Fo + [у 25 Би 


82» Мяг zF + Р, tF, + yF, 
3 zF, + yF; 
2551 Сул (ЁЕ1Еи- 2FIF2F + ЕЁ] Fo) 
T (aF + мэ? (=F, + УР)? 


多 个 方程 的 情形 


i 0 тетет er mn 
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由 线性 代数 的 知识 知道 ,在 


й] #1 
аз bz = 0 
时 ,从 线性 方程 组 
aju tbvtartady=0, 
人 + буш + сох + Фу = Ü 
中 可 以 唯一 解 出 


(стро — Вусо)х + (d ib; — bid:)y 
В (8102-8142) i 
(ао суаз)ж + (ard, — ауаз) у 
р (aib 一 bias) | 
也 就 是 说 ,这 时 可 以 确定 xm 为 zy 的 函数 ,或 者 说 (ao) 是 (zy) 的 向 量 
ЇНи 
ХРАНУ Л ТЕН 
Е(х,у,и,о) = 0, 
Сбх, ysu, 0) = Ü, 
在 一 定 的 条 件 下 ,也 可 以 在 某 个 局 部 确定 uv 为 x ,y HAR. 
定理 12.4.3{ 多 元 向 量 值 隐 阔 数 存 在 定理 ) ЖА Р(х,у, и,0) 和 
G(z,y u u) ЖЖ ТЇЇ: 
(1) F(za,yo но, vo) = 0,G(ro, yo gvo) = 0; 
(2) 在 闭 长 方 体 
D= (ж,у,н,т | |z- rol «а, 
ly- ур] < b,lu — uol © с, о — o| =< di 
E, AK F,G 连续 , 且 具 有 连续 偏 导数 ; 
(3) Æl £o, уро, no, to) B Jacobi 行列 式 


AFG) 0 
9(4.9) |с, G, ' 


那么 
(1) # (ло, yo но, vo) 点 附 近 可 以 从 国 数 方程 组 
| ЕСс,ууцу,о) = 0, 
|G(z,y,u,o) = 0 
сарв TË FS 8 3k 


Ин ИН, € O(lxros 50), 8) 
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э. IF(z,y,fí(z,y),g(z,y)) = 0, ` _ Е 
мин G(z,y,f(z,y),g(z,y)) = 0 АА ш = flæoyo)vo = 
g. хо,» yo); 

(ü) ЖА 348 $ ARE Ora уо),ю) 上 连续 ; 


(11) 这 个 向 量 值 隐 函数 在 О( (хо, уо), 0) 上 具有 连续 的 导数, 且 


ди диш 
Br ду К Эр Ñ F, 
до аъ) (0, G) (G 6). 
dr ду 


证 ”我 们 先 证 明 存 在 性 和 连续 可 惧 导 性 ， 
由 于 在 点 (zp; Уу» щу» 00) 处 


МШЕ, УЕ, EFA- TELA TAF. AWRA F, + T 3= ,那么 对 方程 
Frzyyatyo)=0 应 用 耻 函 数 存在 定理 就 知道 ,在 (zo,yo;ao,zo) 附 近 ,存在 
ВЕБ НЭЭ u = #(х,у, у), Е 
F(r,y,$(+2,y,u),u) = 0, ug = Ф(хо.уо»207- 
# u = ф(х,у,о) ЖА G(z,y, u u) = 0 再 看 郴 数 方程 
Н(х,у,с) = б(х,у,Ф(=,у,0),0) = 0. 
Н ЕФЕ (хо, уп, оо) АЯК, ОЯЛУ ВЕ (ro, уо йа, 70) MAE), 


_ _ Е, _ FG, — EG, _ 1 ӘЕ,6) 
H, = Gó, + G, = G,[- Ë |+ G, = Е, “= F, alu, 70 


对 方程 Н(т,у,т) = С(хк,у,д(к,ууо)у0) = О БУНЫ РЕК FF tE ЖЕ BE S II 
道 ,在 (ro, уо, 00) 附近 ,存在 具有 连续 篇 导数 的 隐 函 数 u = g(<x,y), CME 
H(z,y,g(z,y)) =0, G(z,y,$(z,y,g(z,y)),g(z,y)) = 0.318 ie 
f(z,y) = Hry gle y EAE (xo, уо) 附近 必 成 立 
F(x,y J(=,y),g(z,y)) = 0, 
IG(z,y,fíz,y),g(z,y)) = 0. 
H ARP FEE YH ЭНН РНЖ u = óé(zrz,y,u) Elro yo vo) 附近、w = 
(х,у) 在 (xo,yo) ЖАЯА НЕЕ W p К, 因此 复合 函数 f(x,y) = 


$(z,y,g(z,y)) Elroy) 附近 具有 连续 偏 导 数 . 即 向 量 值 画 数 | | - 
| “ээ! 635968 0C《 xz0,30),p) АННЕ НЕ. 
к{хт,у) 
应 用 多 元 函数 的 链 式 规则 ,就 有 
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JF аЕ ди IF dv 0 
Әх du dr дә dx ' 
JG + 96 ди JG dv 0 
дд ди Эх дтдх `` 
因此 
'ЗЕ ӘЕ) (2и дЕ | 
Зи дф ar _ дт 
aG acliaol laG| 
ди Әдә) (ах дт} 
FEE, H 
2F Е ди 2Е до _ o 
9у ди ду Bu ду т, 
јәс + JG Ju AG дъ 0 
得 到 
IF ӘЕ | [ou аЕ 
ди дъ! |ду ду 
aG әс| av| ас̧! 
Ju дә) ду ду 
两 个 矩阵 式 子 台 并 就 担 
JF ƏF]|28a ди 8Е ZE] 
ди alaz ду|_ |9х 9у| 
aG әб||д« 3v| ləG 26) 
ди ар) де ау дт ду 
Ep 
ди ди aF 3aF1 fa ƏF 
dy du d аж dy 
до Jv IG ас б ас 
gr ду du дъ gr dy 
注 将 (ii 中 前 公式 解 出 来 就 是 
_AF,G) faAF,G)  __(Е,б) 
Mr 7 Hrv)? Iluv)? 5 д(ш„хт) 
AFG) UEO), „ = UEC) 
Чу = aly) 0(u,o)' “> Ə(u,y) 


一 般 地 ,我 们 考虑 m 个 函数 组 成 的 方程 组 


/3 
/3 


证 毕 


172- 85-08 эл НД 


ЕЁү(хү,хээ? Улоу Ym) = 0, 
Fak E1, 22. Жа У1У2577 + Уш) = 0, 


...... 


Б,(їү.х s Za „УУ, У) = 0, 


我 们 称 
SF, Ру. ЗЕ 
ду, ду» ду, 
Е ӘР дЕ; 
MF Faye, F.) = y дуу 到 
3(yi,y2, Ym) . . . 
oF, Е. . ЗЕ, 
ду, ду) I Yra 


为 Fi, Fott, F, RTF ууз," Ym 的 Jacobi 行列 式 . 
两 个 函数 的 结果 可 以 直接 推广 到 多 个 函数 的 情形 ,其 证 明 方 法 也 相似 ,所 
以 我 们 不 加 证 明 地 写 出 这 个 结果 ， 
定理 12.4.4 #л+тл„®%ЖЕ,(ху,ло, С Z. YY Сә Ун) = l, 
2, m 满足 以 下 条 件 ， 
1) 本 《人 
2) 在 闭 长 方 体 
D= (хүлэгтэй ур, уз, эзы)! | z; 20 
Sani=12, ny 01 6,3 = 1,2, ml 
#8 ЕР, = 1,2 m # 5 E.R 3 #501044; 
3) &(xz),z3, z... уы) Fk Jacobi 行列 式 
IF Fost, Fa) 
2(yi,y2, Ym) +0. 


那么 
i) & ë (ж{,лў, әх, уу, 2. Уш) ӘМАА, TRA Ay 32 £a 
FiGzi,72, Zes 3153251 Ул) = 0, 
Faltis ray Za 1532 11,292 一 0, 
Е (1.207975, Lps Y УУ) 一 0, 


sË — Ж б) й 
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57 ГРС) 


У2 


(лү, хо," Tn) 


| (miza rta) E Olh, agen, thp), 
al ааа) 
它 满足 方程 
下 FE 
Falis za y ra), sfm E zara )) = 0, 
以 及 у) = f(x hhi = 1.2, mi 


i) & 6) АВАЖЕ О(51,54,/,53),0) 上 连续 ; 
ñi) 这 个 向 量 值 隐 函 数 在 Olr, rh ert), 0) 上 具有 连续 的 导数 , 且 


1 
(дэ: ж 2, ду Е; oF | дЁ, 
191 дух, 2х, дуу дуз d Ym 
9у2 Зу. ду? 9Е, 9 _ 2Е, 
Әжі 929 дх,|--|9у, ду; д ул, 
Ym дум ... дун ЗЕ Е, ЮМ PF p 
9х| д) дк, дур ду» ду, 
ОР, oh L ӘР, 
Яху Әх» Эх, 
dF aF, _ ЭР, 
dz) 922 Эх, 
9Ё, IEn .. 2EF, 
azl дух, Әх 


在 具体 计算 中 ,在 定理 12.4.4 BJ 38 #F F XT I] ЕН ВИ ЖОКИ ЛЫН 
用 如 下 方法 得 出 ;分 别 对 
Flai, Za, a 31532 ya) =Ü, i= 1,2, n,m 
关于 xz RRASA 
F, S дЕ, д» 
2r, үл 9% ә, 
联 立 这 个 方程 组 ,点 用 Cramer 法 则 就 得 到 
ӘСЕ, Ек, Бу, Ку, s Fm) 
д» I yia VE Жэ Унэн) & = 1, 
3-1 


=Ü, i= 1,žż, т. 


... 
* Ну 


2 
,了 


9х, i WF Fo, En) ” 
ayiya Am) 


I на РАА H Ti inan тез ор 1 
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例 12.4.4 ӘЖУА 
и +u +a х +у= а, 
и + + ыра + у? = 52, 


3 


Wt + х9 + у% = с? 


ME и,т,ш х,у аак. 3 25, 88288 


Ж ”将 方程 组 化 为 
Е(т,у,м,0,ш) = utotwtr+ty-a=Î, 
G(zr,y,u,u,ww) = ш? + а? + а? + т? + у? — Б? = 0, 


Hüir,y,u,u, u) = иЗ + o? + ш + z + y с? = Ü 


那么 在 
1 1 
8.6.1) = 26 2u 21 |= 6(0 ~ uw- vlw- £) Z Ü 
нэ Зи? Зу? Jw? 


HRF, TUAE, v w) 为 (zx,y) 的 向 量 值 函数 .此 时 ,对 以 上 三 个 方程 
关于 = 求 偏 时 ,得 


ди ә до Jw _ 
2u 3, T 2u 3, +2ш 22745850, 


3и? 28 + 30250. 3 2 228 +34? = 0, 


дт дт а 
解 此 方程 组 得 
ди (и-хХДы-л) 
Әк (一 
dv _ (u — z)(% — z) 
ar (u — uw- v)’ 
дш _ (и-2д 0-2) 
дт (и-ш)(о— w) 
例 12.4.5 ” 设 在 直角 坐标 系 下 ,函数 = = 2(х,у) ЖШ ЭЕ S 
# ,并 满足 方程 
а? 92» 25 
912129225 лийн 
将 自 变量 作 变 换 
и = т+ у, 
u = £ - y, 


因 变 量 也 作 变 换 ww 一 ry- z ,导出 w RT u, v 的 俩 导数 所 满足 的 方程 . 
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解 ”从 自 变 量 的 变换 中 可 以 解 出 工 = 622, y =“ = zy 
-也 是 w,v 的 函数 ,由 于 x = zy - w Ж ЛИ ШАПКЕ КРЛ х M 
y 分 别 求 偏 导 得 


Эх _ _{дшди wu) ,dw ащ 

847 aar ао әх} ” ды Jy’ 

gz _ = [5 55 ЕЕ _ 9ш , 3w 

ду (аи ду аъ ау} Ju дф” 

进一步 还 可 得 

z _ (Zz ‚ w )- | до ЛЕ Pw Zw w 
Jr? Ju? vdu дидо ду? au? Judu Jyt’ 
Pz _ - Ze \- (= se) Pw Pw 
дх9у т 9 2 дуди дидт ду? E Ди? Э 29 


zz _ (52 _ Pw |+ | дф Ëw БЭР а? 
E Ju? доди дидо 3y? р 


将 这 些 表达 式 代 人 方程 3 s +2 + z _ 0 就 得 


=. ду? 
Fw _ А 
3u? 2 


这 样 一 来 ,方程 就 大 大 简化 了 . 
实际 上 ,我们 还 可 以 将 这 个 方程 解 出 来 .在 等 式 5 = 1 两 边 对 а 积分 
得 


再 对 и 积分 一 次 就 得 
ш = 1,2 + é(u)u + (0). 
FE h фыр „канишна. [1] {7,— TF Bir НЇП ЗЕ А ЯТ 


Ён 2 
道 ,方程 5 + КЕРА + 53 = 0 的 解 的 一 般 形式 为 


z a Ми уй EAE) Pa) 


这 个 例子 说 明 ,通过 适当 的 变量 代 搞 ,常常 可 以 将 微分 方程 化 简 万 至 解 
出 ,这 是 微分 方程 和 数学 物理 中 一 个 常用 的 方法 ， 
ERRER 
一 元 函数 的 反 函 数 存 在 定理 在 高 维 是 否 也 有 相应 的 结果 呢 ? 我 们 先 来 看 看 二 维 情 形 . 
ëE D 5 R2 ЈЕ, р.р В 为 映射 ,其 坐标 分 量 函 数 表 示 为 
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[z 一 zrlu,v), 
у = y(u,u). 
ШЖ £ # D 上 可 导 {( 即 ru, 和 y(tw,w) О), ЕТ 
(x=, y) 


Ə(u,u) 
ЖЫ 下 的 Jacobi 行列 式 . 
ЕЗШ 12.4.5 ЖР = (uguo) E Р, хо = slup ду), ур = убно»т), Ру = (zo y0) 
E / Ж ЮЕ RIER 8. RE Po 点 处 了 的 Jaccbi AR, 


Iie, у) 
Ə(u,u) = 0. 
那么 看 在 Ро h-t O (Pr, о), F k 3838 L 8 # f 6 B ЖЕЕ Но: 
“HF, Cry) € OUO), 
u= u(z,y), 


(1) ug = ибо, yot то = (жо, 50); 


(2) ды _ ду  Ə(z,y) ды Әх | д\т,у) 


ar dv aa ду 9%] Ə(u, o) 


эң __ду/д(х,) av _дх/д(х„у) 
9х 94/ furv) ду Juf (и, u) 


证 ”考虑 函数 方程 组 
езт) =æ- xÜ u, u) = 0, 
G(rz,y,u,ə) = y- ylu,v) = 0. 
ЕЎ, (0, уо, чо, оо) 点 处 


3(F,G) _ Hr,y) 
Musu)  Jlu,v) цал 


ш б) {К С Ка РЫ ЖОР ТЕЕ ЯН, EC ж, yos коз та) 附近 存在 问 量 值 函数 g: 


u = и(х.у), 


(х,у) € O(Pš,0). 
v = vlr, y), 


满足 

i) wo = ало, yol vo = обхо, ур} 

zy)) = D, 

ü) у= (6и(х.м).и(х.у) = 0, 
而 且 ufe, y) 和 wtz;y) 在 OPi,op) 上 具有 连续 的 偏 导 数 .这 说 明 在 ОСРае6о) Већу 
的 道上 映射 ， 


ee 
| ајә 
Ю Ч 
+ + 
SE ек 
wji wji 
ИЕ 
! | 
= г 


Ait 


oo -— -— 


54 ЭМ 51779 


ди _ ду | Ary) аз /Ae 
ШИР”: 


ər Juf (ule) or Ha, u) 
同 理 可 得 

ди _ -34/ Sam п = 22) Ха 22) 

ду dpf (и, u)" т Iluro) 


证 毕 
ЖЁ ”从 定理 的 2) 可 以 立即 得 到 
(х,у), Huso) ү 


Ə(u,u) BT Е 
ЇНЭН -EHE ВА д BJ Jacobi ТУИ H. nA, AE АЗ НУМ РА ДЕ ЭВИЙГ 
例如 极 坐 标 变换 { 即 映射 ) 


|2 — 7050, 

у= ғып й, 

的 Jacobi 行列 式 为 
(х,у) _ Í cos 0 -rsin д! _ 
95.8) sing cos 8 | 


HEETE S r, y at + у? 5 0) 附近 ,存在 道 变换 = r(z,y),9 = (х,у). 

一 般 来 说 ,连续 映射 不 一 定 将 开 集 映射 为 开 沫 . 例如 , 常 值 映射 就 不 是 将 开 集 映射 为 
开 集 .但 一 个 连续 映射 在 若 个 开 集 上 的 Jaccbi 行列 式 恒 不 等 于 零 , 那 各 它 将 这 个 开 梨 映射 
为 开 集 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 12.4.6 4 ОЖ5КЕ Fie dt LEH р.р В.т = z(w.u),y= (иь) Ф 
D АЖЕ 408 b f Jacobi 行列 式 


Э(х›у) 
9( суд) 


# D L je gat ЖА П 8 E UD) ЯЛЖ. 
证 ”沿用 定理 12.4.4 的 记号 . 
Роб ло, у0) 为 FAD) 上 的 任 一 点 ,那么 从 定理 12.4.5 的 证 明 可 知 , 存 在 Py 的 一 个 今 
域 DPi,p), 使 得 这 个 邻 域 中 的 点 部 是 的 像 点 ,因此 P. AD) 的 内 点 .这 就 是 说 ， 
FD) EJE E. 
证 毕 
定理 12.4.5 和 定理 12.4.6 在 高 维 也 成 立 . 请 有 兴趣 的 污 者 考虑 一 下 . 


习 题 
1. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 或 篇 导 数 : 
(1) sin y +e- zy? = 57 


ч 一 ау 
(2) T 一 у: 
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2. 


ба 


+. 


л 


(3) шү z° + у? = arctan 2,95, 


zty у _ dy „фу, 

(4) aretan 22 Оо, 和 -24 
ын = dg dg 
(5) >= In; ‚Кэ ШЕЙ, 


д2 dz z „ 825. 
Әх `ау `2? ДЕРЕ, 
2z дк Pr „ а, 
дх'ду'дт? дхду' 


(8) Ке + у,у+ к, + к) = 0,Ж5® 92. 


(6) e” 一 хуг = 0, 


(7) ғ? - 3:zyz = аж 


ду! 
dz dz 82, 
(9) z = f(xzz,z т у), Iy 232° 
Jz дт ðr 22» 


(1) /(z2,z +y,z + y + z) = 0, 求 5 ay 3 ДЕРЕ 
В у = tan(z + y) BW AE у 23 z НЧ ВАЎ, Е 
Фу _ 2(G3yt+802 + 5) 
= 5 | 


dz? y 


ВФ НРА IER #(cz -azr ey- bz) = 有 0 所 确定 的 隐 函 数 > = 
Р(х,у) 满足 方程 
а 5 十 p 92 = с 


. 设 方程 ó (x +y, у 1 zz l) = ОЕ РЖ = = О, у), МЕНН ЇЙ 


星 方程 


. 求 下 列 方程 组 所 确定 的 隐 疯 数 的 导数 或 偏 导数 : 


z — x — у? = 0, dy dz Ф Ëz 
1) Ё + 2y + 32? = ы? ,der dr аг ШҮ 
(2) |7” 29 = 0 жди ди 2н рд. 

yu + тт = 1, 9Ж'ду Jr? дл9у 
з) Пе урди җәт, 

v= р(и-хт, у), oT 9х 


хт=и”т+то, 

—2„- pl шӯх, 

(4) _у-— #8 Ts dx ду} 
z = uto, 


— ra e т = 


54 AAN “179. 


£ = e"cOs u, 
ш. dg „дг 
(5) 4 у = esin v, Жэ? ШЕР 


z = и? + 22, 
6, 求 微分 ， 
(1) r +2y + z — 2 лу = 0,0 dz; 


y sin v’ 


г+у= в+ т, 
DJ _ sin H Ж du 5 dv. 


7. 设 z = f(x,y) ясли эй л | 7905 yqa F, 


y = rsin Ө 
求 
TF, 9? 
д2? “Эу 
大 于 棚 坐 标的 表达 式 ， 
8. 证 明 : 通 过 适当 线性 变换 
м = z+ Ау, 
© = £ + шу, 
可 以 将 方程 
А24, +в 834 =0 (АС - B? < 0) 
化 简 为 
了 
Judu | 


并 说 明 此 时 ,py 为 一 元 二 次 方程 A +2Bt + Cr* =0 的 两 个 相 异 实 根 ， 


9. 通 过 自 анин” _ хаван 
222 55 W ой? F — =0 (a,b,c 为 常数 ). 
工 一 2vy， 
2 = z +2 y, 
-773 = лэ, Q>. 
ТЕКТ ГТ ГТ Т ЫТ! 


10 .通过 自 变 量变 换 |” “变换 方程 


ч = x + >, 
20 1 ,1 É < = lz — (z + y) Fi b Ж 


= y А 
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Уз, 7 255 = (узж) 
ож" йш = z + y + ДЕ Н 
т = r+ y, 
Fe „аз у \92= 
222 9295 „(+2 52 = 0: 
asas 
(УЛЫ ох 及 mw = 2 变换 方程 
L y 
ёа х Pz o 


д? “aray dy 一 
12. 设 y= 六 rt, 而 二 是 由 方程 FUry:t) = 0 ВИ ЕН х,у КВАРА 
数 ( 其 中 FAF 都 县 有 一 阶 连 续 偏 导数 ). 证明 


If IF 9f9F 
dy _ dx ðt Ot ах 
de 7 ӘӘ, ӘР 

dt ду At 


$5 Жетт) LAPRA 


空间 曲线 的 切线 和 法 平面 

一 条 空间 曲线 可 以 看 成 一 个 质点 在 空间 运动 的 轨迹 . Е АЯ 
R RAAEN A г ETAPU), y) al) 处 ,也 就 是 它 在任 一 时 刻 的 
坐标 可 用 


x= xlt), 
уус a =< z? = b 
z= z(t}, 


来 表示 , 随 着 的 连续 变动 BARR yr) 就 在 空间 画 出 一 条 曲线 . 
这 个 表达 式 称 为 空间 曲线 的 参数 方程 , 它 也 可 以 写成 向 量 的 形式 
rD = (2) + уг) + zl Ok, ах: Б. 
定义 12.5.1 沙 天 (站 = 人 (ET+Y (tj+ z(t)k 在 [a,651 上 连续 ， 
并 且 关 人) 天 0 和 Le], 则 称 
г(ї) = z(t)i + у() 84:01», a sç: SC b 
所 描述 的 空间 曲线 为 光滑 曲线 . 
设 丁 为 一 条 光滑 的 空 闻 曲线 , 砚 在 来 讨论 栈 上 一 点 Po(x(to) убо), 
z(to)) 处 的 切线 ,切线 的 定义 与 平面 的 情况 相 和 冶 , 即 市 线 的 极限 位 置 . 
ёл = (20), ур = уб), 20 = zlto. ҜГ E-A P i(z(t),y(t), 
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Р, 


Po 


图 12.5.1 


z(1)), 则 这 P, 和 Р, 的 割 线 的 方程 为 


之 — p 3 — yg z — 20 


alt) ælt уб) = y(to) zl) zita) 
将 其 改写 为 


— — 0 _ _ _ Xy y... _— — “% “0 _ 
х(:)-2Х(10)  у(4)-13(14) z(t) жб)" 
£ = to £ — to 1-4 


再 令 上 一 to, 注 意 到 栈 蚌 光滑 曲线 ,就 得 到 它 在 Po 点 的 切线 方程 
Жолоо 3 3 _ Z 0 Т; 


r (t) y(to) zo 


r (to) = (х (го), у (бо), (107) 
就 是 曲线 了 在 Po 点 的 切 向 量 . 
过 点 Ру E. Ej DIS SE B BJ ARE Р, 点 的 法 平面 . 显然 ,法 平面 的 
法 向 量 就 是 厂 在 Po 点 的 切 向 量 ,因此 曲线 在 Po 点 的 法 平面 方程 可 写成 
х (to)(z — zo) + y (о) (у yo) + z (50) (е zo) = O. 
特别 地 ,如 果 曲 线 的 方程 为 
= f(x), <= g(x), 
把 它 看 成 以 z 为 参数 的 参数 方程 
° = f(x), 
z = glr), 
即 得 到 它 在 P(zo, Fazo)g(zo)) 点 的 切线 方程 为 


Ф 这 个 公式 应 技 祝 辣 解 析 几 何 中 有 关 直 线 的 对 称 式 方 的 说 明 来 理解 MA, т^) 0, 
< дан 
у) = 0,z (t) = 0 时 , aeta atum To Ta) = убы)? 


2 一 Еу. 
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лхо y- fro) савх). 
1 — (zo) g (х) ' 


法 平面 方程 为 
(z — zo) + Ско) (у f(za)) + g'(za)(z — g (zo) = 0. 
空间 曲线 还 可 以 表示 为 空间 中 两 张 曲 面 的 交 . 设 曲线 古 的 方程 为 
р = 0, 
С(х,у,х) = 0. 
Реб хр, уо, 20) Г E— 5, H Jacobi 矩阵 
F, F, F, 
J= M G, И 
在 Ро КН). ЖИП ЖОКИ Г.ТЕР, ADIR БОЕ Л. 
由 于 和 矩阵 在 Po 点 满 秩 ,个 失 一 般 性 ,假设 在 Ро 点 成 立 | 


8(Е,С) _ |F, F. 
(уух) и ёл G, ийн 


ARARE, E Po 附近 唯一 确定 了 满足 yo = (хо), zo = g( zo) HR 
ВЭ 
y= f(z), z = р(х), х € О(хо,є). 
且 有 
I F, ,G) (F,G) 
f (х0) = Хе) ч / qty 2) (Ро), 
g (XT0) = e ОРОГ ЭС 5) (Po). 


2(y 
TÀ, dB T fE Po диши. 


£ 22 _ “< “Z _ 


2620р) Kuroo UEG p) 


法 平面 方程 为 
AFG) p (r хүж ER Py — yo) 


2(y,z) 
2(F,G) _ 
talz, y) (Po)( = 一 zo) = 0. 


由 空间 解析 几何 知道 ,由 一 点 及 两 个 线性 无 关 ( 即 非 平行 ) 的 向 量 确定 一 
张 过 该 点 的 平面 { 称 为 这 两 个 向 量 张 成 的 平面 ) ,平面 上 的 任 一 向 基 都 可 以 表 
为 这 两 个 向 量 的 线性 组 合 . 

€E 12.5.1 ЖЯ ГАР 点 的 法 平面 就 是 由 梯度 向 量 grad F( Po) 和 
grad G(Po) 张 成 的 过 Po 的 平面 . 
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(F, F, 
证 ШЕЖЕ] = G. G, G, “| 满 秩 , 因 此 


grad 天 (Po) = (Е, (Po), F (Po), Fa CPo)) 
ы 
grad G(Po) = (Gl Po), G, (Po), G (Po)) 
线性 无 关 , 因 此 它们 可 以 张 成 一 个 过 Po 点 的 平面 r. 
要 证 明和 平面 x 就 是 曲线 厂 在 Po 点 的 法 平面 ,只 要 证 明 卫 在 Po ARH i 
#5 r H, RS grad F( Po) Ж grad G ( P.) PJ ра. 
因为 曲线 T fE Po 点 的 切 向 量 为 


(F,G) JI F, G) 9(Е,С) 
r= (Жуу Рак) 99)52(2:5) РО), 


于 是 
т grad F(Po)= Е,(Рь) YES (Po) 


+ EPO) ©) (руу + в.о) рр (Po) 


FlPo) F, Po) F,(Po) 
Е,(Ро) ЕР) ЕРУ) 
С.(Р,) GP) С.(Ру) 
同 理 r， grad GCPo) = 0. AEF л 就 是 曲线 本 在 Po 点 的 法 平面 ， 


= Ü. 


证 毕 

这 个 定理 刻画 了 曲线 rE P 点 的 法 平面 的 几何 性 质 . 

例 12,5.1 一 质点 一 方面 按 道 时 针 方 向 以 等 角速度 — 85 轴 旋 转 , 另 一 
方面 又 沿 z 轴 正 向 以 匀速 c 上 升 ,已 知 时 刻 : = 0 时 质点 在 点 (a ,0,0)(a > 0) 
处 , 求 | 

(1) 该 质点 的 运动 轨迹 Г; 

(2) 该 质点 在 时 刻 г 的 速度 ; 

(3) H o = 154, ДА ГЭЕ = 了 时 所 对 应 点 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 

E (1) 设 在 时 刻 上 ,质点 在 PUz,y,z) 处 ,5 为 DM 与 z 轴 正 阿 的 夹 角 ， 
如 图 12.5.2 所 示 . 

因为 质点 按 首 时 针 方 向 以 等 第 速度 o 绕 = Е Н 1 = 0 时 质点 在 
(a ,0,0) 处 ,所 以 

g = ах. 
于 是 


x = acos @ = асоѕ wl, 
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y = аып 6 = asin ot. 


又 因为 质点 以 匀速 c 上 升 , 于 是 


x= = ct. 
那么 质点 运动 的 轨迹 方程 为 
т = асоѕ at, 
| = asin at, 0254. 
z = ct. 
iX FAY КЖК А ЛЕ. 


图 12.5.2 


(2) 我 们 将 质点 的 轨迹 方程 用 癌 量 值 函数 写 出 来 就 是 
г(:) = (асов at asin wt,ct), 
那么 让 点 的 运动 速度 就 为 
r (z) = (— аан ай,ашсоз aot, c). 


(3) H w = 工时 ,曲线 卫 的 方 释 即 为 
т = acos z, 
р = asin z, 
z = Сф. 
而 上 三 2 时 对 应 曲线 上 的 点 Mo(0,a ,2 ), 由 于 r (z) = (— asin f acos t, 
c) ,因此 
“(2)” (~ а,0,с). 
那么 曲线 P EM 点 的 切线 方程 为 
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ММ: 
®-0_у-а _ 2 
-a Ü с 
或 

z- £ 

= 2 

-а с ' 

у=а 


2 


曲线 Г ТЕ Mo 点 的 法 平面 方程 为 
— ал + cz — s = 0. 


20 20 2_ 5, = 
81 12.5.2 RRDA лол “在 点 (1,1, - 2) 处 的 切 


线 和 法 平面 的 方程 . 
解法 一 直接 利用 公式 求解 ， 


曲线 r 的 方程 即 为 
Ин = х? + у? + 22 – 2у– 4 = 0, 


G(z,y,z) = =+ yt z = 0). 


i ` 
РОА 
S ОК-----«у-- 
| ка 
кр 


图 12.5.3 
那么 
UEO) |2»? z = Xy- z-1), 
0,0) - ñ ñ = 2(< — z), 
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Ә(Е,С) |27 2у-21- Е 
дї х,у) = 1 = 2(=z — y + 1). 
因此 
aF,G) 4 908,6) 2-6, 2(Е,С) 
alye) аль) Palza) ал "а(х, 012) 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 
之 一 1 усі z+2 mr-l_ у-1 z+2 
4  —6 7 27 2  —3 ` 1 
法 平面 方程 为 


4&(ж—1)-б6(у—1)+2(«+2) = 0, 2х-3у4:43-0. 
解法 二 ”依照 推导 公式 的 方法 来 求解 . 


在 所 给 的 两 个 曲面 方程 两 过 对 了 求 导 得 
2 + 2y Sy +2 де _ 29 = 0, 
ау, dz _ 
+, + = 
解 这 个 方程 得 
dy z- dz _ 工 一? 十 工 


于 是 
dy | __3 dz | = 1 
аж, -2) 2! ахаар 2 


因此 曲线 厂 在 (1,1, - 2) 处 的 切 向 量 为 |1，- 这 ,去 ) ,因此 所 求 的 切线 方程 


2 
A 
х-1 у-1 z+2 p n yzl 382 
1 3 17 
2 2 
zF [Bj Jy у 
(2-10) = 205-0 + (z +2) = 0,8D2z —3y + z +3 = 0. 
曲面 和 的 切 平 面 与 法 线 
曲面 方程 一 般 表示 为 


F(z,y z) = 0, (ж.ух) € D, 
AEREE Jacobi 矩阵 (F,,F, ,FE.) 在 D 上 伍 为 满 秩 的 情况 . 
设 号 为 一 张 曲面 ， Роха, yo, 20) A 5 E— 点 . 考察 曲面 S EHP 的 任意 
一 条 曲线 
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х= д(#), 
ин y(t), 
tg = z(t), 


并 设 rg х(16)»Уа = y(to),zo = z(to). 由 于 曲线 在 S E, Rit 
Е(5(1),у(:).-50:)) = 0, 


两 边 对 上 求 导 就 得 
F, Poz (to) + Е,СРь)у Cto) + F,(Po)z (#6) = 0. 
这 说 明 , 曲面 S 上 过 Po 的 任意 一 条 曲线 在 Po 点 的 切 向 量 (z (л), у (to), 
z (to )) 都 与 向 量 
n = (F.(Po), F,(Po), F.(Po)) 

垂直 ,因此 这 些 切 向 量 都 在 一 张 过 Р, 点 的 平面 r E. 

平面 + 称 为 曲 向 S 在 点 Po 的 期 平面 , 它 的 法 向 量 n 称 为 S$ 在 Po 点 的 法 向 
量 ( 见 图 12.5.4). 这 样 ,S 在 点 Po 的 切 平面 方程 可 以 表示 为 

F.(Pa)(z — xo) + F,(Po)(y уо) + F, (Poz — zo) = 0. 


В 12.5.4 


过 Po 点 且 与 切 平面 垂直 的 直线 称 为 曲面 S ТЕР, 点 的 法 线 , 它 的 方程 显然 为 
хэ-Х, УУ, _ “ 57 Z 
FlPo) ЕР) ЕР)? 
这 是 空间 中 过 Po 点 , 并 以 向 量 grad FCP) 为 方向 的 直线 (请 读者 与 定理 
12.5.1 比较 以 下 ). 
如 果 一 个 曲面 具有 连续 变动 的 团 平面 ,也 就 是 说 Е,, E, F, 都 连续 ,那么 
称 该 曲面 为 光滑 曲面 . 
若 曲面 S 的 方程 可 显 式 表示 为 
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z= f(z,y), 
也 就 是 
F(z,y,z) = f(z,y) — = = 0. 
那么 曲面 S ТЕР, хо» уо, 20) 点 {其 中 zo = 六 xo;Y0)) KAFES EA 
Заза) ба 一 хо) + HORNE — yo) — (z — zo) = 0. 
将 它 与 
fí(z,y)—f(zo,yo) _ 
= ў. (ло, у0) (= — zo) + f,(zo,yo)(y — yo) + ol Ar + ду?), 
比较 一 下 就 知道 ;着 z = (х,у) (хоз уо) КАНГ, ШЕ (со, уо) 点 附近 可 
以 用 该 点 的 切 平面 近似 代替 曲面 ,其 误差 是 VY (z ~ хо) + (y 一 уо) 的 高 阶 
无 穷 小 . 
相应 地 , 它 的 法 线 方程 为 


тэх, | у-у 2750 
ZL (zas y0) Эу (хогоо) 1 
曲面 方程 也 可 以 表示 或 参数 形式 : 


то = хбн,0), 
| = yla, v), (u,v) ЄР, 
z= rlu, v), 
HE+ DERE 中 的 区 域 , 它 称 为 曲面 的 一 般 方 程 , 以 下 我 们 假设 Jacobi 第 阵 
1-1» » 


Tu 225 


E D LEAH. 
HS 为 这 样 一 张 曲 面 , Polato, yos 2 0) Cro = ж( мо, 00), yo 一 y(uo,oo), 
у= =(н0,10)) A S b-a. 由 于 矩阵 J 是 满 秩 的 , 不 失 一 般 性 , 假设 


02220) во. жашан (мийи), 可 以 由 


N = z(u,v) 


Жж + $Ë BR ОС(хо.уо).) E E — йт P HR MÍ 
у = ylu,v) 


и = ибт.) RA z = z(u,v), 就 得 到 曲面 S 在 Po 附近 的 显 式 表 示 


о = vlr,y) 


z = glulz,y) vlr, y) = f(z,y), 
HR 
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ди _3y/9(z,y) 92. 8у/д(х,у) 
ax 8%! Ə(u,o)' 9r ды! u,v)’ 


Зи Эх (8(х,у) dv _дх/д(хт,у) 


ду 90/ (иш! ду аш! Ilu, v? 


由 此 得 到 
f, = 22 2u 00 _ _дбу,т) 2) Siz 
r 8и дж дтдхт  Ə(u,2) (и, о) 
f, = 95 9ч ү 9z 90 _ 9(ж,т)/д(х,у) 
> и д о д 9и, o) (ы, о)" 
于 是 S 在 Po КАН) УГЕ 7) 0 
d(Cy, 2) Е LEPEP) _ 
Iluv) Gaon) хо) + Hw, o) ey yo) 
Әйт, у) _ _ n. 
+ Iluv) ао) zo) р 0; 
法 线 方程 为 
£ Æp _ У yo _ z =й 
diy х  O(z,z) (zy) 
(uv) atu oo ow, vw) to) 


例 12.5.3 Же = + zy = 3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 与 法 线 方 
程 . 

Я НУВ Е(х,у,х) = et — z + zy — 3 = 0, H + 

F = у, =z, F, = е - 1, 
因此 曲面 在 点 人,1,0) АЕ [a] E 3 
п = (F.,(2,1,0),F,(2,1,0),F.(2,1,0)) = (1,2,0), 

于 是 曲面 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 方程 为 

1:(:5-2)-2:(у-1)40:(-0)-0,8 z+2y-4=0. 
法 线 方程 为 


4-2 ус 
| 1 2” 
z = Ü. 

例 12.5.4 ЖЕШ 
x = ach исоѕ v, 
5 = bch usin v, 
z = sh u 


(ио) (022 ВЭБ ДИЕНДЕ УМ. 
ж ”因为 | 
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2 


а 
= = ash ucos v, = =— ach usin v, 
дц дф 
sx = Bsh usin v, 95 = бор uwos v, 
и v 
д= _ Jz _ 
ди = сш, зо = 9 
ЯЗАЖ (ву) = (0,7 Jit, 
2 -0 dx _ a 
ди , дф 427 
ayoo ау 
ди + д» (27 
д= _ дж _ 
дн = ls 369 


于 是 在 这 点 


2(y,z) _ b д 
Iluv) 万 Ə(u,2) /2' (ид) 


мэс 
切 平面 方程 为 


| 
bx + ау—У2аһЬ = 0 
法 线 方程 为 
xz у-® 
ГЛИ 
_ a’ 
/2 42 
z = Ü. 
pi 
z- у Ё 
12 >р 
b a ” 
z = 0. 


我 们 现在 引入 夹 角 的 概念 . РЯ Ж ЭХ ТЕЛЕ pš ЖЕТЕ] ЭЕ ЯН, ЖЕ TB Pk РЧ ЖК Hh Ж 
EARS HI ЖУ (ну hb ЖЕ АН. ЖЯ 3K E Ж Sk F — кун ЗЕ] , Ek 38 X BS КЕ 
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面 在 该 点 的 读 向 量 之 间 的 来 角 ， ИЖЕР КЕШЕА Е 8 AEX, ЯА 
НЯ, ЯЛ ПЕПЕ. 

B| 12.5.5 证 明 两 球 画 zx? су + z? = 2az Gat t у? +2? = 2by(a, 
b > 0) 是 相互 正 交 的 . 

证 ”球面 x :+ y+ x = 2ax 在 任意 一 点 的 法 向 量 为 fn = (r -ayy， 
z); ВЕЩ х? + у? +22 = 2ру ЕЕ АН т, = (х,у Б, х). ЖЕР 
球面 的 任 一 交点 (zx,y,z) 处 ， 


BE 


— ак — by 


30423 у + z2 — 2ах )+ T (2 + у + 22 – 2фу) = 0. 


AE ER E EE E, 


5] 题 
1. 求 下 列 曲 线 在 指定 点 处 的 切线 与 法 平面 方程 ; 


уа, 
2 ЕЕЕ 
Z ру, 
全 二 圭一 Sin， 


(2) 497 170S Erte s = Жоруй уң, 


GEIS =O 在 (1， -2,1) 8 


д2 + y? + 2 = 6, 


ttry =R, [R R R 
ОРИ Е DA 


2. 在 曲线 z =t, y= 12,2 = 总 上 求 一 点 ,使 曲线 在 这 一 点 的 切线 与 平面 
r+2y+ z = 10 #17]. 

3. 求 曲线 = = sint, у = sin teo і, z = cost Et = > 所 对 应 的 点 处 的 
HRA AR. 

4. ПЕНЯ; НЕ 


т = аесоѕ t, 

у= asint, 
— t 

= = ае 


与 锥 面 +** + уг = x° 的 各 母线 相交 的 角度 相同 . 
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5. 求 下 列 曲面 在 指定 点 的 切 平 商 与 法 钱 方程 
(1) z = 2z4 + 3у?, EA (2,1,35); 


(2) ет + ez = 4, 在 点 {ln2,ln2,1)， 
(3) z = ну, у = uto, х = из л ЕД u = 0,0 = 1 ХА 
的 点 . 

6 EBRA z= ту 上 求 一 点 ,使 得 这 一 点 的 法 线 与 平面 工 T39 + z + 9 
= 0 垂直 ,并 写 出 此 法 线 的 方程 . 

TORERE х2 + 2y2 + 352 = 498 的 平行 于 平面 x + 3y + 5z = 了 的 切 
平面 . 

8, 求 圆柱 面 x* + y = а^ ^Ш bz = ху 的 交角 . 


9. 已 知 曲面 >2 一 22 - 3x = 0, 求 经 过 点 4(0,0, -~ 1) BS 8682 = T 


= Z 平行 的 切 平面 的 方程 . 

10. ЕЭ у -42(а >0) 上 任 一 点 的 切 平面 在 各 坐标 加 
КИД УШР a. 

11. ÆRA flar 一 ,ay – сх) = 二 人 上 的 切 平 面 都 与 某 一 定 直线 平行 ， 
其 中 函数 ARTA BES a,b, RAHAT., 

12. 证 明 曲 面 - af |X (х A0) EEA ERA, КР 
:1:82:121133 

13. 证 明 曲 面 в|2,2,2) = 0 的 所 有 切 平面 都 过 某 一 定点 ,其 中 函数 下 
具有 连续 偏 导数 . 
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无 条 件 极 值 
我 们 已 经 讨论 了 在 只 有 一 个 自 变 量 的 情况 下 ,如 何 解决 诸如 用 料 最 省 .路 


程 最 短 、 收 益 最 大 等 问题 .但 实际 问题 一 般 总 受到 多 个 因素 的 制约 ,因此 有 必 
要 讨论 多 元 函数 的 最 值 问题 .与 一 元 函数 类 似 , 多 元 函数 的 最 值 与 极 值 有 着 密 
切 联 系 ,下 面 先 引 人 多 元 函数 的 极 值 概念 . 


定义 12.6.1 È D € "为 开 区 域 ,f(x) AZE D Ьай, x = 


(z) z9 eal) € D. FAE хо 的 部 域 O( xo, r) Л Л 


(хо) >: f(x)(# (ху) Sç f(z)), x € O(xp; r), 


则 称 xo 为 子 的 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ) ,统称 极 值 点 ;7F(xo) 为 相应 的 极 大 值 
《或 极 小 值 ) ,统称 极 值 - 


= 一 “一 上 一 cu 一 a TH T e E a о-о зз = 
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先 考察 一 个 点 为 极 值 点 的 必要 条 件 , 下 面 的 结论 是 一 元 函数 的 Fermat 5! 
理 在 多 元 函数 情形 的 推广 ， 

定理 12.6,1( 必 要 条 件 】 3х,2/4804ЛЁ.,Н F # xo л А59, ДЕ 
在 ху 处 的 各 个 一 阶 偏 导数 都 为 零 , 即 

Ja (хо) = f=, (Xo) = бе = Ў. (xa) = Ü. 
证 REH f. (хо) = О, НЕ. Еос Ж 
plz) = f(zi,z2," r), 
则 x? Æ р(х) 的 极 值 点 ,由 于 在 xo 点 可 篇 导 , 因 此 (хи) Е 55855, H 
Fermat 引 理 , 即 得 到 
рей) = fa Саа, 0) = 0. 
证 毕 

子 的 各 个 一 阶 偏 导数 同时 为 零 的 点 称 为 它 的 驻 点 . 

下 面 给 出 与 一 元 函数 情况 类 似 的 两 点 说 明 , 首 先 ,定理 12.6.1 的 条 件 不 
是 充分 的 , 即 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 .加 马鞍 面 方程 f(x ,y) = zy 满足 

f-0,0) = £40,0) = 0, 

但 在 {0,0) 的 任何 邻 域 里 ,总 同时 存在 使 РС, у) 为 正和 为 负 的 点 .而 /К0,0) 
= 0, 因 此 (0,0) 不 是 了 的 极 值 点 ( 见 图 12.6.1). 


12.6.1 


ЖИК „Йй Ж £F НАЕ В Н. Аа f(x,y) = i<|, 
整个 y 轴 上 的 每 一 点 (0,y) 都 是 了 的 极 小 值 点 .但 在 y 轴 上 的 任 一 点 (0,y) 
处 ,了 关于 > 的 偏 导 数 都 不 存在 ( 见 图 12.6.2). 

那么 ,要 加 上 和 件 么 条 件 才 能 保证 驻 点 是 极 值 点 昵 ?我 们 先 对 二 元 函数 进行 
讨论 . 
ite = (х,у) АЖ ИЕА К, Р = (хо, ур) 为 子 的 驻 点 , 即 
felto у) = Ja £o уа) = 0, 
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图 12.6.2 


那么 由 Taylor 公式 得 到 
хо + Ar syo + Ay) — f(zo, yo) 


= {fal PJA? + 2 f, .(P)AzAy + /„(Р)АДУ?}, 
其 中 P = (xo t Лх, yoi ay)0<D<1. 由 于 三 的 二 阶 偏 导数 (zeo,w) 在 
点 连续 ,因此 
f. (P) 一 fe (zo, yo) Жа, 
fa (P) = feyk zo, ya) + В, 
f, (P) = (ло, уо) + y, 
其 中 避 ,8,7 AH p = V Ar + Ду? 一 0 时 的 无 穷 小 量 . 
于 是 得 到 
fizo + Ar, yp + Ay) 一 flxo, Yo) 
= Ti fs (хов) Де? + 2} уб жо, уо) ArAy 
+ fy жа» ув) Ау? + går” + 2 Ахду + уду?! 
= F ol (хе, у) +2бхо, уо) + Стоу) + oll)} (р—=0), 


Жн t = E, = 22. 

由 于 好 + Z = 1,910, AR Croy) А ВО ER ЕТИ ХЭН — 
次 型 | 
(р) = Ў. (тозун) + 2б жо, ув) бр + Созо) 
ТЕ А ' 
S= Кел) ЄЮ +T =1 
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是 否 保 号 的 问题 ， 
若 这 个 二 次 型 是 正定 的 ,那么 g ES 上 的 最 小 值 { 这 是 一 定 存在 的 ,请 读 
者 考虑 一 下 为 什么 ) 满足 | 
mn 1806, = m > 0. 
RH o 2 0 B o Zihi, 
f(zo + Ar, yo + Ау) — f(ro,Y0) 


一 Sp {f(ros 0) б 十 2 уб хо, уо) 69 + Р zo, ув)" + о(1)| 


үү lm + о) >0 


即 f(zo,ya) 为 极 小 值 . 

类 似 地 ,车 这 个 二 次 型 为 负 定 的 ,那么 /Схоууо) ARRIE. 

若 这 个 二 次 型 是 不 定 的 , 即 既 可 以 取 正 秆 , 也 可 以 取 贷 值 ,这 时 人 f(xo， 
уо) 既 不 是 极 大 值 , 也 不 是 极 小 值 .我 们 用 反 证 法 证 明 这 个 结论 . 假设 f(zo， 
уо) 为 极 值 ,例如 为 极 大 值 , 取 适当 小 ,那么 沿 任何 过 Po 点 的 直线 段 工 = ro 
+ Ar, y = yo + Лу, —- 1 < 11,883 

#(т) = firo + tAr, yo + tAy) 
在 上 =0 也 取 极 大 值 - 由 一 元 函数 取 极 值 的 充分 条 件 , 这 时 候 必 成 立 ф°(0) < 
KERN $ Ær = 0 将 取 极 小 值 ). 但 易 计算 
P) = „(жо + tAr, yot tAy) Ar + flro + tAr, yo + tAy)Ay, 
P(t) = р. (zo + Ах, yo + tAy)Ax2 
+2} уб жо + tAr, yo + tAy)ArAy 
+ fyl xo + Аж, уу + (ду) Ду”. 
因此 
022 #'(0)= у, (ео, уо) Ая + 27, (хо, уо) Ахлу + рхо yo) Ay 
= 0 (хо, yo A + 27, (хо, уо) А Аў + А (козу) д! 
ЗОН Е АУ р 工 上 总 小 于 或 等 于 零 , 与 假设 矛盾 , 因 
此 (то, ув) 不 是 极 值 ， 

综合 以 上 讨论 并 利用 代数 学 知识 ,就 得 到 

定理 12.6.2 Ж(ту,у) Ж FE, (хо, yo) MELA irit 9А 
导数 , 记 

А = f..(za,ya), В = f(roy0), С = fylti yo), 
并 记 
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ЫА 


18. 


ЇЕ 


易 得 


(3 
3 2) 


A B 


= AC- Ps, 
B C 


" 


(1) # H >0;A > 0 (хоу, ур) AREA < 0% f(zo, yo) ARR 


(2) Ж H < 0: (хо, уу) ЖЖ 3848. 
读者 不 难 举例 说 明 , 当 Н = 0 В, (хо, уо) 可 能 是 极 值 ,也 可 能 不 是 极 


例 12.6.1 ЖЕЖ/(.,у)-ху(а-х-уХаэт0)8ИЕ ТН. 
Ж 先 找 驻 点 , 即 解 方程 组 


д 
= y(a = z = y) = ay = 0, 


3 = z(a = z = y) = ay = 0. 


出 驻 点 为 (0,0),(a,0),(0,a) 和 | 号 ,号 ) 
再 求 二 阶 偏 导数 ， 


从 表 中 可 以 看 出 , (0,0), (a ,0) 和 (0,a) 都 不 是 广 的 极 值 点 . 而 在 
3 ` a а\_ 
各) 点 处 , 当 a > 0 时 f|[ 扫 ,对 = BIRKE a< 0] /| 4, )= 


43 
27 ЛМ. 


例 12.6.2 ИМ (х,у) = х°—2ху? + уќ ~ у? КВИ. 
解 ” 解 方程 组 
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SÍ = 2x - 22 = 0, 


If _ Aay + 4y? -5 — 0. 


ду 
得 驻 点 (00,0). АЧРИ ЧУ, 
92 2° 
+ | =£ = 4y, Уш = 4= + 1252 — 20y. 


那么 在 (0,0) 处 AC — В? = 0. 这 时 候 无 法 用 定理 判定 ， 
注意 到 (0,0) = 0,15 
f(z,y) = (z — yY- у?, 
那么 在 曲线 = = y2,y > 0 EF f(z,y) <0©;Ж ух = yy < Ü F х,у) 
> 0, 因 此 六 0,0) = 0 不 是 极 值 ( 见 图 12.6.3). 


图 12.6.3 


对 于 一 般 的 铸 元 函数 ,可 同样 得 出 
E 12.6.3 设 f(r) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 ,xo = (х0, ri 2 AF 
的 驻 点 . 那 必 当 二 次 型 


в) = 2 fis (xo) bb 
EÈ, (ху) АРА: (0) RER, fi 33 K AB; 35 g( 8) 不 定时 ， 


f(x) PRH. 
记 ay = fari тї,” ,7 ,并 记 


411 41) 418 

421 42 @2& 
к= | : » 

Уйвр йы ` аы 
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推论  # det A, > 0,k = 1,2,…,ni, 则 二 次 型 60) 是 正定 的 ,此 时 
f(x) AAIE L det A, >0,Ё = 1,2,…n, 则 二 次 型 (со 是 负 定 
的 ,此 时 (хо) AA KAE. 


12.6.3 убада.) = 6 ,讨论 它 的 极 值 . 


解 显然 
IAESTE TEET, =- Dae TE, i= 1.2, u,n 
5- 
fa, = Һ 500 5 fa, = 0, 
FIRAR, 0, 0. ЗУРА 002415 
Тех E1 za Tn) =—2(1 —2х?)е it tk, i = 1,2,"",n 
及 


2 2 а 
АС, = dge б 520756, {,р = L,e, Æj. 
那么 
fra (0,0,0) = – 2, і = 1,2,- n. 
fra (0,0,7,0) = Ü, 1,1 = 1,2,""" n, 156 }. 


-2 0 … 0 
ака 0) 
Ар = 12-24, 
ЖФ r, Ak NAMER. Р (1) фес А, = 2 > 0,6 = 1,2,-- n RE A, 
是 贷 定 的 ,由 推论 , 0,0,7,0) = 1 ARAH. 
画 数 的 最 值 
前 面 已 经 说 过 ,最 值 问 题 是 求 函 数 在 其 定义 域内 的 某 个 范围 的 最 大 值 和 
最 小 值 . 最 值 点 可 能 在 区 域内 部 (此 时 必 是 极 值 点 ) ,也 可 能 在 边界 上 ,因此 , 求 
函数 的 最 值 时 ,要 求 出 它 在 区 域内 部 的 所 有 极 值 以 及 在 边界 上 的 最 值 ,再 加 以 
比较 ,从 中 找 出 了 在 整个 区 域 上 的 最 值 ， 
例 12.6.4 在 以 O(0,0),A(1,0) 和 B(0,1) 为 顶点 的 三 角形 所 围 成 的 
闭 区 域 上 找 点 ,使 它们 到 三 个 顶点 的 距离 的 平方 和 最 太 或 最 小 ,并 求 出 相应 的 
最 大 值 和 最 小 值 . 
解 ” 设 入 4BO 上 的 一 点 为 P(xz,y), 那 么 它 到 OO 〇 ,A,B 三 点 的 距离 的 平 
方 和 为 
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图 12.6.4 


х= 22+ ув (z — 12 + y2 + z2 + (y ~ 1) 

= 322 + 3у2 — 2r — 2у + 2. 

我 们 先 求 = 在 A ABO 内 部 的 驻 点 . 解 方程 组 
д 


z _ 

Эт = 6z — 2 = 0, 

де 

Jy = 6y -— 2 = Ü 
7 11 zz g Fz _ де _ 2 _ 
得 驻 点 { ,到 BTE = 6, = 0,7-5 = 6, Н = AC- B° = 36 
>0,А = 6 > 0, 于 是 =| = 人 是 极 小 值 


(13) 
再 讨论 此 国 数 在 区 域 边 界 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
Ж ОА W E,y =0, z = 3z2 - 2z + 2,0 < z = 1. АВАТ Í) 


[0,1] 89388 т = 1 处 ( 即 А 点 ) 达到 最 大 值 3, 在 z = + АКЕМИ. 
Ж ОВЕ, х = 0, т-3у-2у42,0« үх 1ОХТӨО Е а] 
[0.17 的 端点 y = 1 处 ( 即 点 ) 达到 最 大 值 3, 在 y = + ДАМИ. 


Æ АВЕ, х +y =1, 9 z = 6z2-—6r+3,0=< z < 1.48 ЛЕ 
区 间 [0,1] 的 端点 z =0 和 xz = 1 处 ( 即 A 点 和 B 点 ) 达到 最 大 值 3, 在 x = 


二 处 达到 最 小 值 之 . 
ат, A BHAR A ABO 的 三 个 顶点 的 距离 的 平方 和 最 大 , Н Ж K 


上 
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证 明 更 一 般 的 结论 ;三 角形 的 重心 到 它 的 三 个 顶点 的 距离 的 平方 和 最 小 . 
计算 函数 在 区 域 的 边界 上 的 最 值 有 时 较为 复杂 ,在 实际 问题 中 ,往往 可 以 
模 据 问题 的 性 质 , 判 定 函 数 的 最 值 在 区 域内 部 .此 时 ,车 偏 导 数 处 处 存在 ,只 可 
比较 函数 在 驻 点 的 值 就 能 得 到 最 值 . 特别 地 , 如果 葡 数 在 区 域内 只 有 一 个 驻 
点 ,就 可 以 断定 ,这 就 是 函数 的 最 值 点 . 
例 12.6.5 有 一 宽 为 24 cm 的 长 方形 铁 板 ,把 它 两 边 折 起 来 ,做 成 一 个 
模 截 面 为 等 腰 榜 形 的 水 模 . 问 用 怎样 的 折 法 ,才能 使 梯形 的 截面 积 最 大 ， 


图 12.6.5 


f ” 设 折 起 来 的 边 长 为 x cm, 折 角 为 a{ 如 图 12.6.5) ,那么 梯形 的 横 截 
面 的 面积 为 


A(xr,a)= +[(24 —2х) + (24 — 2z=) + 2=cos a ]z sin a 
= 24xsin a 一 202sin а + xr sin acos a. 


依 题 意 ,其 定义 域 为 D = l(z,a)|0 < + < 12,0< I < F 
дА 


Эт = 24sin а ~ 4rsin a + 2zsin ecos о = 2sin afl2 一 25 + zcos а), 
2A 


= Marcos a 一 272cos а + х (cosa - sing) 
a 


= 24zeos a ~ 202005 a + х^(2соз 0 — 1). 
924 -0,2А = 0 得 方程 组 
2sin a (12 – 2z + жооѕ а) = Ü, 
(2а a — 2хсоз а + (200га – 1)] = 0. 
我 们 求 在 D AREA. ХЕ >z £0, а 天 0, 上 面 的 方程 就 化 为 
12—2х + хова = 0, 
на. а — 2хсоз а + (26 а-1)-0. 


86 DARRE . 201 - 


解 此 方程 组 得 z — 8,a = Т.А 在 D 内 的 驻 点 为 8, 于 上 
由 实际 背景 ,截面 面积 的 最 大 值 一 定 存在 , 且 不 在 边界 达到 ,现在 面积 图 
BAED 内 只 有 一 个 驻 点 | 8, 生 | ,因此 它 必 为 最 大 值 点 .这样 ,立即 得 到 截面 
面积 的 最 大 值 为 
А(8.2)- 4843 си. 
例 12.6.6 证明， 
f(z,y) = yl- 2) < е1, 0< x < 1,Ü < y <+ оо. 
Ш RREH f(x,y) 在 区 域 0< z < 10<y<+oo 上 的 最 大 值 小 
Fet Bpr. 
显然 rl, p КОС x < 1,0 < y < + So 的 边界 上 便 为 0, 而 在 区 域 
内 部 满足 f(z,y) > 0. 自 于 lim f(x,y) = 0, 因 此 它 的 最 大 值 只 能 在 区 域内 
部 达到 , 这 就 化 为 极 值 问题 . 
我 们 求 在 区 域内 部 的 驻 点 . 令 f, = f, = 0 得 方程 组 
人 = yr” (y — zy — z) = 0, 
f, = z"(1 — r)(1 + yln z) = 0. 
BT0<zx<1PE y < 0,82 АЫ) ЕН 
> — ху z = 0 
l+ yln z = 0. 
由 于 Р ЕКО < > < 1,0 < y <+ со 内 的 最 大 值 必 是 极 大 值 ,因此 最 
大 值 点 必 满 足 上 面 的 方程 组 ,从 而 这 时 成 立 
y(1-—zr)= xz, ж =е!. 
在 这 样 的 点 上 
f(z,y) = yil- х) = ze"! < € 1. 
即 flr, y 260 z < 1.0 < y <+ оо 上 的 最 大 秆 小 于 el. 
最 小 二 乘法 
先 看 一 个 实际 例子 . 


通过 观察 拖 道 , 红 铃 虫 的 产 卵 数 与 温度 有 关 , 下 面 是 一 组 实验 观察 值 : 
表 12.6.1 


将 这 批 数 据 在 直角 坐标 上 描 成 点 ,就 是 图 12.6.6, 这 种 图 形 称 为 散 点 图 . 
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图 12.6.6 


看 起 来 两 者 革 指 数 关 系 ,因此 可 设 产 卵 数 у 与 温度 > 的 关系 为 
у = pe”. 
我 们 的 任务 是 具体 确定 常数 o,f. 
上 和 式 两 边 取 对 数 , 令 z =lnya=a'a= lnpB, 则 原 式 变 成 了 线性 关系 
т = ах + Б, 
而 原来 的 表格 变 为 表 12.6,2, 散 点 图 变 为 图 12.6.7. 
3 12.6.2 


27 | 29 
3.178053 4.189654 


Р” ЭН #1 Ж Ж 
© m Һр ы j u С ч] 


0 10 20 30 40 
温 产 


图 12.6.7 
于 是 , 阿 题 化 为 找 一 直线 y = az + (8 д a Б), 189 12.6.2 中 的 数 


据 基 本 满足 这 个 函数 关系 - 
这 个 问题 的 一 般 提 法 是 :已 知 一 组 实验 教 据 


大 致 满足 线性 关系 ,确定 直线 у = ar + 5, 使 得 所 有 观测 值 y; УЕ ах, + 
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b 之 偏差 的 平方 和 
Q 一 2, (y. ~ at р)? 
最 小 . 这 种 方法 叫做 最 小 二 乘法 ,y = ал + b P 3 у 与 之 问 的 近似 函数 


关系 , 称 为 这 组 数据 在 最 小 二 乘 意 义 下 的 拟 合 曲线 (实践 中 常 称 为 经 验 公 式 ). 
确定 常数 a,b 用 的 就 是 二 元 函数 求 极 值 的 方法 .显然 Q Еа, Б KWER, 


& 


56 --23/(У — Жү — b); 一 24 22 -2У) riy, +26 У) =; 一 0, 
:=1 i-l i=l 


ЕТ = 27) 0, - ax; — b) = ТЭЭГ? -2Y y; + 25 = 0, 
т=ї :-1 11 
就 得 旬 线 性 方程 组 


ЭЁ > | у 205, 
=1 i=l НЕ =1 

b H 
ЭР? п Уу 


解 这 个 方程 组 ,得 到 


H > r? — ( Уа y. 
现在 解决 本 段 开 始 提出 的 问题 .从 表 12.6.1 可 得 下 表 : 


21 23 25 27 29 32 35 
1.945 910 | 2.397 895 | 3.044 522| 3.178 053 | 4.189 654 4.653 960 


经 计算 得 : 


? 了 7 了 
1=1 1=1 :=1 :=1 
5414 | 730.796 8 | 25.193 82 | 0.269 210 |- 3.784 948! 0.022 710 


РЁ, 12.6.2 的 拟 合 直 线 方 程 为 


” 204 ` ATOE лэ Р 


y = 0.269 21z – 3.784 948, 
红 铃 虫 的 产 卵 数 与 温度 的 关系 为 
х = 0.022 7160-29 He, 

相应 的 拟 合 曲线 见 图 12.6.8 和 图 12.6.9. 

最 小 二 科 法 广泛 用 于 实际 生活 中 ,物理 学 .化 学 .生物 学 .医学 经济 学 M 
业 统 计 等 方面 都 要 用 到 它 来 计算 经 验 公式 .在 数学 上 ,数理 统计 中 的 回归 分 析 
方法 就 要 用 到 这 个 工具 .熟悉 计算 机 的 读者 会 发 现 ,许多 计算 机 软件 也 是 用 这 
种 方法 来 作出 拟 合 曲 线 的 ， 


й 350r . 
= 4 
# з 
#1 ° 

0) 10 20 30 30 0 5 1015262530 35 40 

温度 温度 
图 12.6.8 12.6.9 
习 题 


L. 讨论 下 列 匿 数 的 极 值 : 
(1) (х,у) = т^ + 2у* = 2g? 一 12у? + 6: 


3 3 
(2) flay) = зул + RRR a > 0,0 > 0; 


(3) f(z,y,z) = z? + у =; 
(4) f(z,y) = (y ~ z2)(y — ж). 
2. 设 f(z,y,z) = х2 + 3° +292 — 2zy + 2xz ,证明 函 数 了 的 最 小 值 为 0. 
З.ЇЕНДРНЭК (x,y) = (1 + е)соѕ = — уе ХА  . 11% К {И ду ,/НХАВ 
小 值 点 ， 
4.3RP (х,у) = sin z + sin y – sin(> + y) 在 闭 区 域 
D = I(z,y)|z 20,y 22 0,z + y < 2д} 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
5.#[0,1] 上 用 怎样 的 直线 5 = ал+ 5 来 代替 曲线 y = ,才能 使 它 在 
平方 误差 的 积分 


1 
бав) = | O- 0а 
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为 极 小 意义 下 的 最 佳 近 似 ， 
6. 在 半径 为 R 的 贺 上 , 求 内 接 三 角形 的 面积 最 大 者 . 
7. 要 做 - :圆柱 形 帐 幕 ,并 给 它 加 一 个 圆锥 形 的 顶 . 间 :在 体积 为 定 值 时 ， 
柱 的 半径 R, E 五 ,及 图 锥 的 高 À 满足 什么 关系 时 ,所 用 的 布料 最 省 ? 
В. ФЕВ х 22 1,y 之 0 时 ,不 等 式 
ry =< rln z — zx + ë> 


ЮМ... 


计算 实习 题 


(在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 》 
1. 某 种 机 器 零件 的 加 工 需 经 两 道 工 序 ,x 表示 零件 在 第 一 道 工 序 中 出 现 
ВЕ ОЕ ЛЕА Е DR RRT), у 表示 在 第 二 道 工序 中 出 现 的 竟 点 数 . 
某 日 测 得 8 个 零件 的 x 与 y 如 下 : 


五 出 这 些 数 据 的 散 点 图 , 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 y = az + b, F mH 
合 曲 线 . 

2. 茶 品种 大 豆 的 脂肪 售 量 z (% ) sz FI A BL y(% ) 的 测定 结果 如 下 表 
所 未: 


х | 16.5 | 17.5 | 18.5 | 19.5 | 20.5 | 21.5 | 22.5 | 23.5 | 24.5 

y | 43.5 | 42.6 | 41.8 | 40.6 | 40.3 | 38.7 | 37.2 | 36.0 | 34.0 

十 出 这 些 数据 的 散 点 图 , 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 , 并 画 出 拟 全 曲线 . 
3. 共 种 产品 加 工 前 的 含水 率 (% ) 与 加 工 后 含水 率 (% ) 的 测试 结果 如 下 


R: 

ТТ та 
加 工 前 的 会 水 率 х, 16.7 | 18.2 | 18.0 | 17.9 | 17.4 116.6 | 17.2 | 17.7 | 15.7) 17.1 
ШАВЖ y| 17.5 | 18.7 18.6 118.5 18.2 
试 确定 加 工 后 的 含水 率 y 与 加 工 前 含水 率 x 的 关系 ， 

4, 盛 钢水 的 钢 包 ,在 使 用 过 程 中 由 于 钢水 对 耐火 材料 的 沽 蚀 ,容积 会 不 断 
增 太 .在 生产 过 程 中 ,积累 了 使 用 次 数 与 钢 包 容积 增 大 之 间 的 以 下 16 组 数据 . 
画 出 这 些 数据 的 散 点 图 , 找 出 使 用 次 数 х 与 钢 包 容积 增 大 y 之 间 的 关系 ,并 加 
НИЕ. 
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егете 
r 85 (за (эж (эж гэж (өв эв эж, 


пт з и в вт 
Е ЕЕ 
(提示 :假设 y = ах? + Dz + с.) 
5. 在 研究 化 学 反应 速度 时 ,得 到 下 列 数据 , 找 出 实验 开始 后 的 时 间 + 与 反 
应 物 的 量 wz 之 间 的 关系 ,并 画 出 拟 合 曲线 ， 


(提示 :rn 与 1 АЭС т = a.) 
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Lagrange ЖЖ 
在 考虑 函数 的 极 值 或 最 值 问 题 时 ,经 常 需要 对 函数 的 自 变量 附加 一 定 的 
条 件 .例如 , 求 原 点 到 直线 
r+ y+=z=1, 
xz +2y + 3z = 6 
的 距离 ,就 是 在 限制 条 件 z + y + z = 1 #l z + 2y + 3z = 6 Е, РФК 


f(z,y,z) = V z + y? + к^ 的 最 小 值 .这 就 是 所 谓 的 条 件 极 值 问题 . 
以 三 元 冰 数 为 例 , 条 件 极 值 问题 的 提 法 是 ; 求 目标 函数 


flz,y,z) 
在 约束 条 件 
G(z,y,z) = 0, 
IH(z,y,=z) = Ü 
下 的 极 值 . 


在 本 节 中 假定 Jacobi 矩阵 
G, G, G, 
/= N H, H 
是 满 秩 的 , 即 тапк J = 2. 
先 考 虚 取 到 条 件 极 值 的 必要 条 人 性. 上述 约 束 条 件 实际 上 是 空间 曲线 的 方 
程 . 设 曲 线 上 一 点 (zo; уо 20) 为 条 件 极 值 点 ,由 于 rank J = 2, 不 妨 假 设 在 


(хо, эю») АОН 天 0, 则 由 隐 函 数 存在 定理 ,在 (zo,yo,xz0) 附近 由 该 
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方程 可 以 唯一 确定 
у= у(х), == z(z), TE O(zxzo,o) (ур y(zo),zo = (ха) 
它 是 这 个 曲线 方程 的 参数 形式 . 
将 它们 代入 目标 柄 煞 , 原 问题 就 转化 为 函数 
Ф(х) = f(z,y(z=),z(z)), х Є.О(ха,р) 
的 无 条 忻 极 秆 间 题 ,xo ERA Or) ШИЙШЕ, А D Cro = 0, ВП 


f; zo yas х0) + убо, уо: 60) T + „О жу, уо, ё) gz = Ü. 


这 说 明 向 量 | 
grad бсо» уро, 20) = „б жазу, zoi + Дуб ло, yo жо) + „Охо, yo zok 
与 向 量 * = (1,2,4), 即 曲线 在 (zo,30,20) 点 的 切 向 量 正 交 , 因此 
gradf(za,yo, 20) Æ Н #& ЯЕ (до, уо, zo) 点 处 的 法 平面 上 的 向 量 . 由 定理 
12.5,1, 这 个 法 平面 是 由 gradC(zroyyoyso) 与 gradH (xo, уо, 20) 张 成 的 , 因 
此 gradf( zo, уо, 20) 可 以 由 gradG (хо, уо, 20) 和 gradH( zo, ya 20) 线性 表 
出 ,或 者 说 ,存在 常数 Aa, г 使 得 
gradf (xo, ур› жо) = AogradG (xos уа, жо) + uogradH (хо, уо» zo), 
这 就 是 点 (xo, Ур» 20) 为 条 件 极 值 点 的 必要 条 件 ， 
将 这 个 方程 按 分 量 写 开 就 是 
Frl toyo 50) – АС. (хо, ур, 80) — РОН, Ско, уо 20) = 0, 
+ fyl zos ув, zo) ~ Ар Суб ко, уро, 20) — оН, то» уо» 20) = 0, 
“Ё.Схоузагаа - АС, (то, ур, 0) — oH, (£0, уу, z0) = 0. 
那么 ,如 果 我 们 构造 Lagrange 函数 
L(z,yv,z) = fz, yz) — АС(х,у,х) - нНН(х,у, =) 
(А. 称 为 Lagrange 彝 数 ), 则 条 件 极 值 点 就 在 方程 组 
L, = f. - А, — иН, = 0, 
L, = fs Абу - pH, = 0, 
L, = f. ~ AG, ~ pH, = 0, 
С = 0, 
Н = 0 
的 所 有 解 (xo, ур, 20. Ао 20) PREMAN (£0, yo; zo) 中 .用 这 种 方法 来 求 可 能 
的 条 件 极 值 点 的 方法 , 称 为 Lagrange 乘 数 法 . 
作为 一 个 例子 ,现在 用 Lagrange 乘 煞 法 来 解决 本 节 开 始 提出 的 问题 , El 
函数 


F(z,y,z) = д? + у? + 2? 
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在 约束 条 件 
m+ y+z=1, 
х + 2у +32 = 6 
二 的 最 小 值 ( 最 小 值 的 平方 根 就 是 蝶 离 ). 为 此 , 必 Lagrange БАХ 
Lx, yz à, p) = z2 +y + 22 (z+ y+ z-1) 
— ulz +2y+3z-6), 
从 方程 组 
(L, =2z-— À —- р = 0, 
1у-2у-3-28-0, 
31. = 25 — А – Зр = 0, 
z+ утхт-1-0, 
кх + 2y + 3x 6 = 0. 
把 第 一 ,第 二 和 第 三 式 相 加 ,再 利用 第 四 式 得 


ЗА + би = 2. 
把 第 一 ,第 二 式 的 两 倍 和 第 三 式 的 三 倍 相 加 ,再 利用 第 五 式 得 
64 + 14и = 12. 
从 以 上 两 个 方程 解 得 
22 


A= 3 TA, 
此 时 可 得 唯一 的 可 能 极 值 点 + =— 3. рэг = +: 
由 于 点 到 直线 的 距离 , 即 这 个 问题 的 最 小 值 必 存在 ,因此 这 个 唯一 的 可 能 
mü s (- 当 , 坝 , 子 ) 必 是 最 小 值 点 ， 也 就 是 说 ， 原 点 到 直线 
куба а 520) 8.5 
y+ за сб ғ 3737 5) 43 43) 
一 般 地 ,考虑 目标 函数 lrt) fE m TARRI 


g;[Z1,Z2 7 Za) = 0, i = 1,2, pim < п 


下 的 极 值 ,这 里 f,g;,i = 1,2,…,m BA ERRI, Н Jacobi 年 阵 


дві дву ... 0981 
из (98: 3, дв 
1-19х: 222 92, 
дад 98. 38n= 


джур 923 ах, 
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为 满 秩 的 , 即 rank J = m. ARIAZ hu ТБ ЗЕ: 
定理 12,7,1( 条 件 极 值 的 必要 条 件 ) Sos xo = (zl,z2," zo) AAR 
f(xo) ЖА ЖИРОВ Б ОЛЕ т ЛУЧЕ АКА Aa ,使 得 在 ro 点 
Ж Ў. 
gradf = Aigradg, + Aagradg: 十 … + Ад тай. 
于 是 可 以 将 Lagrange 乘 数 法 推广 过 去 ,同样 地 构造 Lagrange 函数 
Ї. (түүлээ! ул Аз А26771Ан ) SF Eu гуль) 


= 
一 P Agila tn Ta), 
i=l 


那么 条 件 极 值 点 就 在 方程 组 
д1, арф «х, дд; 
n дь - 之、 аар = O k = 1,22, mil = 1,2,5, 
gi = 0, 
ВУР (2,200,777, Zas ADA sAm) ЖЭЛ ДА (рәв) Ф. 
判断 如 上 所 得 的 点 是 否 极 值 点 需要 一 些 特殊 的 方法 .但 在 实际 问题 中 往 
往 遇 到 的 是 求 最 值 问 题 ,这 时 可 以 根据 问题 本 身 的 性 质 判 定 最 值 的 存在 性 .这 
样 ,只 要 把 如 上 所 得 的 点 的 函数 秆 加 以 比较 ,最 大 的 (最 小 的 ) 就 是 所 考虑 问 
ЕК АСЕЛ). 
例 12.7.1 要 制造 一 个 容积 为 a т? 的 无 盖 长 方形 水 箱 ,向 这 个 水 箱 的 
长 . 宽 .高 为 多 少 米 时 ,用 料 最 省 ? 
Ш ЖЕНКА r RA у.В Л zt 单位 :m) ,那么 问题 实际 上 要 求 的 
是 ,在 水 箱 容积 
хуш = а 
的 约 东 条 件 下 , 求 水 箱 表面 积 
5(х,у,:)- zy + 225 十 了 4 


的 最 小 值 . 
{Е Lagrange H% 
L(z,y z, À) = zy + 2rg + 2yz — А(ту® — а), 
从 方程 组 


L. = y + 2z — Ау: = 0, 

L, = z+ 2z — Ахе = 0, 

L, = 2х + ły — Ату = 0, 

ху — а = 0 
得 到 唯一 解 
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22024, у= ma, «-Ү8. 


由 于 问题 的 最 小 值 必 定 存 在 ,因此 它 就 是 最 小 值 点 . 也 就 是 说 ,水 箱 的 底 为 边 
长 为 24 ma 的 正方 形 04 2а/2 m 时 ,用 料 最 省 . 


例 12.7.2 ЖҰ 
r+ y + xz = 0 
£ W PR BI 
т? + уг + 4z2 = 1 
相交 成 的 椭 轩 的 面积 . 


12.7.1 


解 ”椭圆 的 面积 为 rap ,其 中 ea,2 НИ BJ РЧ ЁН. РА ЭЖЕ [B] АУ 
中 心 在 原点 ,所 以 a,b 分 别 是 椭 加 上 的 点 到 原点 的 最 大 诊 离 与 最 小 距离 . 
于 是 ,可 以 将 问题 表述 为 , 求 


f(z,y, z) = z2 + у? + 22 


在 约束 条 件 
ttytz= 0, 
AO s 
下 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 
ЇЕ Lagrange PR $£ 


LIT, y zA) = +y + z° — АЕ + y + z)— alz? + у + 4z2 — 1), 


得 到 相应 的 方程 组 
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L. = 2(1- a)z — À = 0, 
L, = 2(1- н)у-А = 0, 
SL, = 2(1 - 4u)z — À = 0, 
=+ y+ zx = 0, 
хо бу + 4z2 — 1 = б. 
解法 一 将 方程 ,= 0 乘 以 1 - 4w Jr L, = 0311 - 4/ 方程 工 ， 
= (RA 1 — 4 后 相 加 ,得 


ЗА(1 ~ 3и) = 0. 
因此 4 = 0321 - 3 = 0. 
分 两 种 情况 讨论 ， 
(1) A =0 时 ,将 以 上 方程 组 的 前 三 个 式 子 相 加 得 
бнт = 0. 


BER e Z 0(# WJ А = 0, = 0E z = y = = = 0,Х АД ШШ Р), 
因此 z = 0.&A ËH > +y +z = 0,z22+ у + 4:2 - |] = 0  (х,у,л) 
的 两 组 角 

1 _l f li 

n 5789). 


f kB ИЕЫЕ 1. 
(2) 41-34 = 0 时 ,从 方程 组 的 前 三 个 式 子 得 
zr = А, y = 32, z=- 3A, 
RA L, = а ty? t41 0 得 1= 鞋 232. 它 对 应 (zy,z) 的 两 组 解 为 


TETERE 


/在 这 两 个 点 的 值 都 是 本， 


=+ y+ zx = 0, 


хо 22 上 的 


ze 二 多 +4z *= 1 


最 大 值 与 最 小 值 必 存在 ,于 是 立即 得 到 该 本 图 的 半 长 轴 为 1 FAMA, M 


解法 二 将 方程 L。= 0 乘 以 xz 方程 二 ,= ОШ y. Jr L, = 0Ж 


z 后 相 加 ,再 利用 z + y + z = 0 2+ у + 4z2 = 1 #8 
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f(z,y,z) = z2 + y2 + ж? = g, 
ХХ ТАНЯ ЖЕ ПИ] ДУ S . 短 轴 的 平方 包含 在 方程 组 关于 上 的 解 中 ,所 以 问题 转化 为 求 
z 的 值 . 
如 解法 一 得 到 34(1 — Зр) = 0, 也 分 两 种 情况 ，; 


(1) 当 1- 3p = 088 и = т. 


(2) 38 À = ОВ, I r PE šB yk 
(i -px = 0, 
(1 — py = 0, 
(1 — dx)z = 0, 
£ + y+ z = Ü, 
= + у +422 – 1 = 0. 
此 时 jy = 1( 和 否则 从 以 上 方程 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 方程 得 到 = y= z = 
0, 这 不 是 桶 贺 上 的 点 ). 
于 是 同样 得 到 ,该 酉 圆 的 半 长 轴 为 жш ,面积 为 于， 
许多 实际 问题 并 不 需要 完全 解 出 方程 组 来 求 得 最 值 , 解 法 二 是 一 种 常用 
的 方法 ,可 以 使 解决 阿 题 的 方法 与 计算 简单 化 . 
例 12.7.3 жЖюҗ=у(т,у) = az? + 2bxy + cy Ж D = х, 
у) 1а + yw 过 1| 上 的 最 大 值 和 最 小 值 .这 里 假定 6 一 ac < O;a,b,c > 0. 
Ш ”首先 考察 函 数 了 在 口 的 内 部 (x,y)| 22 + у < 11 BB АХ 
是 无 条 件 极 值 问题 . 为 此 解 线性 方程 组 
f. = 2az + 2by = 0, 
Їй = 2bz 二 2cy = 0. 
由 假设 好 一 ac << 人 昌 知 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 因 此 只 有 零 解 工 = 0, у 
= 0, 即 (0,0) 点 是 驻 点 . 易 计 算 在 (0.0) 点 
fa = 2а, fo = 2b, fe = 2с, 
因此 ffy T ЛЬ = 4Хас — 62) > О.Т / >0, 所 以 (0,0) 点 是 函数 上 的 极 
小 值 点 , 极 小 值 为 f(0,0) = 0. 
再 考察 函数 ЛЕР 的 边界 1z ,yz+ 六 = 和 上 的 极 值 .这 是 条 件 裤 值 
问题 ,为 此 作 Lagrange 函数 
L(z,y,À) = ах? +2bry + cy — А(х* + у — 1), 
并 得 方程 组 


bz + (c — À)y = 0, 


ане aso 
z2+ y°— 1 = 0. 


87 条 性 极 值 问题 三 Lagrange RADA ，213 ` 


将 第 一 式 乘 以 z .第 二 式 乘 y 以 后 相 加 ,再 用 第 三 式 代 人 就 得 到 
f(z,y) = ах? + 2bry + ey = Alr? + у?) = А. 
下 面 来 求 4 的 值 .由 联 立 方程 组 中 的 x+ 六 -1=0 可 以 知道 ,二 元 一 次 方程 
(а 和 z+ 如 =, 有 非 零 解 ,因此 系数 行列 式 等 于 零 , 妈 
br + (c — À)y = 0 
А2 -- (а+с)А + ac — b = 0. 
解 这 个 关于 À 的 方程 得 


À = Ма ШЭРГАГ +c) — 4(ac — 52) ]. 


(注意 根 号 中 (a +e) — 4(ac b?) = (a — c 2 + 4052 > 0.) 
由 于 连续 函数 ERKE (хуу)! 2 сул 1| 上 必 可 取 到 最 大 值 与 最 小 
值 , 因 此 下 在 DD 的 边界 上 的 最 太 值 为 


u= Fia te) t Йа 0а S 05]: 


最 小 值 为 
42 = 5а жс) = V ба + с)? — 4(ас — 82) |. 
与 了 在 DD 的 内 部 的 极 值 (0,0) = 0 比较 ,就 得 到 了 在 D 上 的 最 大 值 为 
шах{А1,0} = Hea +c)+ V (a te) -4(ас- 92) Ї3 
最 小 值 为 
minj А;,0} = 0. 
例 12.7.,4 a >p 0,а 20, = 1,2,: n. 3K п ОРЫ 
Fanta Ta) = raras 
在 约束 条 件 zl t z. + q z. = а(х; > б, = 1,2,57,п) 下 的 极 值 . 
Ж FREH 
BIEI Ta = ln Улуу агт) 
= ailn zi + aoln z + + aln ть, 
因为 函数 in u PRAA AURES BAA g 的 极 值 就 可 以 得 到 了 的 极 值 . 
ЇЕ Lagrange 函数 
L = ajn z, + поп z> + + aln x, 一 30 | + r> + "" + r, 一 a). 


由 极 值 的 必要 条 件 得 
= = 8: 一 À = Ü, = 1,2,-" n, 


Әх; 03 


tyit ri + "+ Z, = a. 
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由 前 п 个 方程 得 x, = 2 i 二 1,2,…,n. 上 再 代 人 最 后 一 个 方程 得 


ai + G> +j сс + ap 
À = ———, 


于 是 
Gai ， 
Ti T aj t azt + ap’ z = 1,2, e,n. 
这 是 函数 了 唯一 的 可 能 极 信和 点 . НГА G А) ЯНЕ КН AE r, rae 
х.) 必 为 了 的 极 大 值 点 , 即 最 大 值 点 ,最 大 值 为 


n і m. 
гар Á a r : ас ad 
- = Q | iq. са ын 
ти + aa ч r 


р) +а,+" "ta, 


we 
tzat + z = 190 ал аг0,.-1,2,/3 n 时 成 立 
хүл" T, = (+) . 
ХЕЛЕ уу, у, у, МЭЛ 


АЛ ， ... 
ТЄЛ-урж y> + е + уу i = 1,2, сн, 


就 得 到 
对 y, 41y 
US 

ап 

+ +з” 
Ууу <H, 
е НИКИ. 
一 个 景 优 价格 模型 


在 生产 和 销售 商品 的 过 程 中 ,显然 ,销售 价格 上 涨 将 使 广 家 在 单位 商品 上 
获得 的 利润 增加 ,但 同时 也 使 消费 者 的 购买 欲望 下 降 , 造 成 销售 量 下 降 , 导致 
厂家 出 减产 量 .但 在 规 烧 生产 中 ,单位 商 曲 的 生产 成 本 是 随 着 产量 的 增加 醒 降 
低 的 ,因此 销售 量 、 成 本 与 售 价 是 相互 影响 的 . 厂家 要 选择 合理 的 销售 价格 才 
能 获得 最 大 利润 ,这 个 价格 称 为 最 优 价格 . 

例如 ,一 家 电视 和 宙 厂 在 对 某 种 型 号 电视 机 的 销售 价格 决策 时 面 对 如 下 数 
Hi: 

СТ) 根据 市 场 调查 ,当地 对 该 种 电视 机 的 年 需求 量 为 100 万 台 . 

(2) 去 年 该 厂 共 上 售 出 10 万 台 ,每 台 售 价 为 4 000 20. 
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(33 仅 生 产 1 台 电视 机 的 成 本 为 4 000 元 ,但 在 批量 生产 后 ,生产 1 万 台 时 
成 本 降低 为 每 台 3 000 75. 
癌 ; 在 生产 方式 不 变 的 情况 下 ,今年 的 最 优 销 售 价 格 是 多 少 . 
下 面 来 建立 一 个 一 般 的 数学 模型 , 设 这 种 电视 机 的 总 销售 量 为 ,每 台 生 
产 成 本 为 c ,销售 价格 为 ,那么 厂家 的 利润 为 
м(с,ът,ж) = {vu — с). 
根据 市 场 预测 ,销售 量 与 销售 价格 之 间 有 下 面 的 关系 : 
х= Me™, M>0a>0, 
这 里 M 为 市 场 的 最 大 需求 量 ,a 是 价格 系数 (这 个 公式 也 反映 出 , 售 价 越 高 ， 
销售 量 越 少 ). 同时 ,生产 部 门 对 每 台电 视 机 的 成 本 有 如 下 测算 : 
c = ср = Аа z, coar > 0, 
这 里 co 是 只 生产 1 台电 视 机 时 的 成 本 t 是 规模 系数 {这 也 反映 出 ,产量 越 大 
即 销售 量 越 大 ,成 本 越 低 ). 
于 是 ,问题 化 为 求 利润 函数 


ae 一 (а 一 с)х 


在 约束 条 仁 
r= Me”, 
р = су—ЁЇп = 
下 的 极 值 问 题 . 
ЇЕ Lagrange 函数 


1.Ссусул,Аун) = (v= c)z — А(х—- Ме %) — ple — co + kln х), 
就 得 到 最 优化 条 件 


tr- Me” = 0, 


由 第 二 和 第 四 个 方程 得 


将 第 四 个 方程 代 人 第 五 个 方程 得 
с 一 co — РОА M — av), 
FH 3 -AA E 


# = x, 
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将 所 得 的 这 三 个 式 子 代入 2, = 0 得 
о —бсу— klln M 一 a0)) - 1+ = ü, 


由 此 解 得 最 优 价 格 为 


co- kin M+ в 
@ 


1— оё 
Аз ГИ Х.Х. ЇГ. 

现在 利用 这 个 模型 解 岂 本 段 开 始 提 出 的 问题 ,此 时 М = 1 000 000, со = 
4 000. 由 于 去 年 该 厂 共 和 售 出 10 776 Bp E ft 4 000 元 ,因此 得 


Ы шинэ 
Ч 一 


z = In M n Жо Їн 1 000 а 100 000 = 0.000 58; 
及 由 于 生产 1 万 台 时 成 本 就 降低 为 每 台 3 000 元 ,因此 得 
co-ce _ 400 - 3000 _ 
Ë= lz = 1 10000 108: 
将 这 些 数据 代入 v 的 表达 式 , 得 到 今 人 第 的 最 优 价格 应 为 
1 
4 000 — 108.57 In 1 000 000 + —}—- – 108.57 
„ _ 4000 — 108.57 În 1 000 000 + g oog 58 т МВТ 
v = 1 — 0.000 58 x 108.57 =s 4 392(06 783. 


2J Ай 
1. 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 


(1) f(z,y) = zy, ARRA z + y = 1; 
(2) f/(z,y,z) = z —2y +2: RREA ty + z2 = 1; 
7 2 2 2 2 十 z2 = 1, 
(3) Keya) = 80 АНА C о 
> р> с> 0,4? + В+ С? = 1. 
2, 在 周 长 为 2p 的 一 切 三 角形 中 , 找 出 面积 最 大 的 三 角形 . 
3. 要 做 一 个 容积 为 1 m 的 有 盖 铝 图 桶 ,什么 样 的 尺 才 才能 使 用 料 最 省 ? 
4. 抛物 面 = = 2? + у” 被 平面 x 十 y+z= ІЯ — WEB] , 求 原 点 到 这 个 
顶 铅 的 最 长 距离 与 最 短 谍 离 ， 
5 ORRE z2 + 3⁄2 = 12 的 内 接 等 腰 三 角形 ,其 底 边 平行 于 椭圆 的 长 轴 ， 
面 使 而 积 最 大 . | 
6. 求 空间 一 点 {a ,86,c) 到 平 而 Axr + By + Cz + D = 0 Е 8. 
7.4 x > 0,y > 0,2 > ОН, р 
fíz,y,z) = IB xz +2In y + 3ln = 


HP а 


аа-аа ra rp а 


57 ЖЕНЫ ЇЇ ГӘ Lagrange RADA -217- 


在 球面 z? + y + а = 6R2 上 的 极 大 值 .并 由 此 证 明 : 当 ae,5,c 为 正 实 数 时 ， 
成 立 不 等 式 
авд < 108[ 66), 


8. (1) ЖЕ (е, у, х) = ху EARR E + y: + = 1 下 的 极 大 
值 ,其 中 有 ,aa5,c 均 为 正常 数 ， 
(2) 利用 (1) 的 结果 证 明 : 对 于 任何 正 数 uu, w, RUTERA 


(J а. 
9. 求 4,6 之 值 ,使 得 椭 国 2 +: = 1 包含 国 (x ~ 1)? + = 1, 且 而 积 
最 小 . 
10. RIKA D aprala, = а) Ж п НО ЛЭ 14-41 ++ х1 = 1 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 
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面积 
在 一 元 定 积分 中 已 经 学 过 计算 曲 边 梯形 等 平面 图 形 的 面积 ,但 是 ,并 不 能 
将 其 简单 照搬 到 一 般 的 平面 点 集 上 ,因为 一 般 点 集 是 否 存 在 面积 还 是 一 个 问 
题 ,为 此 , 先 引 入 面积 的 定义 ， 
Ë D N R° EBE TA HU = [a,5] хс, аі р В-КА 
E. Ela, b] PHARA 
a = ag z < з < Z, = b; 
在 [c,dj] 中 插入 分 点 
c = yo < x, << уь = d; 
过 这 些 分 点 作 平行 于 坐标 轴 的 直线 ,将 U 分 成 许多 小 矩形 
Ui = [z-i u i] Х.Гурлээ, 122 
这 称 为 U 的 一 个 分 划 ( 见 图 13.1.1). 
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图 13.1.1 


记 完 全 包含 于 D 内 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 mA ,与 D 的 交集 非 空 的 
那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 mB , 则 显然 它们 与 U 的 分 划 有 关 , 且 有 mA < 
mB. 

利用 与 讨论 一 元 函数 定 积分 的 Darboux 和 类 似 的 方法 容易 证 明 : 若 在 原 
有 分 划 的 基础 上 ,在 [a b] 和 [c,d] 中 再 增加 有 限 个 分 点 (所 得 的 新 分 划 称 为 
原来 分 划 的 加 细 ), 则 mB 不 增 ,mA 不 减 ; 旦 任意 一 种 分 虽 所 得 到 的 mA 不 大 
子 任意 一 种 分 划 所 得 到 的 заВ. 

这 样 ,这 些 mA 有 一 个 上 确 界 mDD , ,mB 有 一 个 下 确 界 mD * ,并 且 
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mD. сон". 
# mD, = т)“, М ОТ ЛА D 的 面积 , 记 为 mD ,此 时 称 D 是 可 求 面 积 
的 . 

显然 的 面积 与 U 的 选取 无 关 ， 

可 以 同样 考 塌 厂 的 边界 3D 的 面积 .这 时 只 短 考 虑 与 3 了 的 交集 非 空 的 小 
矩形 面积 之 和 mB Яа энд)" = 0, RF D 的 面积 为 零 .边界 的 面积 为 零 的 
有 办 闭 区 域 称 为 堆 边 界 区 域 . 

利用 上 确 界 与 下 确 界 的 定义 ,通过 取 如 纪 的 方法 可 以 证 明 D 是 可 求 面积 
的 充分 必要 条 件 是 ;对 于 任意 给 定 的 s > 0, 存 在 UK- :个 分 划 ,使 得 

mB 一 тА(= тВзр) <e. 
所 以 有 

定理 13.1.1 “有 界 点 集 刀 是 可 未 面积 的 充分 必要 条 件 是 它 的 边界 әр) 
85 453) О, РЕД 2 К. 

请 注意 ,一 条 平面 曲线 的 面积 并 不 一 定 是 零 . Peanc 发 现 ,存在 将 实 轴 上 
的 闭 区 间 映 满 平 向 上 的 一 个 二 维 区 域 ( 如 正方 形 ) 的 连续 函数 ,也 就 是 说 ,这 
条 曲线 通过 该 二 维 区 域 的 每 个 点 , 它 被 称 为 Peano Ё &. 

ERRA TIME, MEH, URARTE D HAARD 和 D, 组 成 ,Di 和 
D. AREE, A De Г Dr = 0,842 D 可 求 面 积 , 并 满足 

mD = mD, + тЇ}. 
这 从 直观 上 来 说 是 显然 的 . 

例 13.1,1 Ü y = f(z)(a < z =< 5) АЕА РЕЖ ВЭ. MEHAR = 

= a,z = b fly = 0 所 用 的 区 域 品 号 可 求 面积 的 . 


图 13.1.2 


证 ”由 于 y= fz) 在 La,651 上 连续 ,那么 它 在 La ,5] 上 可 积 (在 定 积分 
音义 下 } Ela b] HRAD Aa = z < z < < z, = Ба, Бп 等 分 
ЮМ = max i f(z)i RAHE U = [a 1х10,МйЙНЛСГ БО. m; 


和 M, 分 别 为 了 x) ТЕ сүл) 上 的 最 大 值 与 最 小 值 (i = 1,2,…,n). ВЛЕ 
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[0,M] 上 播 人 分 点 mi Mi(i = 1,2,…,n) ,就 得 到 U 的 一 个 分 划 . 容易 看 
出 ,包含 于 也 内 的 那些 小 第 形 的 面积 之 和 为 mA = Ў mlr- -DOLE f 
的 一 个 Darboux 小 和 ); 与 D 的 交集 非 空 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 mB。= 
УМ, Сау лл) (这 是 了 的 一 个 Darboux 大 和 ), 由 于 

ü mA, < тр. < mD * < „В, 

F noo, f Elab] 上 的 可 积 性 及 极限 的 夹 到 性 得 

mD. = mD" = | f(z)ax. 


因此 万 是 可 求 面积 的 , 且 面 积 为 | 7(z)dz X Sbi ШЕГИ ИНИН. 


在 上 例 中 , 记 曲 线 y = (е) (али) AL AMEE х,1.Х 61:96, 
Mi;],i = 1,2,…,n HARES L, HERA 


DM 一 х:4), 


35 п = оо Rf, THRRET., 所 以 工 的 面积 为 0. 

可 以 用 同样 方法 进一步 证 明 ; 光滑 曲线 段 的 面积 为 0. 因此, 若 一 个 有 界 
闭 区 域 的 边界 是 分 段 光 滑 曲线 ,那么 它 是 可 求 面积 的 . 

二 重 积分 的 概念 

考察 一 个 曲 项 柱 体 ; 它 的 底 是 ту 平面 上 的 具有 零 边 界 的 有 界 闭 区 域 卫 ， 
顶 是 非 负 连续 函数 = = 拨 z,3) zy)E 了 所 对 应 的 曲面 ,侧面 是 以 刀 的 边 
界 曲线 为 准 线 ,而 母线 平行 于 * 轴 的 柱 面 . 


В 13.1.3 


一 -- — -一 一 一 一 一 mr e i a - rampi PT 
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将 区 域 D 分 成 z 个 小 区 域 A4D1,AD;,…,AD,. 由 前 面 的 讨论 ,每 个 АР, 都 是 
可 求 面积 的 人 = 1,2……za) ,再 分 别 以 这 些小 区 域 的 边界 为 准 线 , 作 母 线 平行 
于 轴 的 柱 面 ,这 些 柱 面 将 原 曲 顶 柱 性 分 成 部 个 细 的 曲 项 柱 体 . 在 每 个 AD Е 
取 一 点 (名 y ,那么 以 АР; 为 底 的 小 曲 顶 柱 体 的 体积 近似 地 等 于 

FCE: gi) Даг, 
这 里 До, 表示 ДР, 的 面积 .于 是 , 原 曲 项 柱 体 的 体积 近似 地 等 于 


Da SCE p) да. 


当 所 有 的 小 区 域 AD, 的 最 大 直径 ( 记 为 4) BTE, 13 {ЫШ 8 Жа + Ja BH Tri 
ЖЕЕ, Вр 


У = im 2) ACE, 0да. 
这 就 是 二 重 积分 的 概念 , 【以 下 讨论 积分 存在 性 时 ,总 假定 区 域 的 过 界 以 及 用 
来 分 割 区 域 的 曲线 自 的 面积 为 0, 这 就 保证 了 所 涉及 的 一 切 区 域 的 面积 都 存 
在 .) 
定义 13.1.1 设 品 为 RE 上 的 夫 边 罚 区 域 ,函数 xz = flr, y) Æ РЕЖ 
界 . 将 口 用 曲线 网 分 成 有 ADER AD, AD, e AD o ERA D 的 一 个 分 
划 ) ,并 记 所 有 的 小 区 域 AD, 的 最 大 直径 为 和, 即 


À = max |diamAD; 1. 
在 每 个 AD; 上 任 取 一 点 (二 ,六 ) ЗЕ 记 до 为 AD; HER ZA 8 TES PA 
г Y ада 


的 极限 兰 在 且 与 区 城 的 分 法 和 点 (和 六) 的 取 法 无 关 , 虽 称 FLz,y) 在 口上 可 
积 , 并 称 此 极限 为 flz,y) 在 也 上 的 二 年 积 分 , 记 为 


I = Ї лав (- пае) 44). 


Оху), ОМ, > 和 y 称 为 积分 变量 ,dc 称 为 面积 元 
3 I 称 为 积分 值 ， 
前 面 提 到 的 昌 顶 柱 体 的 体积 即 为 
v = | f(x,y)a0. 


p 
与 一 元 的 情况 类 似 , 设 М, Fi m, DAS, у) 在 AD, 上 的 上 确 界 与 下 
确 界 ,定义 Darboux 大 和 为 


成 无 穷 块 小 区 域 , 这 时 需 
通 的 小 区 域 的 并 第. 


Hep 
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5 = У) Mao, $ 
i=l 
Darboux 小 和 为 


3 = 之 эл, 
则 有 以 下 性质: 
性 质 1 “车 在 已 有 的 分 划 上 添加 有 限 条 上 昭 线 作 进 一 步 分 划 , 则 Darboux 
大 和 不 增 ,Darboux 小 和 不 减 ， 
性 质 2 ”任何 一 个 Darboux 小 和 都 不 大 于 任何 一 个 Darboux Kfe. 因此， 
ЖУ, 1" = infiSl,I, = sup| si( 这 里 上 、 下 确 界 是 对 所 有 分 划 来 职 的 }, 则 有 


$ = Г, =< I" =< S. 
性 质 3 f(z,y) Жр ЕГ 
lim( 5 一 s) 一 D, 
BP 
站 之 омдо = 0. 
这 里 w = M; — m, 是 f(x,y) 在 AD, Беж. ab Ж. 
lims = limS = [есе у)ао, 
р 
利用 这 个 性 质 就 可 得 到 : 
定理 13.1.2 Zf, PÆRER Dhit, mAg DE 
上 可 积 ， 
证 ” 记 g 为 吕 的 面积 .因为 f(x,y) 在 紧 集 口上 连续 ,所 以 它 在 户 上 一 


致 连续 ,于 是 对 任意 : > 0, 存 在 8 > 0, 使 得 当 y (z, ~ хә + (у = у)? < 
Š 时 ,成立 


KERN - flra ynl < =. 
因此 对 D 的 任 一 分 划 AD1 ,4D;,…,AD, , 当 所 有 AD, 的 最 大 直径 1 < ó 时 ， 
f(x,y) 在 每 个 AD, 上 的 振幅 mw 就 小 于 一 ,这 就 成 立 


УТ Аа, < УАД = 2 = e. 
в 1 Ф 


1-1 
Б Аша?) до; = 0, 即 f(z,y) 在 DD 上 可 积 
ш 证 毕 
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通过 稍微 复杂 一 点 的 证 明 , 还 可 将 定理 中 函数 的 条 件 放 宽 到 ftx,y) 有 
Ж ,但 至 多 在 有 限 条 面积 为 零 的 曲线 上 不 连续 . 

多 重 积 分 

同 R? HELER H, TUE R (о 污 3) 中 引入 体积 的 概念 .车 定义 К" 
中 的 н HHE ad] x laz, ba] X "+ X [a,,b, | ИЧ {ЖН А (81 一 aiba 一 
ax)". (b, -an 那么 就 可 以 将 RE 上 定义 面积 的 叙述 完全 平移 到 RR"(n > 3) 
上 来 定义 体积 ,并 司 样 称 边 漠 体 积 为 零 的 有 界 闪 区 域 为 零 边 界 区 域 ,而 且 可 以 
证 明光 沸 曲 面 片 的 体积 为 零 ,这 里 就 不 一 一 详 述 了 . 设 呈 是 R"{n > 3) БЇ] 
有 界 闭 区 域 , 其 边界 是 一 张 或 数 张 无 重点 的 封闭 曲面 (本 章 总 是 如 此 假定 ) , 那 
么 同样 可 得 ; 旭 是 可 求 体 积 的 充分 必要 条 件 为 其 边界 的 体积 为 堆 , 即 它 是 零 边 
界 区 域 . 

E R 中 的 原理 一 样 ,我 们 引入 п 重 积分 的 概念 ， 

定义 13.1.2 设 内 为 R" 上 的 零 边 界 区 域 , 泡 数 妈 = f(x) 在 从 上 有 界 ， 
ЖОЕ АЖА Ab ERAN AN ДО, (9 O 的 一 个 分 则 ) , 记 
AV, 5 АО; 的 体积 ,并 记 所 有 的 小 区 域 ДО, 的 最 大 直径 为 4, 在 每 个 AQ. 上 任 
取 一 点 у,, Ж À ЖТ ‚Де, 


I = У) f(x. )AV, 


的 被 限 存 在 且 与 区 域 的 分 法 和 点 的 取 法 无 关 , 则 称 f(x) Q Esr#.,3F3k 
此 极限 为 р(х) HAFNER О 上 的 站 重 积 分 , 记 为 


I = [уау (= йш э) /(РӘДЛУ;). 


n . 

ГХК, 0 称 为 积分 区 域 ,x 称 为 积分 变量,dVY 455 Жел, Ф, 
称 为 积分 值 . 

ЖШТ ЭВЭР ИЖ, f(x) 在 零 边 界 的 有 界 闭 区 域 2 上 连续 ,那么 它 
En EIR. 

EER z = 2 与 >2 的 重 积分 定义 并 没有 本 上 质 的 区 别 , 今 后 我 们 经 常 把 
它们 一 起 讨论 .为 明确 起 见 ,通常 采用 如 下 记 法 : 

ТЕ ВЭ, хуу) 在 D 上 的 二 重 积分 记 为 


КЕ ,y)dzdy; 
f В? а, (ж,у,е) 在 人 上 的 三 重 积 分 记 为 


D 这 里 对 小 区 域 的 理解 同 在 -二 重 积分 定义 中 一 样 . 
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| rz yedzdya 或 [| zyzav 
而 在 Re P, flaen za) 在 各 上 的 4 重 积分 记 为 

РЭН эх, )ах14х2'т, 或 КЕ pa, Pp dride dr, . 

i 6113,1,2 ACRE 为 具有 分 片 光 滑 表 面 的 物体 , y) EAE 
(zyyyz) 处 的 密度 . п 用 分 片 光 滑 曲 面 分 成 充分 小 的 块 AD,aAD2，…， 
An, ,那么 FCE, т, GOAV, 就 近似 地 为 AD; 的 质量 ,这 里 AV, 38 AQ, 的 体积 ， 
(8.50) Ж АП, БЕ. Р, DA, p [О АУ, 就 近似 地 表示 上 的 质 
ШЕ А 表示 所 有 AD, 的 最 大 直径 , 则 

0 的 质量 = ш?) СУУ - эн 


ИТЕН ШИЮ (т, y, F). 
如 果 空 间 上 有 ?个 质点 ,它们 的 质量 分 别 为 m, mi, my, AAMA 
ты 


(xiy zi) 2 уз, 22747774 (Z. ».Ун ЖЭЭР 


那么 这 个 质点 系 的 重心 坐标 为 
>; mit; >; m yi > mit 
= = 21 : y = izl : тол 1 й 
Ут; >; m; Хт; 


当 》 充分 小 时 ,如 果 将 AQ. 看 成 质点 , е, ДО АУ; 就 近似 地 为 A0; 的 
质量 HPCE His t;) 为 АЙП, РЕА. 22 (8 Л 


DEKE БОЛУ, У ав АУ, 


£ == оог, » y == a, ғ 
Кё, т. БАУ; 2 /(&, т. БАУ, 
> КО з», б) АУ; 


z£ == — , 
21506, pi ЮАМ: 
因此 当 4 趋 于 零 就 得 到 

[| zrf(z,y,z)dz=dydz 


_ n 

£ = 3 
III Бх,у.х) хуй» 
y; 


—s. ww h x s a O 
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| yf(z,y,z)dzdydz 


п 


у = , 
| f(z,y,z)drdydz 


n 


| 2{( х,у. х)ахаудх 


3 


z = . 
| Р(х,у, z)dz=dydz 


注意 上 式 的 分 母 就 是 0 的 质量 . 


2] 题 


1. 设 有 一 平面 薄板 (不 计 其 厚度 ), 它 在 ху 平面 上 的 表示 是 由 光滑 的 简 
单 闭 曲线 图 成 的 闭 区 域 D. 如 果 该 薄板 分 布 有 面 密度 为 x(x,y) 的 电 
#,B (х,у) 在 局 上 连续 ,试用 一 重 积分 表示 该 薄板 上 的 全 部 电荷 

2. ЖЮ f(z ,wy) ЖЖ D = [0,=]>x 10,11 上 有 界 , 面 且 除 了 曲线 段 y 
= sin х,0б< x S rih, fly) р LF Era ESE, EH f E D E nf 
m. 

з. 按 定 义 计算 二 重 积分 zydzay, 其 中 D = [0,1] x [0,1]. 


2 


提示 :计算 时 可 将 D = [0,1] x [0,1] 用 直线 均匀 划分 . 
4. 设 也 是 RR 上 具有 零 边 界 的 有 界 闭 区 域 ,二 元 函数 f(x,y) 和 glr, y) 
在 DD 上 可 积 .证 明 
Н(х,у) = шах! f(zr,y),g(z,y)! 
和 
һҺ(х,у) = mini f(x,y), g(r,y) 
也 品 在 上 可 积 ， 
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重 积 分 的 性 质 

定义 重 积分 的 思想 方法 与 定义 定 积分 是 一 致 的 ,因此 它们 的 性 质 也 是 类 
似 的 ,以 下 性 质 请 读者 参照 一 元 的 情况 自行 加 以 证 明 . 

除非 特别 声明 ,本 节 中 总 假定 考虑 的 区 域 是 R*(m > 2) 中 的 零 边 界 有 界 
闭 区 域 . 

EELEE) ”如 果 F eg ЖЕ БАО 上 可 积 ,那么 СРУ Cg 也 在 
如 上 可 积 ,这 里 C,.C, 为 任意 常数 ,并 且 
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kars C;g)4V = С frav + Caleav, 


性 质 2{ 区 域 可 加 性 ) Жим EDAR, 点 不 相交 的 两 个 区 培 科 | 和 
f, ,如 果 у ДЕП Еі £ £ Q, # 0, 上 都 可 积 ; 反 了 之， 如果 f Ë O, 290, 
上 可 积 , 则 在 站 上 也 可 积 .此 时 成 立 


[yav = [jav + | fav. 
n й, й, 
性 质 3 HERAK £= L. л = 2 W 
| асау - | лвхд» -14180 5, 
п п 
5 z D> 3 HPF 
[ау = ву = о 的 体积 
Пп п 
ERREFE) Ж 上 和 5 ЖЕКО LTR, Ад рс, WK Ж 
等 式 
jav < Jedv. 


推论 ” 闭 了 在 区 城下 上 可 积 ， M m 53135 f Ë O ka ERS A 
Ж, ж, А, 
mV < [уау < MV. 
其 中 V Bn = 280 Q ЯК, Ш n > 2 Ж О 656 4135. 
性 质 弛 (绝对 可 积 性 ) ”车 f 在 区 域 避 上 可 积 , 则 | fF| 也 在 有 上 可 积 , 且 成 
立 不 等 式 
Jrav| < тау, 


ЖЛЕ НЕЕ) 如 果 了 /和 g KEERN 上 可 积 , 那 么 让 .5 也 在 总 
ETA. 

性 质 7{ 积 分 中 值 定 理 ) ”车 上 和 8 都 在 区 域 中 上 可 积 , 且 号 在 有 2 上 不 变 
3.4 开 与 天 分 别 为 上 在 有 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 则 存在 常数 岂 后 [mm ,AM ]， 
使 得 

l: gdV =p (ау. 
п n 
特别 地 ,如 末 f E Q Fak NAE Є 人 ,使 得 


Је gaV = уб) eav. 
n A 
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矩形 区 域 上 的 重 积分 计算 

设 D =[a,b]x [cid] ER ЕИ Ж Ё,к = (х,у) р БЕ 
ЯЕ, ЦДР). ЇЕ Е = f(x,y) 为 硕 的 曲 顶 柱 体 的 体积 V 正 是 二 重 积 
分 


[яса ydzray. 


但 若 换 一 个 角度 来 看 ,这 块 柱 体 被 过 (zz;0:0)(e 委 工 委 上 点 , 且 与 姑 平 面 平 
行 的 平面 所 截 的 截面 是 曲 边 梯形 ( 见 图 13.2.1) ,其 面积 为 


4 
А(4) = | Fæ, y)dy. 


图 13.2.1 


利用 一 元 较 数 定 积 分 的 结论 , 即 知 此 曲 顶 柱 体 的 体积 为 
b Брг 
V = | atz)dx = | (Сс Jar. 


жи, | (| f(z,y)dy ]dz 称 为 Ca，y) 先 对 y, 再 对 的 时 次 积分 , 习 
тан Га | (yay Bias 


Ке ,y)dzdy = Гаа [cpu 


这 个 几何 方法 提示 我 们 ;和 恒 积 分 可 以 通过 累 次 积分 来 计算 ,这 一 钙 论 可 
以 如 下 严格 叙述 和 证 明 . 
定理 13.2.1 EDLA f(z,y) AREH D = [la x [e d] ET 
ҖА. FA 
4 
h(x) = | fC,y)dy 


HTAA r Ela, bl EE, U Ai #[a b] 上 可 积 , 并 有 等 式 
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| mx)dzdy= [леза = леде )az 
ñ ч a... 


h a 
= | dz | f(x, у)ду. 
证 ”在 [a,51 中 插入 分 点 
a = XA 
并 记 Az; = z; — mi (í = 1,2,7, n). R $R ЛӨЄ ВЭ ЕНЕ ЗАС, АЕ HH 
站 之 h(E)Ar; = k 

这 里 名 为 [x;_1,x;] 中 和 任意 一 点 ,1 为 所 有 Ах; 的 最 大 长 度 ， 

再 在 [Lc ,dj 中 搬入 分 点 

c = yo < y, < - < y, = d, 

并 记 Ay; = у ya = 1,2,--,2п). Аа, ьс, d] 上 的 这 些 分 点 分 别 
作 平 行 于 坐标 铀 的 直 绥 将 D 分 成 许多 小 矩形 

Р, р = ESTEA x [yw -sy]， i = 12 nj = 1,2, t, m 
HR 

miy = іН х,у), Mi., = зар! 702.5). 
由 于 Ё; Є [x 1 ,zj ,所 以 
Dm py < А6) = DS ле) < DM Ay і 1 
将 这 些 不 等 式 分 别 乘 以 Az, ,再 把 它们 逐个 加 起 来 就 得 
У) Ахду, < Ууда < DYM AAY. 

注意 到 这 个 不 等 式 两 端正 是 Fa, y) 在 所 作 分 划 [的 Darboux 和 ， 由 于 f(x 
y) 在 DD 上 可 积 , 当 所 有 Ar Ay 都 趋 于 零 时 ,这 个 不 等 式 两 端 都 趋 于 


[ка ‚у)йтду. 
ü 


h RRA B Pi BHS ЕИ БА 
证 毕 
可 以 同样 推出 ,车 (с, у) 在 La,5] Xx [c,dj] 上 可 积 , 且 对 所 有 х € [c, 
d 
d], #812y [| дуудс 都 存在, 则 Fr, 531 z, ВА у 的 累 次 积分 | ду 


[хт ,y)dz 也 存在 , 且 成 立 
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[усе ,yardy = Га | ra 
с а 


#]13.2.1 ЯН 22 + z?” = Rt БМШ y — ОЖ y = а(а > 0) ЯТ 
лу Ж ЖА. 


13.2.2 


解 ”由 对 称 性 ,所 求 立 体 的 体积 V 是 它 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 的 4 倍 . 


而 它 在 第 一 卦 跟 的 的 部 分 是 以 曲面 x* = w R2 一 x? 为 顶 ,以 ху Е ЕКЕ Рр 
= [0, R] x [0o,el 为 底 的 曲 顶 柱 体 .因此 


V= 4 | VR — х°флду 
n 


R п R 
-4| «| VR- ay = 4a | М R? – ridr = атЕ?, 
0 Ü 0 


注意 并 不 是 所 有 重 积分 都 能 化 为 累 次 积分 来 计算 .例如 , 设 D = [0,1] x 
[0,1], 
4,341 „1% ,.9 Р 
(х,у) = р th ЛАГ р 316121 SK, 
0, 其 他 . 
易 证 明 (х,у) = р Бае, Н 


[есе yardy = 0. 


ЇНЕН ММ ЖКН ЛЕ. ИН СЯНУ Е. 
下 面 的 定理 是 定理 13.2.1 在 R* ЕЕ ЕГ ‚ЖИЕН iS tb 2e u. 
ЖЕЕ 13.2.2 Ж f(zi,z2 7 Z.) 在 nr # ИШ ЛП = [aibi] Xx[a;， 
Б:| x X [а,,ь,) ETR. IEN., = [fa2,pz] хэ x [a,,5, ]. ЖА 
Alz) = [Саад 


п, 
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对 于 每 个 41 Є Гау, Фу 存在 ,出 А023) Гат, ёт] 上 可 积 , 并 有 等 式 
[ба zni „ёлда de, = НТР 
a 91 


5 
一 | “аах | læ T. 1 Tn )dzo dri. 
а, 3, 


证 明 留 给 读者 . 
特别 , 当 n = 2 时 ,这 就 是 定理 13,2.1; 当 nn = 3 时 , 记 吕 = [a ,b]>x [c, 
d]x|e,f],0,. = [cd]x[e, 门 ,那么 上 式 成 为 


| f(z,y,z)drdydz= = faz | Aey, z)dyaz. 


从 定理 13.2.2 KEHA 
推论 13.2.1 4 /(тү,л),—.хл„) # n RAHN = [aib] x (ас, 
5] x… xX [us b, ] 上 连续 , 则 有 


EG ‚Жэ, э £p )айлуфдлсоә' йж, 


18) 


5, ЫГ b 1 5, 
= | dz!| dza | dz, | flzi,z2,"" Tn ) dr,. 
8, а; 24-1 ЫГ 


正 像 二 重 积分 在 一 定 条 件 下 可 以 化 为 两 种 不 同 的 累 次 积分 一 样 ,在 п > 
2 3 ул 重 积分 也 可 以 化 为 先 对 某 个 变量 作 定 积分 ,再 对 其 余 n -~ 1 个 变量 作 重 
积分 的 累 次 积分 .例如 ,沿用 上 面 的 记号 ,如 果 所 rz,y,z) 在 旦 可 积 .并 且 对 于 


Ё 
每 个 (y,z) € N., | f(z,y,z)dz 都 存在 ,那么 


| Р(х,у, z)drdydz = (Глу одае)ауаг 


Р 
= [ааг ИЕ 
8, 8 


其 中 右边 的 式 子 是 中 间 式 子 的 记号 ， 
一 般 区 域 上 的 重 积分 计算 
现在 考虑 Р(х,у) 在 一 般 区 域 上 的 二 重 积 分 , 设 Р(х,у) ФЕ 
D = {(ж,у)| у(х) <у< убх),а && х л! 
上 连续 ,其 中 у(х), yr) Ala, b] 上 的 一 元 连续 函数 ， 
令 c = miny1(z),d = max ya (z), ЕРТЕ (E 13.2.3) 


р = [a,b]x [e d] DD, 


—— a. J = 
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图 13.2.3 
令 
(х,у) € D, 
х,у) = у y) ú 
(х,у) € D\D, 
易 证 明 (x,y) 在 万 上 也 可 积 ,注意 到 了 (x,y) 在 DD 外 为 堆 , 就 得 到 
d~ 
Е 


= p fla, y)dy + И fr)dy + 77 


y, (z)= w =) 
= | ‚/\®,у)Чу -Í | fz, y)dy. 


x (= 


由 于 了 在 五 上 连续 ,以 上 积分 对 每 个 zx 后 (а,6| 总 存在 ,因此 
~ ; m 
[C ,y)dzdy = (z, y)azdy = | dz | f(z,y)dy 


= [ W: ‘plz, у)4х4у. 


а 


Жр, 5128 (с, у) Ер = (х,у) 10у) «хк х (у),с суха! 
上 连续 ,其 中 z /(y),z;(y) Ela, b] 上 连续 , 则 有 


Їлаудага» = = 『 dy f а, ydr. 


同样 ,在 三 维 情形 ,着 (r, yz) 在 
QO=i(r, yg) (х,у) 522 (х,у), 
у(х) < у< y2(z),a < z БІ 
上 连续 , 且 z (z,y),z;(z,y),yi(z) 和 y> (z) 都 连续 , 则 有 
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图 13.2.4 


„у} 


„(т 
(z,y)drdy= || drdy! ` ,y)d 
[| e > > Је Зу y) 5 


= [а Pay JE? Kayd, 


yix) к/їхэу 
RP 02. = (х,у) у(х) < у< s (z),a S< >= ЖЕК О fE zy БН 
的 投影 . 
利用 类 似 的 思想 方法 还 可 得 到 : 设 避 为 限制 在 平面 z = e 和 x = 了 之 闻 的 
一 个 具有 分 片 光 滑 边界 的 区 域 ,过 («0.54 у) Н.У ху СҮЙРНЭ 
ОЎ АР , 记 这 个 图 形 在 xy 平 面 的 投影 区 域 为 0,. 若 f(z,y,z) 是 人 2 上 
的 连续 函数 , 则 成 立 以 下 公式 


Ї f(z,y,z)dzdydz = [az S Aey, я)ахду. 
ü € П, 
对 于 不 同类 型 的 区 域 , 也 可 视 方便 按 不 同 顺序 对 变量 x ,y ,x 进行 逐个 积 
分 ,这 里 不 一 一 盘 述 了 . 
#1 13.2.2 计算 [оар ВЮ у = zx 和 直线 y = z - 2 Br El 
的 闭 区 域 . 
解法 一 ”化 为 先 对 y 后 对 z 的 累 次 积分 .这 时 ,区 域 边 界 的 下 部 是 由 两 段 
不 同 的 曲线 组 成 的 ,因此 用 直线 x = 工 将 万 分 为 Di = (х,у) - / z < y < 
/z,0=< z= 11 M D = |(т,у)|х-2<у&у/х,1 zs 扫 4 两 部 分 . 那 
2, 
[ахау = [| хуйхау + [| худхду 


1 Ут 4 Ух 
= [а | zydy + | т | хуу 
6 -Vx 1 z—2 
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图 13.2.5 


4 
-04 í] z[z — {z — 2: ]dz = 全 


解法 二 。 化 为 先 对 z 后 对 y 的 累 次 积分 来 计算 ,这 时 D 可 统一 表示 为 
(х,у) 152< z Sy +2, - 1< y <2! . В 
_ ин _ 1 fP 2 _ (414, — 45 
Пева = f a |, хуйх = 7 7107 +2) – у']@у = т. 
显然 ,第 二 种 解法 较为 简单 ， 


例 13.2.3 计算 Ї яа т?дхду, D Жу = 0,2 = n2 M y = х Pr El 
rm 


成 的 闭 区 域 . 
y 
y=x 
0 {к 
图 13.2.6 


# ”车 将 此 积分 化 为 先 对 zx 后 对 y 的 累 次 积分 


| sin fedrdy = ү Г” 


sin 工 2dz ， 


dy 


> 


п 
但 这 个 积分 是 积 不 出 来 的 .但 若 化 为 先 对 у 后 对 xz 的 累 次 积分 就 得 


vn x vn 1 
I zzdzdy = | dz | sin r*dy = | хеп хѓах = 2: 
n ü Ü Ü 
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由 此 可 见 , 话 当选 取 累 次 积分 次 序 非常 重要 . 
例 13.2.4 RRHH 2y = хр ШЕ + 
体 的 体积 . 


юм 
Ñ 


$ = 18 = = 0 所 围 立 


Ё 13.2.7 


解 ХТУ к = 1, z = 2 — y — 5,0 
ху 平面 上 由 直线 省 + = 1 和 抛物 线 2y* = x PFE] IRE DC ER D , ЯК Ж 
积 为 

v- [P ее еар 
= ЁС -4у-Зу + 25 + yt)dy = Та. 


例 13.2.5 ”一 非 均匀 金属 块 在 空间 的 表示 是 由 双 曲 抛物 面 x = ту, 
面 z+y=1 和 >:z=0 所 围 成 的 区 域 吕 ,其 密度 国 数 为 oftrz yz) = xy. 求 它 
АЈДЕ. 


图 13.2.8 


-nr - каш <-— - 1 re -一 а аА ш ar 5 
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解 ШЕР, О TEN 
П = izey Dl Sr Say 0 y S 1- z,0=< хк l, 
因此 金属 块 的 质量 为 


1 i-z жу 
М = | oye drdyde = |] хуахаудх = | az |, ду | туд 
1 1-х 1 
= | dz HE ‘ydy = +Í = ~ x) dz = ту. 
例 13.2.6 ”计算 I = | атау, алин нг = 和 3(z?+ 
у) 与 平面 z = А 所 转 成 的 区 域 . 


图 13.2.9 


ж ”这 时 吕 可 表 为 
2 
П = (еу, 0105 А, 850024050) < 21, 


h h 
I = | z:drdydz = | dz [azas = [, zdz fazas, 
жанат х,0, НЕШ: = < #0 И 平面 的 投影 , 它 为 区 域 
еу) А А (а у) < >l, Диор «802,8 [з= -+ 因此 


因此 


h 5 2,3 
_ К^ лу _ aR R? 
r= | харийн = 5 ' 


例 13.2.7 ЖЕ" 中 几何 体 
Т, = friz t Ea] ху 2 0,z; 2 0,' “3 = 0, 
zi L z> + 'б + z, S В| 


(ERA n 维 单纯 形 ) 的 体积 . 
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Я п = 2, Т, 的 体积 为 
fazas = [a= НС - Го - z)dz = 2, 
Ун = 3 时 ,了 3 的 体积 为 
Јав = - [Í dr | asas = Г GQ ra Í = hr. 


yH riha 
设 Т,,- 1 的 体积 为 
a~l 


| 由 cdz2…dz 1 = Gi 17 


Та-1 


则 利用 上 式 得 T, 的 体积 为 


й 
[аааз = | dri | 41:45:57": 
Т, 0 улл, хүл, нэл 230 
жүктүк өт A-I] 
r (h — x1)” h" 


= (ис dz = yr: 


у в 
1. 证 明 重 积分 性 质 7( 积 分 中 值 定理 ) 
2. 根据 二 重 积分 的 性 质 , 比较 下 列 积分 的 大 小 ; 
(D [е + y)2dzdy 9 [e + 3)adzdy, 为 = 轴 \》 轴 与 直线 + 
y = 1 所 国 区 域 
(2) IESE + y)dzdy Ч Їл + y) Fdzdy, D 为 闭 矩 形 [3,5] х 


[0, 1]. 
3. 利用 重 积分 的 性 质 居 计 下 列 重 积分 的 值 ; 


{1) ан + yydxdy ,DD ЭЙ [0,1] х [0,1]; 
_ _ drdy _ _ 
21 отра, Р PER)! |z| tly] < 101: 


Fi Зеббо WREE y e)la + уй + 2 < 


1 + z+ уї+2' 
1}. 


dA 计算 下 列 重 积分 : 


1s mmm g mmo aa > -- -一 -- а эх -- a 


чл 
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(1) fe +3z2y + y)dædy, D 5ЖЖ[0,1] x [0,1]; 
р 
(2) [ъ= ахаул АЖЖ Га, | x [c,d]; 


(3) Ї КТҮҮ. —drdydz _ ,0 为 长 方 体 [1,2] x [1,2] x [1,2]. 


+ y + а)?” 


. 在 下 列 积分 中 改变 黑 次 积分 的 次 序 : 


о рае Хасу (a < b); 
D far | ход (a > 0: 
э) | 4» |” ‚ду: 

(4) 


j 
(5) | 


1- 
az | “ау | "flay z)dz; 
0 .0 0 


ЛЕР, 1 
(6) [а ИЕТ тээг 


ay |” fix, yide + Гау ЇГ f(zr,y)dx; 


.计算 下 列 重 积分 : 


(D) | zzazdy,D 9а = 2рх 和 直线 x = (р > 0) 所 图 的 
К; 
(2) 1 = (a >0),D 5 48 Са,а) FBA a 并 且 和 坐标 轴 
相 切 的 图 局 上 较 短 的 一 段 弧 和 坐标 轴 所 园区 域 ; 

(з) | е"эахдуу AERE llel yli 
(4) | (22+ уддгду,р Ж Ву = z,y= z+a,y = а Жу = 3a (a 

D 

> 0) 所 围 区 域 ; 
(5) | увлду,р 为 舞 线 的 一 拱 z = alt -sin t),y = a(1 — eos 2) (0 
< # 2л) Ух КА; 
(6) | zyaxadrdydz ,全 为 曲面 z = ху, FE y = z,z = 13 x = 0 
所 围 区 域 ，; 
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dzdydz _ _ 2 
D |] хадан 0,у-0,2-08 +у+ 


z = 1 所 围 成 的 四 面体 ; 
(8) | 24х4у4:,0 为 抛物 面 z = т? + у? УЕ = = А(А > 0) PF 
ВДА Б; 
(9) | z 4:4удл,0 ARs + у + 25 R2 # xz? + у^ + 22 < 
2Rx(R > 0) 的 公共 部 分 . 

7. 设 平面 薄片 所 占 的 区 域 是 由 直线 z + y = 2,y = х Жїх 轴 所 围 成 , 它 
的 面 密度 为 p(x y) = х2 + 怠 , 求 这 个 薄片 的 质量 . 


8. ФИИ y = 2pz + рыу = — 2qz + q2( p ,q > 0) 所 围 图 形 的 面 
积 . 

9. 求 四 张 平面 + = 0,y = 0,z = 1,y = 1 所 周 成 的 柱 体 被 平面 > = 0 和 
2r + 3y + z = 6 所 截 的 立体 的 体积 ， 

10 Ж ИИИ z = x? + ,三 个 坐标 平面 及 平面 x + y = 1 所 围 有 界 
区 域 的 体积 ， 

11, 设 f(z) ÆR БЕ, ЕВ 


(1) Га [f(ay = frog - y)dy; 


(2) ЁС ЖЭ - ЇГ - r) 5  ж)4х. 


12. 设 D 是 由 xy ЖШ LAA ЕЖЕ ӨР 8 EF Буй) CIR , ЯЕ с 轴 
和 y 8 ОК ry 0, ЖШ /,, (a, 0) 是 口内 任意 一 点 .证 明 


(1) | (са — а)(у 一 p)dzdy| = L mD:i 


(2) | Je -~ а)(у -Byardy| < 


13. (х) 在 [a,48] 上 连续 ,证 明 
eftz)- fO) drdy Z (b — а}. 


[a ха, ё] 


14. 9 0 = (ristas an 102581,1 = 1 2 ТЗ ГЭ 
积分 ， 


(1) | {xi + 23 +++ х: )dz dz" dzy. 


a 
(2) | (ал + z) + -" + z, dzidzo dz, . 
n 
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93 алаан 


时 组 坐标 
设 U Auo 平面 上 的 开 集 ,Y 是 zy 平面 上 的 开 集 , 映 射 
Тіт = z(u,2),y = yu, v) 
是 UU 到 V 的 一 个 一 А, EWEEK T'u = ulz,y) u = ulz, 
y). 
在 UU 中 取 直 线 w = wo, 就 相应 得 到 zy 平面 上 的 一 条 曲线 
z = ж(ио,0),у = у(чо, о) 
我 们 称 之 为 o WA AE RAA v= op MMS ху 平面 上 的 u- 曲线 ， 
x= z(u,20),y = уби, тр) 
РЯ 工 是 一 一 对 应 的 ,因此 WY 上 的 任意 一 点 P ЫНС, у) Ж 
示 , 也 可 以 唯一 地 用 (um) 表示 .我们 称 н — 曲线 和 ww 一 曲线 构成 了 曲线 坐标 
В], (и, о) 为 王 的 曲线 坐标 ,而 称 T 为 坐标 变换 (参见 留 13.3.1). 
例如 ,在 映射 了 :了 = reos, y= rsin8 下 ,8 一 曲线 是 一 族 以 原点 为 图 心 
的 同心 图 ,x — 曲线 是 一 族 从 原点 出 发 的 半 射 线 ,它们 构成 平面 上 的 极 坐 标 
网 .(r,8) 为 点 Р(х,у) ВА, Т ИОА. 


0 у n -i i 
А 
Tmt ъв 
д ш О + 
13.3.1 
二 重 积 分 的 变量 代 换 


现在 , 进一步 假设 = rlu oy = y(u,u) 具有 连续 偏 导 数 , 且 有 


джу} 天 0, 则 由 连续 性 可 知 站 二 计 在 U 上 不 变 呈 . 困 此 ,对 于 UU 中 任意 具 
д(и,ъ) 9(и,0) 


有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 口 , 记 它 的 像 为 下 = T(D) C ү, Вур 
和 边界 分 别 被 映 为 五 的 内 点 和 边界 ,同时 ,由 于 连通 集 的 象 也 连通 ,所 以 五 = 
T(D) 也 是 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 .在 这 样 的 假设 下 ,有 如 下 的 二 重 
积分 的 变量 代 换 公式 ， 


- 240 · 第 十 三 草 ш 积 分 
定理 13.3.1[( 二 重 积分 变量 代 换 公式 ) ”映射 荆 和 区 域 咏 如 上 假设 .如 果 
二 元 函数 F(z,y) ETO) b, 
[renas = | уси, о) ytu, o) | 26529 | duar. 
显然 , 当 flr, y) =l 时 ， 
113 Hu, 302334 | dudu = = mT(D( ТО) 的 面积 ). 


定理 的 证 明 放 到 下 一 一 段 ,现在 先 来 看 一 看 Jacobi 行列 式 的 几何 意义 和 应 
R. 


[13.3.2 


设 T,D 满足 本 节 开 始 时 的 假定 ,(wo,wvwe) 是 区 域 D 中 的 一 点 ,a 是 包含 
此 点 的 具有 分 段 光滑 边界 的 小 区 域 ,并 记 dto) 为 o 的 直径 ( 见 图 13,3,2), 那 
入 由 定理 13.3 ,1 和 重 积分 的 中 值 定理 ,得 


2 21 (х,у) . 
тТ(6)- [15 Iu 35:37 dude =| lu, 517 то 

rr 9 а . 

- TORA ы) та + 0(1) 5 то, 


其 中 (r,s) 为 go 中 一 点 ,0(1) H 4(0)--014 (Ёс 收缩 到 (aoyao)) 892097 
小 量 .因此 


T тТ\в) _ | д\ж,у) 
Ш 
do0 Ma Ba v) (ир Тэн 
或 等 价 地 
92,5) 
тТ(а) ~ Ilu, 0) 79 
这 说 明 Jacobi 行列 式 | ZZ хоо! алия олаи. 


44 13.3.1 ЯРУУ - y)2 + z = a2(a > 0) Br БХ D hh mR. 


aama ань cam +——L  - + . -— — i- 
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и?-+ҥр2”а1 (х-уў?+х? =a 


图 13.3.3 


ЮМ EER r= ur- y = v, 则 曲线 方程 对 应 于 u+ т? а. ВЖ 
这 个 变换 将 左边 的 圆 盘 xz + 太 甩 一 一 对 应 地 映 为 右边 的 椭圆 区 域 品 . 由 
于 


8(х,у) (11 0 
Iluv) ` 
因此 


s= [azas = | | 342.2) X | dudo = К dudu = та?. 
D 


auga wt ea 


例 13.3.2 ЖЩ xy = p,.,zy = q 与 直线 y = ах,у = bx 在 第 一 
象限 所 周 图 形 的 面积 ,其 中 gp>0b6>a»>0. 


图 13.3.4 


Ж 在 变换 zy = Лун = 下 ;区域 D 被 一 一 对 应 地 上 映 为 
=i(u,o)l p Su ду ох bi, 


这 时 有 z = > 3 = V uu РЖ 


“242 ， 第 十 = 章 лал 


— -1,/& 
2(z,y) _ 2 ит 24 
Alu, 7 
1 iz 1 ju 
LIZ Жүз 


因此 ,所 求 面积 为 
| 4‹у- 113 е HE | аша - ЇЕ dudo 


24. 
= 32) 


- 1 jw Їл 29% = 304 -р)ш >. 
极 坐 标 变换 
х = rcos 0,у = rsin 0,0 = 0 = r, = r < + со 
是 我 们 十 分 熟悉 的 . 除 原点 与 正 实 轴 外 , 它 是 一 一 对 应 的 ,这 时 


2(z,y) _ 
а F, 0) 


со59 — rsin 8 
= r. 


8620 гғооѕ Ü 
例 13.3.3 E [ып(ху/тї+ у?)ахду,ДР D = 10у) la? + > 
11. 


解 ”引入 极 坐 标 变换 z = гов 0,y = rsin 8, 那么 也 对 应 于 区 域 户 = 
r, Dls =< 1,0=< 0 =< 2xi. AE 


ПЕТА + + Уу? )ах9у = [еа тг) 
р А 
р 


Л 


aiz, y} 
3 4гад 


2к 1 
一 [ењ xr)rdrd0 = | ад | sn(ar)rdr = 2. 


严格 说 来 ,由 于 极 坐 标 变换 在 原点 与 正 实 轴 上 不 是 一 对 一 的 ,在 应 用 变量 
代 换 公式 时 ,应 该 去 掉 原 点 与 正 实 轴 ,也 就 是 说 ,应 该 用 以 下 方法 来 计算 (积分 

区 域 如 图 13.3.5). 
8 y 
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IESENE + y? Jdzdy= lim Í sin[ x / т? + у? )ахду 
D >t 2,12 
жт ty sl 
е2 
= jim | sin{ rr )rdrde 
= єзгє]. 


27-Е 1 
= | ай | sinta rirdr 


- 1 
_ 1: _ ra sin rr] _ 
= lim(2x 2e)| cos nr + 2 1 = 2. 


J Rh Jy ЕЙ ЗЕЛ ЛЕ, fE RUS 6 D LEHALT) 包含 非 
一 一 对 应 点 集 的 小 区 域 ,从 而 得 到 一 个 区 域 ГБ, КЖЕ D 上 的 积分 
看 作 在 DD 上 的 积分 当 喇 趋 于 DD 时 的 极限 .但 在 了 解 这 种 原理 之 后 ,就 不 必 每 次 
都 照 此 办 理 , 直 接 仿照 第 一 种 方法 直接 计算 ， 


Ф] 13.3.4 RAPE хл? + y* = az Mir = 2а -v z2 + у (а > 0) 
所 围 成 立体 的 体积 . 


г=22-Ҹх+у? 


13.3.6 


解 ” 易 求 得 两 曲面 的 交 线 在 xy 平 面 的 投影 的 方程 为 z* + у = a°. D 
= (lzy) =° + y 态 a?|, 于 是 利用 极 坐 标 变 痪 得 所 求 立体 的 体积 为 
[е -yr ty- (2—2) аа = | (2а 一 产 一 rrara9 


Пэн” 
усы 


27 8 2 a 2 
= | 48 | [2a - -二 jdr=2zrj (2a r-r = ука®. 
Ü 0 8 Ü a 6 
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у? 
例 13.3.5 kita |; + x) = (a,b,c > 0) 所 围 图 形 的 面积 


> 


图 13.3.7 


# 设 曲 线 在 第 一 象限 所 图 区 域 为 .这 个 方程 中 用 + x 项 ,因此 引 
APARER 


х = arcos б, y= brsin 0. 
这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
а(= _ [асо й - arsin 0 
2(r,0)  |bsinð brow ð 
在 6 平面 上 这 条 曲线 的 象 的 方程 是 


г? = аап босов д, 


| = abr. 


tj B 也 所 对 应 的 区 域 为 Di = |(r,0)|0< r <, J “sin бою 0,058 <, 
由 对 称 性 ,所 求 面积 是 D 的 面积 的 两 偿 , 因 此 它 为 


ы pos 
2 [асау =2 farara o = 2 Ѓав h A prdr 
D D, 


= ay |К geos 848 = ын 

变量 代 换 公式 的 证 了 明 

设 开 集 [与 呐 射 工 满足 前 面 的 假设 , 刀 是 口中 的 具有 分 段 光 滑 边 界 的 有 
界 闭 区 域 ,显然 DD 可 以 包 售 在 一 个 算 形 [a ,8] X [cd] 中 .分 别 将 区 间 [a ,#5] 
和 [c,d] 作 2* 等 分 ,并 玉 这 些 分 点 作 平 行 于 坐标 轴 的 直线 ,就 得 到 了 此 和 矩 形 
прн. аат р 的 那些 小 给 形 全 体 构 成 了 一 个 厂 ÉE A, ,而 与 


D 的 交 非 空 的 那些 小 矩形 全 体 构 成 了 一 个 包含 刀 的 多 边 形 B,. 容易 看 出 ( 见 


re eh ана те с er 
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图 13.3.8) . 
А, C Anti Со В, Со B, ' 


Ч ш 

ГГ 
СЛИ 
ЕТТЕ 


图 13.3.8 


i C, = B, N A°, С, 也 是 由 小 矩形 拼 成 的 ,而 且 它 包含 了 万 的 边界 
2D. bF D 是 可 求 而 积 的 , 易 知 
limmA, = limmB, = mD, limmC,.= 0. 
先 对 如 下 定义 的 本 原 映射 了 来 证 明定 理 13.3.1. 
М 13.3.1 H 
T.:z = х(и,о) = u,y = у(и,о) 
8, 
Tpx = z(u,v) y = yu VU) = u 
的 映射 称 为 本 原 上 映射 . 
取 充 分 大 的 ,使 得 B. C UU, 那 么 下 面 的 结果 成 立 . 
引 理 13.3.1 设 丁 为 本 原 映射 , 则 对 于 每 个 属于 B. DEBR, FA 


mR 


mI (R) -| RES Iu, v) (4,0) 


Kl H (0) 为 家 上 某 一 点 ， 

证 仅 对 本 原 映 射 T, 证 明 ,对 T, 是 类 似 的 ， 

因为 x = z(u,u),y = ylu o) 有 具有 连续 偏 导 数 , 且 Jacobi 行列 式 J = 
ну) 在 U ERYR, WART ВЕ = ТО) 的 一 个 分 划 


《因为 直线 段 是 光滑 的 ) ,而 且 它 所 分 成 的 小 区 域 的 内 点 被 有 映 为 其 象 的 内 点 ， 
BE U EJ > 0. 由 于 这 时 成 立 


21657 


J= Fuso) |У 
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所 以 在 每 个 包 售 于 B, 中 的 小 矩形 (图 13.3.9) 
R = le, f] x [gh] 
上 ,对 于 固定 的 u yla, о) 是 vw ARIA hA, А R 3⁄—- wy pa 
T(R) = Ке,у) ек r S fylg) < у убк,ћ) і. 


所 以 ТОК) 的 面积 为 
хх. ) 
ж T(R)=— | drdy = [az | ! dy 


RR) Хайн 
= [сес = steso) ldz = (y(g,n) - yl,g)(f -0), 
Дф еа у РАТ И ДЭЛҮҮ 
mT(R)= SY(üg,6)(h – g)(f - е) = 5204, 9)һЕ 


(=, 
= (02:53) тв, 
ЖЭ g < ç < А. 
如 果 工 的 Jacobi 行 列 式 为 负 的 ,以 上 讨论 中 关于 у 的 不 等 式 反 向 ,重复 以 
上 证 明 可 同样 得 到 


_ |д(ж,у) 
mT(R) = Бенз С: 
证 毕 
renn 在 U 上 的 连续 性 ,我 们 可 找到 一 个 与 无 关 的 正 数 K > 
1 和 ,使 得 当 л 充分 大 时 


| а(х,у) 


Flut) 


= K,( u, u) = B, 
(s,2) 
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总 成 立 . 由 于 C, 是 由 B, 中 的 一 些小 矩形 拼 成 的 ,于 是 由 以 上 引 理 得 到 
mT C) = KmC,. 
因此 
limmT (С С„) = Ü 
F 面 证 明 变 量 代 换 公式 对 于 本 原 上 映射 成 立 . 
8| 13.32 E TARAR, DARA (x,y) Æ ТОЮ) 上 连续 , 则 
[ Feedardy = 1659 о), y(u,z)) 92.2) 


тїр) 


证 记 昌 = (lft, у). 


DET TiD) 


由 于 所 作 的 那些 平行 于 坐标 轴 的 直线 将 口 分 划 成 一 个 个 小 区 域 ,将 它们 
HIA D Dare Рм. ATHA D. C A,, 它 当然 是 略 于 В, 的 小 矩形 ,因此 
EzE 13.3,1, 在 这 样 的 D, 上 成 立 


dudu. 


_ orz,y) 
mT(D;) = эжэ) a? 
这 里 {去 , 士 ) 为 D, PH- z, = х(8:50,),5. = уб, T), MAER 
> An 3) mT(D;) 


- ВЕСЕ es 0, 


жну Р Е D, C A, 的 i 求 和 . цэн 表示 对 所 有 满足 D; C 


DNA: 的 i 求 和 ,在 这 样 的 РО, RIK A (043 并 设 E; = xl; T) J = 
ylä od JBE А 


м * = 性 
SAUE s )mT(D,) = > Г) ттр) 1 >; Fi y )mT(D,) 
1-1 t i 


mD, 


(ü эт] 


= >; Каба, ,9,), уб, 0) | т, 


+ 


+ (EUSE aT) - УУ ааа) aD | то) 


1 DR а) баа) 9025 aap 
+ (2 fz s )mT(D) - > С СЯ), x бту) | яма 


HT DN A; — Ca PA 


` 248 - гсн 2589 


| > ! “Ажьздтт (| 


<H. ээн mT(D) < H - mT(C,) < НКтС, ; 


7 абад) yG, EE | "О 
< HK 2; ` ` mD, < HKmC,. 
因此 当 я ЖК ЛЭ, РШЕ ERNEA 


|| Kæ,y)dzdy = = [et о), у(ш, дэ) |а 2) 4440. 


TiD} 


证 毕 
为 了 完全 证 明定 理 13.3.1, 还 需要 以 下 的 结果 ， 
518 13.3.3 若 工 满足 定理 13.3.1 的 假设 , 则 对 于 性 意 Q, = (wo0, wo) Є 
U,T Ë Qo 附近 可 以 表 成 两 个 具有 连续 篇 导 数 的 一 对 一 的 本 原 映射 的 复合 ， 
证 设 ху = х (4.90) Ур 一 уб шо,» vo), Po = (хо, уо). 


g pry) хол х йл. аа = 


9(8,0)1 саа) 7 ди (ч) 
0, ГЖ ,本愿 映射 
й = х(и,т), 
=v 
的 1асо 42915206.) 222 БАЛЛЛ ла 
90855)! иар Pule 
= (6, Ён 


"HE 2(2, у) Ж Tiluo vo) 的 一 


邻 城 具 有 连续 偏 导数 ， 注意 这 时 成 立 к(т(и,), 0) = u. 
ЇЕ 
Ñ = Ё, 
у = y(g(8,9),9), 
则 有 
х= Ё = (6.0), 
у = у(2(2,1), 9) = ylglrlu, v) v) 0) = уби, v). 
ШТ °Т = T.) T = T. T REE T A T 在 局 部 的 一 一 性 . 
证 毕 
定理 13.3.1 的 证 阴 ， 
根据 引 理 13.3.3, 对 于 每 点 Q = (usv) € D, 存在 它 的 一 个 邻 域 
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2069), ERTA Ф 了 可 以 表 为 两 个 一 对 一 的 本 原 映 射 的 复合 . 由 于 
Ual € DI Es Y D, h Heine-Borel 定理 ,存在 有 限 多 个 分 域 
Us 2061), Ua 2 (Q), Us zl Qs), 


эь , -191 6: 8, 
ЕП а Г D.B 8, = min э ， | 


Жл 充分 大 ,使 得 所 有 [a,8] х [c,d] 中 的 小 什 形 的 对 角 线 长 度 都 小 于 
9 , , 那 么 每 个 与 DD 的 交 非 空 的 小 给 形 , 必 包含 在 某 个 О,СОМР (кк). 
仍 设 D EARR 13.3.2.1222ЕвР71-12 fi = 1,2,0, М) 都 包含 在 某 个 与 
Р" 的 交 非 空 的 小 算 形 中 ,因此 也 必 包 含 在 某 个 Оз Се) h< уз). TEE 
# D.(i = 1,2, M) ERS T = T，。Ti( 为 简便 起 见 去 掉 标记 i, 注意 对 
不 同 的 D, ,可 能 有 不 同 T, 和 T,) ,这 里 T, 和 T, 是 本 原 映射 , 设 


|ё= &lu,v), X= z(£,7), 
0р glu, о), 2 {y= y(£,9), 
那么 
dx,Yy) 9{х,у) а 


94(и,») AE, luso) 
由 于 Т, #1, 是 本 原 喘 射 ,因此 由 引 理 13.3.2 得 


|| Esras ШЕ (2,19). yl, 7))| ICE, q) EBP 
= себи о) gao) yleu), 


ти), Р] | 33:13 | duda 


一 ЕЕЕ 00) 30:33 | дидо. 


因此 
| ftz,y)drdy- У | /\ж,у)атаду 


т{р) БЭХ) 


- Б шин теке 


сїр 


f(etu,o),y(a,o))| ZER дийг, 


л 


证 毕 
n 重 积 分 的 变量 代 换 
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В О ЁОЛ > 2) 上 的 开 集 ,映射 
T:yi = ME Ta) 二 

将 Ú 一 一 对 应 地 映 到 VC R* 上 ,因此 它 有 闭 变 换 TT! 进一步 假设 y = 
yr = Ул To oa) 都 具有 连续 偏 导 数 ,而 且 这 个 映射 的 
Jacobi 行列 式 不 等 于 零 . 

设 吕 为 口中 其 有 分 片 沧 请 边 界 的 有 界 闭 区 域 , 则 有 与 二 维 情形 类 似 的 结 
论 ， 

定理 13.3.3 RAH TEHER PLAH. З (ууу, ya) Ж 
ТО) kiy b h t. ph 2 ЖЖ КАЛЕ 2 


| fl дууг, 
тїй) 


一 EORR (z) сэргэ dri лд 


жі, Jee x = (хүүх, ). 


这 个 定理 的 证 明 思 想 与 定理 13.3,1 Ж{Ш, HE ES ЛЕШ TEJA BE. 
三 维 空 间 中 有 两 种 非常 重要 的 变换 , 一 种 是 柱 面 坐标 变换 ( 见 图 


13.3.10) 
£ = reos й, 
y = rsin P, 


z£ = x. 


(xy 0) (х,у,0) 


图 13.3.10 图 13.3.11 


LW 0 =< r <+ e ,(0 =< 0 =< 2m, - 00 < z <+ оо ЛОГО сут 空间 ,变换 的 
Jacobi 行列 式 为 


d(x =) _ 
Ə(r,0,z) 一 


另 一 种 是 球 而 坐标 变换 ( 见 图 13.3.11) 
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+ = rsin peos б, 
у = rsin фэш Й, 
z = гоо p. 


ER 0 =ç + < + co ,0 < e << =,0 < 0 < 27 В лут 空间 ,变换 的 Jacobi 


行列 式 为 
J(r,y, z) 
了 的 = r*sin p. 


8113.3.6 计算 || (52 + 9)dzdydz ,其 中 器 为 抛物 面 z = x° у 
与 平面 = h 所 转 的 区 域 . 


图 13.3.12 


ЮМ s| ALD SS 3RAEPR z = rcos Ü,y = rsin 8,z = z. ELERT A X 
应 于 re ӨӨ И РОО, = (0,0,2) е Sr S h 0= 8 =< 2=l, 


因此 
Эл 45 h 
т 
| (z? + ydrdydz 二 1 r2rdrdádz = |, dë й ridr [a= = S h°. 


例 13,3.7 REPE: = 1 一 x* у УТЕ: = 0А лу Ж ПЕШ. 
设 此 立体 具有 均匀 密度 o = 1. 

Ж ЗАНЕ хс = rcos0,y = rsin 8,z = zx. 在 此 变换 下 (2 xF 
应 于 -убх 空间 的 区 域 Di = 1(r,0.z)|0 < 8 2к,0< r 5 1,05 z S< 1 — 
к. [КЕ О 的 质量 为 

M = [| drdydz = | гд” 494» 


2 


- [7а | É dz = 2җ [га - rĉ)dr = >: 


. 252 · жа = 积 分 


图 13.3.13 


zdrdydz = гт | кєйгаёа< 


í; 


ni 
Ж- 
нт 


1 
2 


_ 1 2n 1 l-r п 1 242 2 1 
- 十 上 40 | rdr |, zdz = afa - r*yY dr = 7- 
因此 重心 为 { 0,0, 坊 ) 
例 13.3.8 HA || ze нЭахауйг Ф пул? + у? + 2 
п 
< 1# х 220 БА. 

Ж АЖИН ЛЭ z = rsin ecos б,у = rsin феіп ,x = rcos Ф. 
在 此 变换 下 ОРЫ, = 10, ф,6)10< 02,01,04 
= 
2 | .因此 

|| ze (x17 te )drdydz = II ricos фвіп pe” drded0 


п 


图 13.3.14 


一 лит эрэригийн р" er > е o- 
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= |, 49 fe е” | соз фяп фар = "(5 - 2) 


3 


Ө113.3.9 RAREN = ye) S +; + ®; < 110568. 


b е 


图 13.3.15 


Я 引 人 广 六 球面 坐标 变换 z = arsin pcos @,у = brsin psing,z = 
cros p, FE ПАН ЕКЖО, = |(е,ф,9)105:0«22л,0« 2. <<1,0 < e 
< л}. 此 变换 的 Jacobi 行列 式 为 


3(z,y,z) 


a(r, g, 0) = abcr’sin p. 


因此 椭 球 的 体积 为 
| drdydz = | аёсг ын Pdrdepde 


- abe [| 2! “ag | sn pdg = - Tabe. 
事实 上 ,在 R (n 223) EATUS ARR E EE 


ту = reos ФІ, 
25 = rsin Ф(С05 @>, 
та = rsin Psin pocos фз, 
Хар = rsin @isin ф2'°°5ЇПп Ф„—2СО8 ф„-1, 
Xn = rsin Pisin pz SID Ф251 ф„_|, 
其 中 
ОФ <+ 00,05 оо m," 0 S paa 1 < 2x. 
易 计 算 ,这 个 变换 的 Jacobi FIAN. 


ERESI жы) 


ar фу. фа) = гап узіп" t posin фу-;. 


J = 
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例 13.3,10 求 维 球体 B, :rt+z+…+z 扫 民 的 体积 V. 
解 ”在 球面 坐标 变换 下 ,B, 就 对 应 于 区 域 
É, =}(к,фу, Pa- pn-1) 10 & r < R, 
ОФ p < x, 0 < pra 2) 


因此 利用 球面 坐标 变换 得 
М = | ёхүйлүггйх, 


= | r” lsin" pisin" фэгташ pa-3sing, -24г4017 “46, -240, -1 


Е 


т 


R 4-1 л. 2 хо 2 хо 2r 
= А r" tdr Е gide” Е Zr-3dg -ij sin Pazdera, дф„-1. 
ВЕЧА ЕЙ, 


x z 
| sint lopd ф = 2 [нра р. 
0 0 


ХААХ, 
(2606-1311 л -2 
2. (Om)! 27 Po em, 
F sinod ç = 
《2 +1)!!' n em 
即 得 
2т 
Кот, п = 2п, 
V= 2 R2m+1 


均匀 球体 的 引力 场 模型 

设 有 一 个 半径 为 a 的 均匀 球体 (密度 为 常数 p) ,我 们 要 计算 它 所 产生 的 
引力 场 , 即 求 出 它 对 于 单位 质量 的 质点 的 引力 . 

以 球 心 为 原点 建立 直 角 坐标 系 , 则 球体 即 О = f(z,y,z)| rz 二 内 十 中 
= ez. 由 对 称 性 ,只 需 考虑 球体 对 在 = 轴 上 的 具有 单位 质量 的 质点 的 引力 . 
设 单位 质点 Po 的 位 置 为 (0,0,s) ,显然 ,球体 对 质点 Po 的 引力 在 x 与 y 方向 
ШАВ Е, = F, = 0. 

用 微 元 法 求 该 引力 在 = 方向 的 分 量 已 ,考虑 球体 上 任 一 点 Р(х,у, х), Ш 
包含 中 的 体积 微 元 dV 的 质量 为 pdV. 它 对 单位 质点 Po 所 产生 的 引力 的 方向 
BPP = zi + yj + (z 一 s)k 的 方向 相同 ,因此 引力 方向 的 单位 向 量 为 

+i + yí + (>= — s)Kk 


е{х,у,т) = А 
Ух? + y2 + (z — 5)? 
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Ё 13.3.16 


НЯН ЛЕВ, MAAZA JADIS Br 83 BL BJ E ЖАНАЛЕ L, 
与 它们 之 间 的 虐 离 的 平方 成 反比 ,于 是 体积 微 元 dV 对 单位 质点 Po 的 引力 在 
z 轴 方 向 的 分 量 为 
_ z — s 
dF. 一 G (z? + у? + (2 Ш 0)2)3208У. 
其 中 G 为 引力 常数 .因此 ,整个 球体 对 单位 质点 Po 的 引力 在 х 轴 方 向 的 分 量 
为 


Ш 285 
к= бе | багийн 


=G | rr ed 
作 球 面 坐标 变换 лс = rsin pcos #,у = rsin psin 0,205 ros 六 就 得 
F,= G — espi) ?sin 47440 
Р 1 (52+ 5 2 2уусов p) нэ "ер 
_ се |, дө |° ar]. iros g — sjsing | 
Ü 


o (r? + 52 — 2rscos р)? P. 


在 积分 


r= | {regs ф— s)sin @ 
о (r? + 52 — 2rscos o)? 


中 , 令 ё = г? + s? — 2rscos CEITA 
_ 1 т (== -1) 
! 25у ИЯ ë % 


-l -E 418-4) 


ade 
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Ü, r > s, 
E -4, r < s. 


5 


即 
2m a 2 3 
21,| Æ 4ла 
Шш Go | "а | rar] 2) -G 4795, зра, 
. 2к 5 21 475 
Ы 2 _ = __ ЖАЗ 
Ge 1, d9) dr| 5) Go 3 ， s < а. 
上 式 的 物理 意义 是 ， 


(1) #5 > a 时 , 即 质 点 在 球体 外 或 球面 上 ,球体 对 质点 的 引力 等 效 于 将 


整个 球体 的 质量 p TE 全 部 集中 在 球 心 时 , 球 心 对 该 质点 的 引力 . 这 在 天 体 
力学 中 有 很 重要 的 应 用 ,在 考虑 旦 球 之 问 的 引力 时 ,常常 将 星球 的 质量 看 作 是 
集中 于 球 心 来 处 理 . 

(2) 当 s < a 时 , 即 质点 在 球体 内 部 时 ,球体 对 质点 的 引力 等 效 于 一 个 球 
心 与 原 妹 相同 , 面 半径 为 s 的 球体 对 该 质点 的 引力 . 即 , 等 将 于 将 半径 为 ， 的 


球体 的 质量 p 4: 全 部 集中 在 球 心 时 , 球 心 对 该 质点 的 引力 ， 


5 题 
1. 利用 极 坐 标 计 算 下 列 二 重 积分 ， 
(1) | ee?dzdy, 其 中 рен 12+ у = R2( R > 0) 所 围 区 域 ; 


(2) | (z + >)dzdy, 其 中 卫 是 由 圆周 z2+ у? = к + y РКА, 


э) [dedy dth D EAMA? +y? = 1 ЖЖ 


+ х y 
围 成 的 在 第 一 象限 上 的 区 域 . 
2. 求 下 列 图 形 的 面积 : 
' (]) laiz + буу? сү» 十 【qz + bay + с}? = 1(2 = aibs ~ азр Z 
0) 所 国 的 区 域 ; 
(2) 由 抛物 线 认 = тх, у = пх(0< m <n), HR y= ar, y= 8 (0 
< e < 8) 所 围 的 区 域 ， 
(3) 231543 (х2 + у)? = alr? – 31у?) (а > 0) НЕЕ; 
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4 
(4) ma[ z, Xy) е еар > 0) FEB z > 


0,y > 0 的 部 分 . 
. 求 极 限 


2 


im 5 | fr,y)drdy, 
1 +y sp 


其 中 f(z,y) 在 原点 附近 连续 ， 
4. 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 二 重 积分 : 


() | VE +5 )drdy, JEF D иШ +/у = 1 所 
围 区 域 ， 

т? 2 | т? 
о) | (2 эрэ UR D жий, +5; = 1 所 国 区 域 


(з) [асау ЖФ DEMARE + y = 2, x = 0 y = 0 所 国 区 
域 ， 
‚ 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 三 重 积分 ; 
(1) III (ж? + у? + «?)йтдуда, HP N Ж®Ё|(т,у,т}\т^ +y? + 
й 


+? 


ll; 
2 2 2 2 
(2) [| НЛЛЛМЛЛТ ЭЛ 
2 


«Ху рх 


(3) IE Мх? + y2dzdydz, 0 Еу = м 25 - х 及 平面 = 0, 


ala > 0) у-0 ЕБ; 
(4) of zint ta? ty tr’) дүй RPO BR (суул) 424 


Ш tte + ° +z 
угж, 
(5) || (z + y+ zYdrdydz, О ЗЕ + y = Zaz 与 球面 
х? + Е + 22 = За? 所 围 的 区 域 . 
6. REM r? +y + z2 = R2 BEDLI z2 + y = RztR >0) 所 国立 体 
的 体积 . 
7. RYN z = 6 — x? — у? Ч = = y z2 + 只 所 围 立体 的 体积 . 


(л 
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8. 在 一 个 形状 为 旋转 抛物 面 z х + y HERAN, CARA Sr cm 的 
Ж.Х А, 120r ст? 的 水 , 问 水 面 比 原来 升 高 多 少 厘米 . 

9. ВЖИ 22+ y t Re ,在 其 上 任 一 点 的 密度 在 数量 上 等 于 该 点 
ялан 求 球体 的 质量 与 重心 . 


2? = 
10. 求 均匀 注 片 | 


的 质点 的 引力 . 
11. 求 下 列 曲 面 所 围 区 域 的 体积 ， 


Х| 29 Е (0,0,с)(с »0) ДЭМБ УЕ 


x = 2 
о (55 5+5) = arla,b,c > 0); 
2 20 
(2) (2 + z) + (2) = Ца.,б,с»0). 
12. 计算 下 列 n 重 积分 . 
(1) | va + жу + ` + rz,dzr dz. dr, ЖФ 0 = 
n 

(ж.ж, ra) Га к в ,0 = 1,2,… nl; 
(2) (© + 22 二 +)dzidzamdzr Эл 维 球体 x? + zŠ + 


n 
+ х2 =< 1. 


54 МЕН) 


无 界 区 域 上 的 反常 重 积分 
设 D 为 平面 R2 上 的 无 界 区域 , 它 的 边界 是 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 的 ,也 


上 的 痛 数 f(x,y) 具 有 下 述 性 质 , 它 在 了 D 中 任意 有 界 的 、 可 求 面积 的 子 区 域 上 
可 积 . 设 工 为 一 条 面积 为 零 的 曲线 , 它 将 刀 割 出 一 个 有 界 子 区 域 , 记 为 Dr( 本 


BEELER) а 4(Г) = а л + у | (х,у) € ГЖ TARARE 


D 
r 
Ё 13.4.1 
定义 13.4.1 车 当 d(T) 越 于 无 穷 大 , 即 Dr TD, [Суад 


Ог 
HAREE, LARAK P ORREK, AR FIz,y) 在 站 上 可 积 ,并 记 


一 um- y Pam re x -- 
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rarg = ийт Кахудахау, 
D Dp 
ZAARA УС, у) 在 无 界 区 域 DD 上 的 反常 二 重 积分 ,这 时 也 称 反 常 二 
重 积 分 | 7(z ,y)dzdy Ей. 如果 右 端 的 极限 不 存在 ,就 称 这 一 反常 二 重 积 
D 
分 发 艇 ， 
与 一 元 的 情形 一 样 ,为 了 容易 人 手 , 我 们 先 考 虑 函数 是 非 负 的 情况 . 后 面 
将 看 到 , 非 负 函数 的 反常 二 重 积 分 的 收敛 问题 具有 特殊 的 意 习 . 
引 理 13.41 Ж 六 zy) 为 无 界 区 域 辣 上 的 非 抽 函数 ,如 果 | 了 | 是 一 
пн, уе р Ур, 
СРС C D, С, & та (Dp) = + оо. 


那么 上 /x,y)dzdy ED жанла ня [лс y)dzdy k 
р Б, 
ж нажа, 
Ї гсс.удагау - lim | Ол, учду. 
р | р, 
证 МЕЛЕНА, РЕННЯ. 
如 果 | | f(z ,y)dzdy | бй, lim | f(z,y)dzdy = 了 我 们 现在 证 明 


„=ч dzdy = I. 


对 于 曲线 p. (Г) = supiy z2 + y | (z,x) € Г|. ВИ шаа(Г,) 
=+ 得 知 当 nn 充分 大 时 ， A k Ad) > p(T), 因此 由 数列 
|Xz,y)azdy| 的 单调 增加 性 得 


(zwardy = J Arsiz = [. 
Dr D, 


另 一 方面 ,由 数列 | | 7(z ,y)dzdy | 政务 于 1 得 到 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 < H 


在 正 整 数 N ,使 得 
[лч y)dzdy > І — є. 


因此 当 аг) > (Гу) 时 就 有 
r> f(z ,ydzrdy > Se, yaxdy > I-— є. 
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这 就 是 说 
уау = І. 


Р) 
证 毕 
例 13.4.1 ED = ilz, laa = z2 + y <+ sol (a > 0). ië r = 
хү =+ yx, 
_ 1 
fz уу? 一 16; > 0) 


为 定义 在 刀 上 的 函数 .证 明 积分 || F(z,y)dzdy 5 p >20 5 p <2 
ЖИН. 
证 BT, = iey ley = pp > а), НЮ р Н 
为 
D, = {ry) ar + 2 00. 
因此 利用 极 坐 标 变换 得 
2л Р Р 
z zdy = r Pdr = 2r | #!-#dr. 
Їл ,y)dzdy | а |" dr = 2 Ї d 


що 趋 于 正 无 穷 大 时 ,最 后 一 个 积分 当 p > 2 В Ч p < 2 时 发 散 . 故 由 
5 的 任意 性 ,从 以 上 引 理 就 得 知 所 需 的 结论 ， 

从 以 上 推导 可 以 看 出 , 当 为 扇形 区 域 

laar dto a KOKE (a,B C [0,2r])| 

时 ,上 述 结论 也 成 立 ， 

读者 不 难 参照 一 元 函数 的 情况 导出 比较 判别 法 ， 

定理 13.4.1{ 比 较 判 别 法 ) 设 上 为 RR 上 具有 分 段 光滑 边界 的 无 界 区 
R, EDERTO fir, yagli r, у). А 


(1) 8 асе y)dzdy ККЕ, [се ›)ахду 也 收效 ; 


(2) 3 [ес yazdy ЖАВ, [ес ‚„у)ахау LRK. 


证 明 从 略 . 

无 界 区 束 上 的 反常 二 重 积分 有 一 个 重要 特点 :可 积 与 绝对 可 积 的 概念 是 
等 价 的 ， 

定理 13.4.2 设 辣 为 了 上 具有 分 段 光滑 边界 的 无 界 区 域 , 虽 f(z,y) 
在 口上 可 积 的 充分 必要 条 忻 是 |f(x,y)| Жр Бзр, 

证 i 
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еэ) 当 Р(х,у) 2 0, 
fF Cey) = 当 (х,у) < 0; 
0, 34 Р(х,у) > 0, 
f (25у) = o 4 flr, y) 0. 
显然 ,这 两 个 函数 都 是 非 负 的 , 且 不 大 于 | y). 
因此 ,由 比较 判别 法, 车 | f(x,y)| 在 DD 上 可 积 , 则 /* (х,у) Ж 
f (х,у) SED 上 可 积 ,于 是 
fiey) = f (z,y) - Ў (х,у) 
也 在 D 上 可 积 . 充 分 性 得 证 ， 
ШШЕН ДЖЕ, ӘК ШЕЕ. Ж f(x,y) 在 DD 上 可 积 ,但 |f(x,y)| 在 DD 
上 不 可 积 . 由 于 
Ру) = 7 (z,y)+ f" (z,y), 
那么 非 负 函数 lr, p MF (х,у) PESA р EAE. AAR R 
Р(х,у) Ж D EA. НЭ 13.4.1 知 ,对 于 任意 大 的 正 数 K, Е—Ж 
曲线 Г, ЕТНА D 的 有 界 子 区 域 Dr 上 成 立 


їг (т,у)дх4ду > K. 


ЕДИНДЕР еле k hI. ,它们 制 出 的 D WAR аЙ 1, W 
É 

D, C D, C + C D, C, R limd(D,) =+ оо, 
且 


| Р (z,y)dzdy > 2 || fley)! dedy +n (п=1,2,°). 
D+ Р, 


因此 
| f Сувд > ПС, у)\дйтду+п (n =1,2,). 
р-р, 
由 于 (х,у) Ж D. = D, 上 可 积 ,所 以 产 (z， y) Æ D,a —- D, EARLE 
Ё 81 习题 4) ,其 Darboux АИТ Р, - D, 上 的 积分 .所 以 充分 细 
分 De- D, б, (х,у) 的 Darboux 小 种 


5, 


Ymi | P (z,y)dzdy-1 


Dain 


> | Сс.) асбу 1 (я = 1,2,5), 
Р, 
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其 中 Де ЖН D, — D, 后 所 得 小 区 域 的 面积 Gi = 1,2,… 54) ;mw 为 
Р(х,у) 在 小 区 域 5 LETAT. AERA, FEWE р, – D, 上 的 小 区 
域 , 在 它们 上 面 成 立 m, > 0, 记 Р, 为 所 有 这 样 的 小 区 域 的 并 集 . 于 是 


ЇР (х,у)ахау = > m Aol, 
Р 1 


> Гес) асау + я-1 (= 1,2,5). 


记 Е, = D, U P. ,就 有 
Гес, у)ахду 
Е, 


= [есе у)4дхду + ПАСКО? 
= yC .y)azdy + ЇР (х,у) хау 


>- || \ў\е,у)!атду + |F (т,у)ётду>п-1 (a 1,2,6). 
p Р 


问题 是 E, = D, U P, 不 一 定 连 通 ,这 时 我 们 可 以 用 一 些 狭 小 的 “走廊 ”将 其 
连通 后 得 到 区 域 3, , 面 且 这 些 “ 走 万” 的 总 面积 能 充分 的 小 ,使 得 


JC, y)dzdy >п—2 (n = 1,2,:-). 


这 说 明 (х,у) Ер ЕФЕ, УВЕ. 
ШЕЕ 
至 于 如 何 计算 ,我 们 同样 可 以 采用 化 累 次 积分 利 变量 代 换 的 方法 . 如果 一 
个 反常 二 重 积分 化 为 累 次 积分 后 ,其 累 次 积分 是 收 仇 与 绝对 收 钱 的 ,就 可 以 继 
续 计 算 下 去 ,这 就 是 下 面 的 定理 ， 
定理 13.4.3 Ж fz,y) 在 DD=[a,+%)xl|lec,+ о) E+$, E 


Га [лао Ф| Р(х,у) ау 4,0 /(х,у) D E sr 
$R, m Н. 
f(z,y)dzdy = | а] f(z,y)dy. 


Їа, лог Х(с, +9] 


至 于 反常 二 重 积分 的 变量 代 换 ,我 们 有 与 常 义 二 重 积 分 同样 的 公式 ,就 
是 : 
定理 13,4.4 FCR KB 2 SK. 
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| f(z ,y)drdy 一 КЕЕ х), у(ы ,| 805333 dado 
Тїр) D И 
RERA Ер K 3 0 Д k k E 5 — МДУ Ж. 
ERARE, НЭЭ НИС” ЭШ, ЕЭ У БИЛУ, HR 
与 定理 13.4.1 ~ 定理 13.4.4 相同 的 续 论 ,这 里 不 再 展开 了 (注意 : 例 13.4.1 
中 的 "p > 2” g“ p < 2” 要 分 别 换 为 *p > na” HI p = n". 
例 13.4.2 计算 II еа у. 


белу 


13.4.2 


# ”由 于 被 积 函 数 是 正 的 ,因此 


R R 
| e (zty) дуг dim e ‘rtdzrdy = lim | dz | e (zts)dy 
Оу “Зол исв 中 z 
R 
= „йт -| ez[e*]Ëd+ = Tim | (e7 – er R)dz 
— + со 一 上 十 Ü 


= lim 220 - e 2R)+ e 26 -е*\= L 
事实 上 ,我 们 已 经 指出 可 以 直接 用 化 累 次 积分 方法 来 计算 ,因此 
|! e “+9 дуг | dz [edy 


re jm _ [t >, _ 1 
=- |, etle]; dz = | ede = 广 ， 
以 后 我 们 都 采用 这 种 方法 , 面 省 略 极 限 过 程 ， 
例 13.4,3 Я | se dray РЖ | ax. 
K 0 
解 “利用 极 举 标 变换 x = reos б,у = rsin 0 ,R2 就 变换 为 


D = Kr, Osr <+ so ,0 =< 05 2л}. 
因此 利用 变量 代 换 法 得 
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25 += 
[еа = | ст гагад - | ав | re" dr 
D 0 а 
Е 
+= 2 
= 2 -rdr = т. 
“1, re r T 
又 由 于 Re = (— so, + co) x (— оо, + %), 所 以 化 累 次 积分 得 
Ы + +s 
T= (Кы = | dz | e (ty) dy 
и = w 


因此 


所 以 


最 后 一 个 积分 叫 Poisson 积分 ,在 概率 统计 中 有 着 重要 应 用 . 
无 界 函 数 的 反常 重 积 分 
设 呈 为 了 上 的 有 界 区 域 ,点 Po € D ,f(z=,y) E DNP, 上 有 定义 ,但 
在 点 Po 附近 无 界 (Po 称 为 SRA). 
设 y 为 内 部 含有 Po 的 .分 段 光滑 的 闭 曲 线 , 记 о 为 它 所 包围 的 区 域 . 设 二 
重 积分 
| FC,y)drdy 


Оҳо 
总 是 存在 . 
Ж УХ 13.4.2 oly) = supii P — P | |P € yl]. # o (y) TEN 


Ї f(z,y)drdy 的 极限 在 在 , 且 极 限 值 与 的 取 法 无 关 ,就 称 убт, у) EDE 
Dia 


可 积 ,并 记 

[Aeara = Jim, одао, 
ЛИВ АЖ ((с,у 在 D ЕЕЕ, Ж aa a 
数 的 反常 二 重 积分 | F(z，y)dzdy ий, АНИАД, kau — 


反常 二 重 积 分 发 散 . 
如 果 函 数 护 z,y) 在 区 域 口上 有 奇 线 Do, 即 Ул) ТЕШ r 附近 无 界 (但 


一 
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БЕРАГ 上 有 定义 ), 同 定义 13.4.2 一 样 可 以 定义 fry Ж D ҺЕ 
二 和 全 积分 ,请 读者 自行 将 定义 补 上 . 


例 13.4.4 D= (х,у) а + 2 atl la >0). 记 rr = v z” + у, 


f(z,y) = РЕДІ > 0) 


为 定义 在 了 \ 100,0) 上 的 函数 .证 明 | у(х „у)ахду Ч р < 2 ЕМ p 
D 


202813. 
证 Жу, = 1(z,y)|z° + y? = 020100 < o < а), ТАТ у 
D, = (х,у) =° + y? 21. 
因此 利用 被 坐标 变换 得 


| asiza = | ae [rar = 2л far. 


当 p 趋 于 零 时 ,最 后 一 个 积分 当 pp < 2 КЭК, Ч p > 2 RR. ah o 的 任 
意 性 及 f(z,y) 的 非 负 性 ,就 得 知 所 需 的 结论 . 

辣 无 界 区 域 上 的 反常 重 积分 情形 一 样 ,比较 判别 法 也 对 无 界 隔 数 的 反常 
重 积分 成 立 ; 此 时 可 积 与 缩 对 可 积 的 概念 也 是 等 价 的 ; 它 的 计算 也 可 以 用 化 累 
次 积分 和 变量 代 换 的 方法 来 进行 . 

无 界 区 数 的 反常 积分 的 概念 也 可 以 蕉 广 到 高 维 空间 去 ,这 里 不 详 述 了 . 


8113.4,5 "1755 Хэн р = [(z,y)| 2 + 2 < zl. 


图 13.4.3 


解 ”利用 极 坐标 变换 , 疡 就 对 应 于 Di = (06,0) -2500«0 2.06» 
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L s Jaras- f? Ñ a= = |, соз 640 = 2. 
+ У р, 


注意 这 里 的 反常 积分 通过 变量 代 换 变 成 了 ву. 
例 13.4.6 计算 | е teh р = Í(z,x)|0< z < 1,0=< y 


zdy f | ху 
р (r° + SSE үгэ уул 


= RE -ja =2—Э. 


例 13.4.7 HA 1 ry et 


у? 一 
32 + 1. 
Ж ”利用 球面 坐标 变换 z = rsin peos @,у = rsin psin 0,z = roos p, 
ЖЕ О 对 应 于 Qi = |(r,e,0)|0 < r < 1,0=ç 0 = 2z=,0 < e al, AE 
drdydz к°вїп e 
= Зг4ра9 
ЇЇ 41- 1 41-»2 P 


22 - уг – 2? 


= [ав | sn d [ ” ar = m 
ü 0 РОР оі > | 
注意 这 时 奇 线 在 边界 上 . 
还 可 用 另 一 种 方法 计算 这 个 反常 积分 ,并 且 可 以 推广 到 高 维 , 如 下 所 示 : 
当 п 2-2 В, 


I= | dzidrs dz, 
_ — 2 2... 
2а? 1 1 на 12 Ta 
2 2 2 
1 一 1 ах, 
一 ДдтүйлдЧк„-| Ts; 1 М1- 27 - 2 2 
анун наї sa л Ta ++-1 Ti +2 Ea 
(1 me 
хо, п = 2m +1, 
т! 
z 2 2 rt 一 | 
күлү» рі Gm —1)!! (2z)”, n 2m 


这 里 利用 了 [= = < 和 工 节 例 13.3.10 的 结果 . 
-a a" u 


а s -- -o 
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2) 题 
1. 讨 论 下 列 反 常 积分 的 伍 散 性 ; 


Пхау 
Шс Еи 


о) ОО 27 ardzdy'D = (х,у) ОУН, W B 0 < ж 


«| ез) = = M 为 常数 ); 


(3) 1 а dedy, ЖӨН p(xz,y) 满足 与 上 题 同样 的 条 
件 ; 
(4) тэй 
[Ha] 0a] ' 
(5) dzdydz 


2 .计算 下 列 反常 积分 ， 
(1) dedy, 


25. /у? + у? 


r +y sx 


D | бн p = 10,0 хэн, p> >l 


ыг 


2 
(3) e 421 )ахаду; 
хэр 


3 
ов 


ta 


Кы 


(4) [: “ӨСӨН 0 drdydz. 


3. 设 口 是 由 第 一 一 移 限 内 的 抛物 线 y = r, AA 2 + у= 1128 хс 
Цаад 2205, ka 


2 \2 
z 
4. 计 算 积分 | e -laitat ЖӨ фт ейд„. 
p” 
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有 向 面积 与 向 量 的 外 积 
先 来 看 一 个 例子 . 
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前 面 导 出 二 重 积分 变量 代 换 公式 
Їл (=,ујахау = ресе), y(u,ə)) 2 Эи 22У) | вий 
Тр) 


时 已 经 指出 ,加 了 绝对 值 导 的 Jacobi 行列 式 | 92229, 的 几何 意义 是 zy 平 而 
上 的 面积 元 azdy Suo 平面 上 的 面积 元 dude ЖК. WA ЖИВ 
AHELA Jacobi FFAIR TE 的 几何 意义 又 是 什么 呢 ? 一 个 顺理成章 的 回答 
应 该 是 , 它 代表 带 符号 的 而 积 元 之 间 的 比例 系数 ， 

带 符号 的 面积 称 为 有 向 面积 .现在 我 们 从 最 往 单 的 平行 四 边 形 出 发 ,给 出 
有 向 面积 的 定义 ， 

Жа = (a1,42),b = (54,62) 为 平面 Re 上 两 个 线性 无 关 的 向 量 ,本 为 RR 
上 由 向 量 a 和 所 张 成 的 平行 四 边 形 ,我 们 规定 :如 果 从 向 量 a HRE HR 
转 到 是 是 道 时 针 方 向 ( 见 图 13.5.1) ,这 个 平行 四 边 形 的 面积 为 正 ,否则 为 负 . 


容易 看 出 ,二 阶 行列 式 й Ñ 是 由 a ЖЬ MERRTE H HHE 
1 z 


向 面积 ;由 解析 几何 扼 道 , 它 的 绝对 值 就 是 五 在 普通 意义 下 的 面积 .将 这 两 个 
向 硬 用 极 坐 标 表 示 为 

а = (ricos fp risin 01), b = (rzcos 0, rosin 0,), 
FA a 出 发 在 五 中 旋转 至 六 РЕЈ ЈН, MA 6, < 0; < 8, + т, it, 
ar а 


b, bal 


= rir. [cos 0 sin 8, — sin ficos 0.) 


= ууәзїп(б› — 8,) > 0. 
与 五 的 有 向 面积 的 符号 规定 一 致 . 此 外 r Ж a ЖЬ 的 位 置 , 即 从 a 出 发 在 
H 中 旋转 到 8 是 顺 时 针 方 向 的 , 则 结果 反 号 . 
我 们 将 这 个 行列 式 称 为 向 量 a 与 8 的 外 积 , 记 为 a A Б, Вр 
ёр 492 


Ab = . 
° b b> 


易 验证 外 积 运算 具有 以 下 性 质 ; 
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(1) 反 称 性 
aAb=-bAa, a,b€ F, 
因此 立即 得 出 
a Aa =0, аЄК. 
(2) 双 线 性 (分 配 律 》 
a ЛМ(ф+с)=аАЬ+а Ае, 
(a+b)Ace=aAe+bA:c:i, a,b,c € R2,A € R. 
(За) Ab =a A (АБ) = Ala A b), 
这 两 个 性 质 的 几何 意义 都 非常 明显 . 
例 13.5.1 Bee 为 RR 上 的 一 组 基 ( 不 一 定 要 求 正 交 )， 
8) = апе] + 21262, 
q; = Ang; 42262 
ERE 中 的 任意 两 个 向 量 ,那么 由 外 积 的 性 质 ， 
aji A az= (ane, + anez) А (але + 8262) 
= ayan, А ё + 8цй26) А ез + арале; A eí + 01242262 A e 
= ацаззёу А ёз + 81282162 № er 


811 ар 


= (411822 一 аза) е A B82 一 e Á ёс. 


az 
上 式 两 端的 а, A gz 和 el A e2 分 别 表示 由 aa M ej ez AIRA TITA 
| 
JZ ATI] БХ, 11:91, a а 就 是 这 两 个 有 向 面积 之 各 的 比例 系数 .车 
21 422 
行列 式 大 于 零 , 说 明 这 两 个 有 向 面 祝 的 竺 号 相同 , 即 共 e, 到 ео 的 旋转 方向 与 
Жа, Э] a, 的 旋转 方向 相同 ;六 行列 式 小 于 霍 ,说 明 这 两 个 有 向 面积 的 符号 相 
反 , 即 从 e, 到 e, 的 旋转 方向 与 从 a, 到 a, 的 旋转 方向 相反 . 
平面 上 的 向 量 的 外 积 的 讨论 可 以 推广 到 R° 上 去 . 设 
а; 一 (aa Qin. t. Gin) + = НУЛАН m, 


定义 它们 的 外 积 为 


41 4} 


алал Аа = 


ан] Anz 77 Gn 
它 是 由 ai Лал А a 所 张 成 的 平行 2n 而 体 的 有 向 体积 .而 且 这 种 外 积 


也 满足 反 称 性 和 分 配 律 . 
Mn n = 3 时 ,如 果 = (alan as), i = 1,2,3 是 Rs 中 的 三 个 线性 
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无 关 的 向 量 , 那 么 
ay 42 41 


а, Лаз А аз = іа 42 ад 


ам аю аз 
从 几何 上 看 就 是 以 аг, йг, аз 为 棱 边 的 平行 六 面体 的 有 向 体积 : 当 a ,а:,аз 
构成 右手 系 时 ,体积 为 正 ; 当 aaa 构成 左手 系 时 ,体积 为 负 ， 

微分 形式 

从 例 13.5.1 得 到 启发 , 若 能 将 重 积 分 变量 代 换 公式 中 的 微 元 关系 写成 形 
式 


dz A dy = Pdu A do, 


就 无 须 顾 轧 变量 代 换 的 Jacobi 行列 式 的 符号 等 问题 了 . 但 是 ,这 里 的 dz、 
dy( 或 dudu) 并 非 向 量 ,因此 需要 引入 微分 形式 和 外 积 的 概念 . 
我 们 已 经 学 过 ,一 个 可 微 消 数 (z 1 ,7x2，… ,zn) 的 全 微分 为 


它 是 函数 Arira) HAT ERRARE dx1,dx2,… ,dx 而 产生 的 
相应 增 基 的 一 阶 近 似 , 而 且 必 是 dridze dz, 的 线性 组 合 . 因此 ,如 果 将 
dri dzz dr, 看 作 一 个 线性 空间 的 基 , 蚌 有 其 合理 性 的 , 我 们 如 下 构造 这 
样 的 线性 空间 ， 
Ж U 为 R* 上 的 区 域 , 记 x = (zizt) CU) О Бе 
HARA H dridaz: de) 看 作 一 组 基 , 其 线性 组 合 
a (x)dz, + as(y)dz; ++ a,(x)dr,,a,(x) € СО) (г = 1.2, n) 
称 为 一 次 微分 形式 , 简称 1 - 形式 .1 - 形式 的 全 体 记 为 Ai( 严 格 说 应 是 
АХ). 
对 于 任意 wy E АЛ, 
w = а(х) + as(x)drz; + + a,(x)dz,, 
р = bƏi(x)dzi + ba{x dr + 7° + b,(x)dz,, 
我 们 定义 w+ n Miola € CHU) 为 
ө + 1 = (а(х) + bi(x))dzi + (аз(х) + bs(r))dxz; + 
+ (а(х) + b,(x))dzx,, 
Aw = (A(x)a(x))dz + (A(x)a(x))dr, + + (А‹х)а„(х))Чл„. 
这 显然 满足 交换 律 .结合 律 以 及 对 CU) 的 乘法 分 配 律 . 若 定义 A! сг 
元 ”为 
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0 = 045; + Odzs + ** + Odry, 
而 且 定 类 一 ww 为 
- w = (—ai(x))dz5i + (~ а;(х%))4т; ++ (-а(х))4ха. 
那么 A! 成 为 一 个 CU) 上 的 线性 空间 . 
进一步 ,在 ldz1,dzx2,…,dzs1 ЖЕЖ TARAFTA, WA dr, A dx;(i， 
7 了 三 1,2……72), 称 为 axi 与 dz 的 外 积 (暂时 先 将 它 看 作 一 种 记号 ). 
仿照 向 量 的 外 积 , 规 定 
dr; А dz, =- dz; А dz; dz; A dz; = 0(;,; = 1,2,,n). 
因此 共有 C 个 有 序 元 
dz; A dz, 15: == n, 
同 А! 的 构造 类 似 ,以 这 些 有 序 元 为 基 就 可 以 构造 一 个 线性 空间 A2. А? 的 元 
素 称 为 二 次 微分 形式 ,简称 2 - 形式 .于 是 A 的 元 素 就 可 表 为 
„21. gú(x)dz; Л ав. 
这 称 为 2 Н. | 
例 13.5.2 在 RE 上 ,42? 的 基 为 dr, А dz>s,dzi А dz, fl dz; А dz3, 
而 R: 上 的 2 -形式 为 | 
>Ë gtx dr, A бх. 


Е. 


t, E jdr dra dz, 中 任意 选取 六 个 组 成 有 序 元 , 记 为 
dx; A dz; ACCA dz, » 
这 里 11,10,7771. BARGIL, 2ean PEBRE k AR g E ЖЕ, ЖЕП 
也 把 А 称 为 外 积 ), 规 定 
dz; A A dz; А йт, Аз А dz; 
=— dz, A Аал Аад Ас” А ах;, 1 r= - 1, 
而 且 如 果 i. iy лэг 中 有 两 个 是 相同 的 , 则 dx, Аах, A = A dz, = 0. 因 
此 共有 C: 个 有 序 元 
da; A da; Л Айт, 1860 < < < h < n. 
以 这 些 存 序 元 为 基 构 造 一 个 线 人 性 空间 A. A 的 元 素 称 为 上 次 微分 形式 ,简称 
k 一 形式 .于 是 -Bk 形式 就 可 表示 为 
Br ipei dT A dz; А нь Л dx; . 


Iz < < nsn 
这 称 为 — 形式 的 标准 形式 . 
特别 地 ,4 是 CU) 上 的 C = 工 维 的 线性 空间 , 它 的 基 为 dzrl A dz; А 
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+ А dzr, ;因此 一 般 n -ERA 
віх Adr Ас A de,n, gE CHU). 
EEH Ээ > nih, ЭН Ах, A dr A "A dz; = 0, 因此 A = 0. 
U 上 的 连续 可 微 函 数 称 为 0 ~ 形式 ,它们 的 全 体 记 为 如 , 它 也 是 一 个 线 
性 空间 ,函数 g = 1 Rb — Е. 
例 13.5.3 ЕВ E, 
w = 2307 А dz, — тойт А dx; + ++dz> А ахз 十 
dr, А ёт; + тїйлү А dz; 
的 标准 形式 为 
w = (1 — xi)dr А dzz + zidz) А ахз + (x: + zs)dzo A ахз. 
微分 形式 的 外 积 
现在 把 dr; A dz, 中 的 A 理解 为 一 种 运算 . 先 考 虑 任意 a ,7 С Al, 
w = ay(x)dzi + ao(x)dz; + + а„(хХ)йт„, 
р = bi(x)dzi + bx(x)dzr; + `= + ф„(х)Чхь, 
定义 名 与 ”的 外 积 为 


w À у= > a,(x)b (xdr; А дл; 


2) (а(х), (х) - ajx); (x))dz, A dz, 


Тег рн 
а2х) айх) 


b; (x) b; (х) 


|> Юн 

它 是 А? "Ж. 

显然 ,这 样 的 外 积 定 义 可 以 推广 到 任意 的 Ai pA 上 去 .为 此 ,将 前 面 的 
线性 空间 до, A e д” 合并 为 

A=AbD+AL+- +A, 
则 АЖ—1 С + CL + + C2 = 22 维 的 线性 空间 . 它 的 基 即 为 Л", АТ, 
A" 中 的 基 的 全 体 ,4 中 的 元 素 的 一 般 形 式 为 
шө = аю F ca Test das а; C АГ3-0,1,38 л. 

现在 在 A 上 引入 外 积 运算 Л: 

Wde = dz; A х A A dx; ,dry = dz; Лаз, A A dz; W dzy 
与 dz; 的 外 积 定居 为 

dz; А dz; = dz, A dz;, АА dz; A dz; A dx; ACCA drj» 
它 是 (p + q) – 形式 .显然 如 果 工 和 jJ 中 有 公共 元 素 , 那 么 dr; A dz; = 0. X} 


dr; А dz, 


чет nnp HRE rÑ 一 一 
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于 一 般 p- ÉR o = 2 gr(x)dz; Mg- Ёз = ЎА odr, E Y o 和 
I J 
з Шо A ?为 
о Á 7 = 2;8v(x)hy(x)dzi A daz. 
®Ж(р + q) 一 形式 ,在 A 中 引入 外 积 运 算 后 ,就 明白 为 什么 在 微分 形式 的 定 
义 中 采用 外 积 符号 A , 它 把 定义 与 运算 统一 起 来 ,在 外 积 定义 中 ,实际 上 假定 
f p= 1,g 2® 1. 0-хҗ f, 我 们 补充 定义 
fe = f A о = 2 f(x)gi(x)dzr, w C Л”, 
外 积 有 以 下 性 质 . 
性 质 1 设 wE AP. C A2.W 3 p + q > n hf 
о А з = 0. 

这 是 因为 当 p+ g > п ў, 4, л, лээ) 必 有 公共 元 

Ж. 
ER? Жое AP, € Л, А] 
w A g = (— 1)" A o. 
证 由 外 积 的 线性 性 质 , H Ж] ш = g(x)d>; A dr; A сє А йс, 利 

q = Ardr A dz; A v A d>; ERRIRE 111,225} Жл. 
j l 有 公共 元 素 , 则 有 w À 9 = т А = = 10, 命题 已 经 成 立 , 否 则 由 定义 知 
ш А ) = g(x)h(x)d=; A dz; A HA dz, A dx; А dr; А А dz,» 
g A о = h(x)g(x)dx; A dz, Асе A dz, A dri A dr А A dz, . 


要 使 w A ? 中 的 微分 变 到 3? A w 中 的 顺序 ,只 要 把 每 个 dx; (r = 1,2,37, p) 
н аЛ? dr (s = 1,2,…,9) 交换 次 序 , 这 总 共 要 进行 bq 全 外 积 侈 序 的 交换 . 
ВЕ 
推论 Жо € Л?, о 2 0,83 ржа, о A о = 0. 
注意 : 当 p 为 偶数 时 ,不 一 定 成 立 w A о = 0. 
例 13.5.4 ÆR E,W w= dr, А drz + dr; А ах, А 
w A w= (аху A dz + drs А dra) А (dz, А dz, + dæ; А йл) 
= dz, А dz; А ахз А dz, + dra A dza А dzi А d>; 
= 2dz, А dz: А бхз А бта. 
性 质 3 ++{ЕЖ,у,ат € A.S 3 
分 配 律 :(w+ ар) A s= o As +A, 
s A (+ = е Ло+о Л lg. 
НӨЖ (o A ) A o = e A (n A o). 
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НЕВА ЕЛДЕ. 
例 13.5,5 ÆR 上 ,如 果 w = Dfidzri, 7 = ЭЛ dz, , WI 
w A g= 210 уй, A day = Ў] (fg;- Бал, А dz. 
1) I: < рп 
ПЖ À 一 У! ha dz; A dep, M 


Јар Ан 
w A А = У fhadz; A dx, A dzs 
i, JSE 
R. 


= 2) (fha- fha + fhy)dri А dz; А dz. 


[Ет 
现在 回 到 一 开始 讲 的 问题 ,来 看 微分 形式 的 一 个 应 用 .上 先 以 极 坐 标 变换 
Тіх = ræs д, у = rsin 0 
为 例 , 这 时 dz = cos дағ - rsin 0d8,dy = sin йін + reos 48, ШЕ 
dz A dy = ar A d8 = rdr A d8. 


记 0 华 标 系 中 的 小 第 形 s 的 有 向 面积 为 dr A 49,0 а ARTo) 为 小 
平行 四 边 形 , 记 它 的 有 向 面积 为 dr A ау, А! 


_ d(x,y) 


表示 在 极 坐标 变换 下 有 向 面积 元 dz A dy 与 dr A аб ZAWARA = 
r > 0 说明 a TC) 的 有 向 面积 具有 相同 的 符 导 ( 见 图 13.5.2》 


т 一 | 


图 13.5.2 


若 我 们 将 > 与 8 交换 次 序 , 即 将 е АА ног 坐标 系 , 则 坐标 变换 公式 
应 改变 为 
d+ A dy = PPRA A dr, 
2-3) = — r < 0 说 明了 v Ч TC) 的 有 向 面积 只 有 相反 的 符号 ( 见 图 
13.5.3). 
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13.5.3 


这 样 , 就 得 到 二 重 积 分 的 关于 极 坐 标的 变量 代 换 公式 
Толу. у)йх А dy= [Ces ê, rsin 0) ша А аё 


тр) 
= [о 0, rsin g)? O EAE A dr. 


一 般 地 , 设 R" 中 的 华 标 变换 为 
Т.у 一 уу жу, эль, уз 一 у (ру, Ja s Na = У (235776). 
对 上 式 取 微分 ,得 到 


2 
dy; = >) эт dz (i = 1,2,.…,n). 
从 此 式 得 到 { 留 作 习题 ) 
OC yy у: Yn) 


ду, А ду) Ас А dy, = TENETE 


这 说 明 在 坐标 变换 下 ,基本 н-125Х 28 Я 3281 4-Р 5205-8419 Jacobi 行列 
E. 如果 也 将 dyi А dy А A ау, аху A dz; Ace A da, ЯЯ 
Ж Су, „уз. уа) AEEA r жа, сәх) 中 的 有 向 体积 元 (za = 2 时 为 有 向 
面积 元 ) ,那么 同样 成 立 用 微分 形式 表示 的 重 积分 变量 代 换 公式 

| FEY 22775 Yan) dy А dya A A dy, 


13413) 


= (С Ск) зв) ,7 yx)) Alyy) ду A dz; Ас A dTa. 


| Ə(Zri,ZT2, булы) 
这 时 就 无 须 再 对 Jacobi 行 列 式 加 上 绝对 值 ,以 后 会 知道 ,这 将 带 来 很 大 的 方 
便 . 这 是 引入 微分 形式 的 目的 之 一 . 


ах А dz, А … А dz,. 
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习 题 
1. 设 


w = ao + a dz, + a,.dzi А ахз + asdx, A ds; А dra, 
y = bide; А ду + фуйу A dzs + badri А dæ: А dzs + Байт, А 
dz, А йт. 
Жо + ро A т. 
2. Ж 
w = хуйх А dz, + radz: А dz, + (1 + z5)dz, А ахз + 
zdz; А ху + (х4 + 25) алә А ах А ахз — халз А dz; 
的 标准 形式 ， 
3. 证 明 外 积 满 足 分 配 律 和 结合 律 . 
4. 写 出 微分 形式 dr A dy A dz 在 下 列 变换 下 的 表达 式 . 
1) 柱 面 坐标 变换 
== усо» 6, y = rsin й, 
2) 球面 坐标 变换 


z = rsin gos 0, у = rsin фзіп б, z = reos Ф. 
5.18 а = >)ddzrij = 1,2,: n, R° 上 的 1 -形式 ,证 明 
1=1 
wl А w Ас А o, = det(a!)dzi А dzs А А dr,. 


ч 
I 
ч 


rr луны a, ж— ылы mr ~- 
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第 一 类 曲线 积分 

在 设计 弗 线形 细 长 构 侍 时 ,常常 需要 计算 它们 的 质量 ,而 构件 的 线 密度 
(单位 长 度 的 质量 ) 却 是 因 点 而 异 的 .工程 技术 人 员 常 常用 这 样 的 方法 来 计算 
一 全 构件 的 质量 : 设想 构件 为 空间 上 一 条 具有 质量 的 易 线 L,L 上 任 一 点 
(zy,z) 和 处 的 线 密 度 为 p(x,y,x), 这 样 就 把 实际 问题 定量 化 ， 

如 图 14.1.,1 将 工分 成 n 个 小 曲线 段 L(i = 1,2,…,n), 并 在 L; 上 任 取 
(Е, р, С), НА ЧА г, 的 长 度 As, 都 很 小 时 ,每 一 小 段 的 质量 就 近似 
地 等 于 elhs tA ,于 是 整个 上 的 质量 就 近似 地 等 于 


ЭГЭЭ 
当 对 LARARE СЕП ИТ ҮН ЛУД EA КЕШ À 趋 于 零 ) 时 ,这 个 近似 
值 的 极限 就 是 构件 的 质量 ,这 就 解决 了 所 提出 的 问题 . 


图 14.1.1 


这 种 思想 使 我 们 引入 第 一 类 曲线 积分 的 概念 ， 

定义 14.1.1 Ж АЖЫ? 上 可 求 长 的 连续 昌 钱 ,其 端点 为 A #eB, í 
Жж f(z,y z) #£ L LA. $ А = Po,B = P,, 在 上 上 从 A 到 B 顺序 地 插入 
分 点 Pa Pase, Paa 分别 在 每 个 小 颖 段 PiP HERA E, po 6), #3 
Жо АЗЕР, P, 的 长 度 为 Asj (i = 1,2,…,n), 作 和 式 


P ACi po Ei) Asr, 


Ж Ж. P MERARI 趋 于 堆 时 ,这 信和 式 的 援 限 痛 在 且 与 分 点 
(P АЖАР, P, (6,1,6) ВКЛ, ЯВЛАА 0 УС, 
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yz) EÈ L 上 的 第 一 类 曲线 积分 , 记 为 
[Flay e)ds Җ%, | Р. 
я L 1 
[еза = = ит fp EAs, 


其 中 f(x, ул) ЖАШ, L 称 为 积分 路 径 ， 
在 平面 情况 下 , 函数 f(x,y) 在 平面 曲线 L 上 的 第 一 类 曲线 积分 记 为 


[у= y)ds. 
这 样 ,本 节 一 开始 所 要 求 的 构件 质量 就 可 表 为 
M = lole, у, z)ds. 
TR, мехо, PARRES SEARRAG, H 
第 一 类 曲线 积分 具有 以 下 性 质 ， 
性 质 1{ 线 性 性 】 Жа f,g 在 L 上 的 第 一 类 章 线 积分 存在 , 则 对 任 
何 常数 e, 有 ,成 立 等 式 
Ja + 82)45 = а [zas + 8 feds. 
L L L 
性 质 2{ 路 径 可 加 性 } PE ba L 分 成 了 两 段 工 ) Lo RAELE 
的 第 一 类 曲线 积分 育 在 , 则 函数 在 LI $o L, 上 的 第 一 类 曲线 积分 也 存在 . 反 
Z ЖЖ РАТ 1, 上 的 第 一 类 曲线 积分 存在 , 则 画 数 上 在 上 的 第 一 
类 曲线 积分 也 背 在 .并 成 立 等 式 
Jes = = | fds + | fds. 
现在 讨论 如 何 计算 这 个 积分 ， 设 L 的 方程 为 
т = т({),у = уб), ж = z(t) e чуч В, 


其 中 х (1),у(1),50) 具有 连续 导数 ,日 z(t),y (1),z (1) 不 同时 为 零 ( 即 
上 为 光滑 曲线 ) ,那么 上 是 可 求 长 的 , 旦 曲线 的 弧 长 为 


s= 『 TI FY) + = (туф. 


定理 14.1.1 EAR (х,у, >) Ж L Ei k ñ] 2 p L E 60 3, — 3 Ж 


人 roads = (а) y0), 0) V270) + y) + z ar. 
1 证 记 
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r= [fCz( vy) s(t V 2202) + y2G) + z 3) di. 


如 定义 中 一 样 , 对 工 АЙША DAP laltra DDG 51,267, 
n 一 二 ,并 设 Po = (r(a),y(la),z(a)), P, = (5(8),у(8),2:8)3) 注意 ,这 
时 成 立 a = r < #( < t < < „= В. ЗЕЛЕ P. (Р, AREENA, BË 2, 


Аз; = Ї V ty U) + z de. S 


сан = Хус, »(8,),20(6:))Аа,, 
ПЛООООЛТОРЛСН ТЭЭГ? 


с-1- DAAE) IE), ECE) As; 


一 СОГОГ) V z (2) + у (1) + z lde 


ИСЕСКО 


一 етае + е (ғ) 
设 工 PLE S. AF Frzryyzy 在 工 上 连续 ,因此 一 致 连续 .所 以 对 任 
RE e, А = max(As ) 充 分 小 时 , FLzyyyz)y 在 每 个 弧 段 P, |Р, 上 的 振幅 
均 小 于 syS ,因此 成 立 


| 一 于 | 所 Ур СС), уб), ED — Раб), убу бк) | 


Ух (а) жу а) + (шш 
< © Ї Vr + y lt) + 2201) = 29 = £. 


[х,у 2)ds = limo = |. 
证 毕 
特 町 地 ,如 果 平 面 上 的 光滑 曲线 的 方程 为 
у= y(z),a S 56, 
则 


|. y)ds = ja yr I+ y2(z)dz. 


例 14.1.1 计算 I= fe +y ds, L НИ л? + у” = аг, Ё y 
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= 工 及 z 轴 在 第 一 象限 所 苇 图 形 的 边界 ， 


y 
A 
о x 
图 14.1.2 
# HT 
I = É xz +y ds + fe ХЭЭ ds + |e x+y ds, 
ин Б 


而 线段 OA 的 方程 为 y = xz ,0 < z < a / 72 Ы 
‚зз БОР 
Їе хээ ds = | fs ах = е®— 1. 


фа 0 


ЖАВ 的 参数 方程 为 了 = a cos B,y = а sin 0,050 л/4 所 以 
z пе4 
[е z +y ds = | ead = ае". 
10 4 
АВ 


线段 OB 的 方程 为 y = 0,0 = ха, 

fe = +7 ds = f саг =e — 1. 

РА 0 
因此 

I = 2fea 一 工 ) + Faes. 
例 14.1.2 已 知 一 条 非 均 匀 金 属 线 工 的 方程 为 
z =é osiy = g sin t,z = e@,0=< z < 1, 

Т rk BJ SR SE Re ЕЕ pa ЕОХ BU PP S Py k E, T H ТЕ (1,0,1) 处 
的 线 密 度 为 1. 求 它 的 质量 M. 


Ж ”由 题 意 , 线 密度 


p(z,y,z) = : = $r, 
Í tyt 268 


其 中 天 为 常数 .由 6f1,0,1) = 1185 = 2, 所 以 p(ryyz) = e RE 


1 1 
М = ПЕЕ 一 ЇЕ «Зе: = ҮЗ | ea = /З(1-е!). 
L 
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曲面 的 面积 
设 曲 面 5 的 方程 为 
T= xz(u,u),y = y(u u) z = gluv) n,o) Є р, 
8 
г(и, 0) = m(u,u)i + у(ш,о)] t z(u,u)yk, 
这 里 万 为 wo 平面 上 共有 光滑 (或 分 段 光 请) 2 Л ОН KR. 8 E: zx 4 BE 
射 是 一 一 对 应 的 , 且 х,у, и о 有 连续 偏 导 数 ,相应 的 Jacobi ЖЕ 


az Әх 
ди Jy 
тасаг 
du Jy 
az az 
ды Əv 


ЇЙЛЖ, 

我 们 先 看 这 个 假设 的 意义 .对 曲面 上 任 一 点 Q(zo, уо, 50) ro = zino 
00), ур = y(uo,U0),z = Cug: 00)), 曲线 г(и. 00) = rlu, ugi + уби, 
volj + zlu, ugk ЯА ЕЗТО хх Ч- НЕ: (иог) = х(ио»Э/ 
+ (ио, о) ЖЕНА ЕМ Ө 点 的 wv 一 曲线 .这 两 条 曲线 在 Q 点 的 切 向 量 分 
别 为 


A ‚4 3 
r. to, бо? 一 Fe Cup, оо)! + Su Сир›)/ + 3 (ир, vo)k, 


Ə „д ‚д 
Г,Сно»до) = ZE (ug, vo)i + 23 ( uo wo) + S (ug vok, 
Jy дф Өт) 


因此 ,Jacobi 矩阵 满 悉 就 保证 了 rugo vg 5 л, (чоь оо) 线性 无 关 . 所 以 它们 
所 张 成 的 平面 就 是 曲面 了 在 久 点 的 切 平面 ;向 量 rC o uo) X ru(uo; uo) 就 
是 曲面 > ТЕС) 点 的 法 向 量 , 它 的 模 长 |ru ug оо) X r Cugo то) | 就 是 切 平 
EEL г.Сио» оо) 和 е, (но, vo) 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

现在 用 微 元 法 来 计算 曲面 У 的 面积 . 

首先 考察 D 中 一 个 矩形 微 元 c, 它 的 四 个 顶点 为 

Р, (ио, 20), Polun + At, ug}, Pal ug + Au, vo + Av}, Pal ug, vo + До), 

CERIA Z БЕЛО, Q. Q3: ©, AMAR H E Н a ,这 里 

Q, = (л:(но» 00)» уб ир, 00) zi шу, у) ); 

Q. = (xrlug + Ди, 90), ylug + Au, 00), (но + Au, vol); 

Qa = (xrlug + Au, up + До), yC ug + Au, ug + До), (ир + Ди, ug + 
Av)); 

Өд = (х(ио,то + Дъ), уб мв, va + До), 20 мру, vo T Av)). 
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(RA 14.1.3). 那 么 
Q Q; = rug + Au, vo) — rup, vg) = Г,Сиогто йн + о(Ди), 


Q Qa = #(ио, оо + До) — riug vo) = Falto 00) Ао + olv). 


О н 


Æ 14.1.3 


显然 小 曲面 片 с EESTO: 5 010; 所 张 成 的 平行 四 边 形 

的 面积 ,忽略 高 阶 无 穷 小 量 后 ,所 1G2 5 Q, Q, 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 近 
似 地 等 于 | „бир, vo) x губ мо, Do) | Аил. 这 就 是 说 ,忽略 高 阶 无 穷 小 量 
ЖАМИШ А о 的 面积 近似 地 等 于 切 平 面 上 由 (wo,vo)Au ЖП е, (ио оо) Ао 
所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 即 小 曲面 片 5 的 面积 

48 == | гб ир, v0) X r Cug, vo) | Дадо. 
也 就 是 说 ,曲面 的 面积 微分 

dS = |r Cug vo) X r, ugo, wo) | dudu. 


于 是 , 曲 商 的 面积 就 为 
5 = | || ralu, u x F Cu, v) | dedy. 


B А , AREK n! Ji: RT ЕЛЖ o RA E 5 Л: 
这 样 的 曲面 拼 成 的 分 片 光 滑 曲 面 上 去 . 

注 ”我 们 将 光滑 曲线 的 内 接 折线 长 度 的 极限 定 关 为 曲线 的 弧 长 ,但 这 一 
定义 不 能 推广 到 光滑 曲 曾 的 面积 定义 上 去 . Schwarz 兽 举 过 一 个 例子 :即使 对 
一 上 段 圆柱 而 ,都 无 法 用 “内 接 多 面 形 之 面积 的 极限 ”来 定义 它 的 面积 ， 

至 子 如 何 计算 曲面 的 面积 ,我 们 有 以 下 的 定理 : 

定理 14.1.2 对 满足 上 述 假 设 条 忻 的 曲面 卫 , 它 的 面积 为 


31 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 ` 283 - 


S = | v EG - F’dudv. 
D 
其 中 


2 


E = r, ' r, = 25 + ул + ei, 
F = P, ` F. = Zety + уу T + 
G = r," r. = Z + y+ 2, 
它 称 为 曲面 的 Gauss 系数 . 
证 ”由 于 
r. = ZÁ + yj + zk; 


r. = rj l yj + zk. 


则 
Fa Хғ (Ed + yj + К) x (zj + yj + zk) 
g(yv,z=), , 2(z=,z), д(лх,у) 
` O(u,u) taluy) + Kuv) 
所 以 
"00у, 2) T? Ilr, z) T Hr, y)? 
| ru X ry ka Ёснэ) t Erm + Бе] ” 
而 直接 计算 就 得 知 
- 20 [2Uy, 2) 2 Ə(=,z) 1 a(z, y) T 
EG - Ё = Erm + Кек t Бе ` 
证 毕 
现在 考虑 两 种 特殊 情况 ; 


(1) 曲 而 三 的 方程 为 z = f(z,y),(z,y)€ D P Р(х,у) 
函数 ,DD 为 具有 分 段 光 消 边界 的 有 和 界 区 域 ， 
ЖЕ 三 的 方程 为 
r= zi +j + f(z,y)k. 
因此 
r. = it f.(z,y)k,r, = ] + },\х,у)Ё. 
而 EG - Е? = (1+f2)(1+ fs) — (АЉ = 1 + fs + fs. TEE КИШИ 


5 = Та + flr, y) + lz, y)dzdy. 


万 
(2) hA HAHAH, у,2) = 0, 其 中 再 (zyz) 是 连续 可 微 函 数 ， 
且 在 工 上 机 (xyz) 尖 0, 进 一 步 假 设 王 在 zy 平 而 上 的 投影 一 一 对 应 地 将 3 
栈 为 共有 分 段 光 请 边 界 的 有 界 区 域 D , 
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这 时 由 一 一 对 应 性 ,从 H(z,y,z) =0 就 可 得 出 z 为 zy HAR: 
r= х,у), (х,у) Є р. 
ЖА РО, у) О A хол (НН Z БН, (х,у, 2) 750, НЕ 
函数 存在 定理 知 ， 
H. H 
f. =- H. f = R: 
大 而 3 的 面积 为 


S= Їу 1+7? + fdrdy 
D 


! 
ос 
2 
+ 
— 
T 
所 
H 
28 
Ма 


= [| гаан 1 ахау 


011413 Ж z = z? + у ЁТ z = 1 Т РАЯ > 
的 面积 . 


Æ 14.1.4 


Ж 曲面 王 的 方程 为 = z2+ y2,(z,y) € D, р ЖЕТ ху 平面 
的 投影 区 域 [ (zx,y) zty хс 1}. 


S= Е 14:24 zsdzxdy = J: + 4(х? + у)ахау 


= [гае f? Iran ar = Żar, 


例 14.1.4 HS ARM + y+ 7 = 2 Rz ДЕШ? = 3(х2 + у?) 
内 的 部 分 , 求 它 的 面积 . 
解法 一 ”在 球面 坐标 


Tin pp ЧР - Г eT а га ч 1 em re 
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BL 14.1.5 


ж = ғ sin peos0,y = ғ віп фзіпб, х = ғ сор 
下 ,所 给 的 球面 方程 为 + = 2R cos p, TÆ У 的 参数 方程 为 
x = 2R sin о cos @ cos 8,y = 2R sin p cos g sin0,z = R of р, 

其 中 0 6 和 27,0 所 pS E AHAA 

EG — Е? = 4К*зіп? 29. 
注意 到 对 称 性 ,3 的 面积 为 它 在 第 一 卦 限 部 分 的 4 信 , 所 以 的 面积 为 

x= x 
5-4 | 2Rzsin 2ф4ф40 = ве 49 [sn 29dp = zR?. 


人 SET 
Hapin 


解法 二 球面 的 方程 为 H(zx,y,z) = z2 + y2 + z? — 2Rz = О.Х 
H, = 2z=,H, = 2y,H, = 2z – 2R. 


由 于 2 fE лу FERREA D = Кау) 1 2 + у] А КОТИ S DERA 
Ку Ж 一 
s= | t К) -drdy， 
D 
注意 到 在 球面 上 成 立 zz + у? + (z - R = R?, 就 得 到 


Z= fpr 
| 
第 一 类 曲面 积分 
设 空间 中 一 曲面 上 分 布 着 质量 , 任 一 点 (x,y,x) 处 的 面 窗 度 ( 单 位 面 
积 上 的 质量 ) 由 分 布 函 数 plz ,y,z) 确定 , 问 如 何 求 出 上 的 总 质量 ， 


显然 ,这 个 问题 的 本 质 与 前 面 计算 具有 质量 的 曲线 上 的 总 质量 的 思想 是 
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类 似 的 ,因此 解决 的 思路 也 是 相同 的 : 先 把 它 分 成 一 些小 片 ,估计 每 一 小 片上 
的 质量 并 相 加 ,最 后 取 极 限 以 获得 精确 值 , 这 同样 是 一 个 积分 的 概念 . 

定义 14.1.2 设 曲面 互 为 有 界 光 滑 (或 分 片 光滑 ) 曲面 ,函数 > = f(x, 
у.) БЕЯН У Н ЭБЕ А н АПАЛУ, ДУ, 
АХ, ,并 记 АХ, 的 面积 为 AS;. 在 每 片 A5; 上 任 取 一 点 ( р, G) EAR 


DAE т, 0045. 
如 果 当 所 有 小 曲面 АХ, 的 最 大 直径 趋 于 零 时 ,这 个 和 式 的 极限 存在 , 卫 与 小 
曲面 的 分 法 和 点 (8 ‚э, 0 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 值 为 /(л ууу) 在 曲面 
上 的 第 一 美 曲面 积 分 , 记 为 | 7(z ,у,«)48,% 


[ras :)48 = нэ (8, 0, 945, 


Ж (х,у, 2) 称 为 被 积 函 数 ， ® 称 为 积分 曲面 . 
这 样 ,本 小 节 一 开始 所 要 求 的 曲面 上 的 总 质量 为 


M = Ї “ба хууадав. 


z 

由 第 一 类 曲面 积分 与 第 一 类 曲线 积分 的 定义 可 以 推断 出 ,第 一 类 曲线 积 
分 的 性 质 与 计算 方法 ,只 要 稍 作 处 理 ,就 可 以 移植 到 第 一 类 曲面 积分 上 来 , 因 
此 以 下 结论 不 再 重复 证 明 . 

ë 的 方程 为 

T= z(u,u),y = y[u,u),z = z(u,ə) {usv} € D, 

这 里 也 为 zi 平面 上 具有 分 段 光 请 边界 的 区 域 , 进 - - 步 设 这 个 映射 是 一 一 对 应 
的 , 旦 满足 本 节 第 三 部 分 开始 时 的 很 设 .那么 如 果 f(x,y,z) 在 全 上 连续 , 则 
它 在 上 的 第 一 类 曲面 积分 存在 , 且 成 立 以 下 计算 公式 


| syz)ds 二 сао) ,C0) ,Cu, 2) Y EG – F'dudv, 
x D 
其 中 下 ,下 ,GG 的 表示 见 定理 14.1.2. 特 别 地 ,当世 的 方程 为 z = lzy) (х, 
у Є Р, E 
[| f(x,y,2)95 = ERRERA + zl(z,y) + zs ry}drdy, 


2 


例 14.1.5 计算 I= [| + +1 + BaS, AP хэн + + 


Eo 椭 球 面 的 参数 方程 为 


ыьан А dm as" 
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z = а sin g соз @,у = b sin g sm B,z = с cos д, 


Rh 0< 9 < 2л,0< ç < т. Ж 


TX = he sin" Ф cos б, 
о = = ас sin? g sin 8, 
ЭКЕУ) = ab sin p cos Ф, 
所 以 
_ ро 22) (22:2) (Jeny 
EG Ре (368) tla + (306:9) 
= Cabe) sit g | 9-8 9 + si бэш ф ese] 
ч £ 
而 这 时 被 积 函 数 化 为 
z у? 22 _ cos віп“ g зш 8 зіп g |соё g 
БАЙТ Ы с“ а? + b° N с^ `' 


有 被 积 函数 与 积分 面 的 对 称 性 ,在 第 一 封 限 的 积分 后 再 乘 8 即 为 所 求 .所 以 


cos „2 ‚ „2 
1-8 f a вс [=®-# ыш е со 9 зіп g ү sin а оасаб 
(0,3 151051 
4 Ї 1 1 
= 3 аек 2 Ин 


914.16 RAB? = x° + у? 上 具有 均匀 的 单位 面 密 度 , 它 被 平面 
z = a lz = b (0 < a < b) 所 截 部 分 为 卫 . 求 5 对 位 于 原点 处 .具有 单位 质 
量 的 质点 的 引力 ， 

Я 。” 设 对 质点 的 引力 为 五 = (Fr, Fy, FF), 由 对 称 性 ,引力 在 z WA y 9 
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方向 的 分 量 为 零 , 即 F, = F, = 0. 
对 曲面 上 一 点 Р(х,у, xz), 包含 它 的 曲面 面积 微 元 dS 所 具有 的 质量 为 1 
. dS. 由 万 有 引力 定律 ,dS 对 锥 面 顶点 处 的 质点 的 引力 在 z 轴 上 的 分 量 为 


aes, 
其 中 G 为 引力 常数 ,而 6 为 天 径 0 记 与 = WEH , 它 恰好 为 锥 面 的 半 顶 角 才 
所 以 由 微 元 法 可 条 
45 
由 于 的 方程 为 
z = v д? + y, (z,y) ED, 
这 里 万 为 它 在 zy 平面 上 的 投影 {x,y) | a2 7 + у < o7. E 


1 
Е, = /1+ 22 + z2 dzd 
19 Ү2(х? + у? + 22) даг 


= G| БИИ = с) ЭГЕ ЧЧ 
= G N 40 |, ТР Grin 
тилинин | 
将 通讯 卫星 发 射 到 赤道 的 上 空 ,使 它 位 于 赤 
道 所 在 的 平面 内 . 如果 卫 星 自 西向 东 地 绕 地 球 飞 
行 一 周 的 时 间 正 好 等 于 地 球 自转 一 周 的 时 间 , 那 
么 它 始终 硅 地 球 的 某 一 个 位 置 的 上 空 , 即 相对 静 
止 .这 样 的 卫 里 称 为 地 球 同步 卫星 . 
现在 来 计算 该 卫星 的 电波 所 能 覆盖 的 地 球 
的 表面 积 , 为 简化 问题 ,把 地 球 看 成 一 个 球体 , 且 
不 考虑 其 它 天 体 对 卫星 的 影响 ， 
我 们 已 经 知道 ,地 球 的 半径 只 为 6371 km, 


-2x _ 
地 球 自转 的 角速度 о = л, Hi T T E 


地 球 飞行 一 周 的 时 间 , 正 好 等 于 地 球 自 转 一 周 的 图 14.1.7 
时 间 , 因 此 o 也 就 是 卫 里 绕 地 球 飞 行 的 角速度 . 

我 们 先 确 定 卫 里 离 地 面 的 高 度 六 .要 使 卫星 不 会 脱离 其 预定 轨道 ,六 星 所 
受 的 地 球 的 引力 必须 与 它 绕 地 球 飞行 所 受 的 离心 力 相等 , 即 
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СМ 
(R + А} 


其 中 M 为 地 妹 的 质量 , m ATERAT. 是 引力 常数 . 由 于 重力 加 速度 { 即 
在 地 面 的 单位 质量 所 受 的 引力 )g = ОМ 那么 从 上 式 得 


= mo ( R + h), 


©, 


于 是 


ЖЕ = 6 371 000, = ЭРҮҮ” = 9.8 代 入 上 式 , 就 得 到 卫星 的 离 地 面 
的 高 度 为 
6 371 0002 х 242 х 3 6002 
dr? 
== 36 000 000(m) = 36 000(km). 
为 计算 卫星 的 电波 所 覆盖 的 地 球 表面 的 面积 , 取 地 心 为 坐标 大 点 . 取 过 
地 心 与 卫星 中 心 .方向 从 地 心 到 卫星 中 心 的 有 向 直线 为 * 轴 ( 见 图 14,1.7, 为 
简明 起 见 ,只 画 出 了 x< 平面 ), 则 卫星 的 电波 所 覆盖 的 地 球 表面 的 面积 为 


s= [ а, 
£ 


其 中 X PERA? + у^ + z2 = R2(z > 0) EWE «> R соза 的 部 分 ， 
即 


3 
h= J 9.8 х – 6 371 000 


Eez = у R- х? - y2,z* + у R° sin” а. 
利用 第 一 类 曲面 积分 的 计算 公式 ， 


- 2zY (әх \ Тв 
s= [jy 1+ (3) + (58) dedy = | Fd 
这 里 万 为 zy ҮШ ЕБ ir, y іа? +y =ç R2 аш a|. ЖІН tha api ,得 


2л Е апе R 
5 = | 49 | rdr 
心 0 ГЕ: 


= Мал R2 — > 2] е = = 2zR2(1 — се). 


国 为 cos a = 所 以 


ЕК? 
8-024К 65 


2 2 36 000 000 
+A 2лх6371000 х кзг 000 + 36 000 000 
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= 2.165 75 х 1014(m2) = 2.165 75 х 10" (кп). 
我 们 再 着 一 个 有 趣 现 象 . ат 


2 A 2 h 


由 于 4rR? канш 表面 积 ,而 


36 000 000 
XR +h) +h) 2(6 371 000 + 36 000 000) 


这 就 是 说 ,卫星 的 电波 覆盖 了 地 球 表 面 三 分 之 一 以 上 的 面积 . 因此 ,从 理论 上 
说 ,只 要 在 冻 道 上 空 使 用 三 颗 相 间 2х/3 的 通讯 卫星 ,它们 的 电波 就 可 以 覆盖 
几乎 整个 地 球 表 面 . 


== 0.432 8. 


2) 题 
1. 求 下 列 第 一 类 曲线 积分 ， 
(1) Je + y)ds ,其 中 工 是 以 O(0,0),A(1,0),B(0,1) 为 顶点 的 三 角 
=, | 
(2) | 1y 1ds ,其 中 L 为 单位 圆周 z2 + 32 = 1; 
(3) [с + у + z2)ds, L ЙЛ = а созі, у= a snt, = bt, 


Ог rR.: 


(4) | зас .其 中 为 曲线 z = ry = 2028, = 1 LANT: 
从 0 变 到 1 的 一 段 弧 ; 
(5) asr LARM? у = a? 和 平面 z+ y+< =0 的 
交 线 

2. Ж БИ] z = a cos ty = b sin1,0 氨 1 过 27 的 质量 ,已 知 曲线 在 点 

М(х,у) 处 的 线 密 度 是 ptz ,y = yl. 

3. 求 下 列 曲面 的 面积 ， 
(1) z = ату 包含 在 回 柱 面 z? + у> = a'la > 0) 内 的 部 分 ; 
(2) 锥 面 z2 + y = Г. Р а у а = 2а (a > 0) AREE 


分 ; 
(3) 圆柱 面 r? + y = а КЛИ z +z = 0,z- z = 0 (z > 0, у 
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> 0) 所 截 部 分 ; 

(4) 抛物 面 zz + у^” = 2az Ж ЕЖЕН («^+ y Y = Zary (a >>0) 内 

的 那 部 分 ; 
х= (b + a cos $) cos p, 

(5) яа = (Ó +a соз $) sn g, (05: ф«22к,05 ya), 其 中 
z = a sin é, 

0<а< 5. 

4. 求 下 列 第 一 类 曲面 积分 ， 


(1) fe + y+z)dS,H ХИА В х + у + z2 = a2,y < 0; 
x 


(2) | (zz+y2)dS 6 SEER] ay z) Уа Га 


边界 ，; 
(3) [е + уш + zz)dS , 5 а = ма + y ЖН r+ у? = 
$ 
2ах 所 戴 部 分 ; 
(4) | pipis i SEMM + y = a? 介 于 平面 = 
05= = Н2 8, 
(5) :as ,其 中 瑟 是 螺旋 面 z = woo vy = u sin юр, = ú Ü = ни 
z 
= a ,0 = o = Zm 的 一 部 分 . 
5. 求 密度 为 ptz,y) = х 的 抛物 面 过 > = 502° + у2),0< 1899 
量 与 重心 . 
6. 求 均 久 球 面 4 半径 是 a ,密度 是 1) 对 不 在 该 球面 上 的 质点 (质量 为 1) 
的 引力 . 
7. B x(zvyyz) 为 连续 函数 , 它 在 M (xo,yo;z0) 处 有 连续 的 二 阶 偏 导 
数 , 设 


T(R) = үлэ | (z. y.z)aS, 
z 


Ep x 为 以 点 MM 为 中 心 ,半径 为 R 的 球面 ,证明 : 
limT(R) = ul £p уу, z0). 


2 2 2 
#55 2u 9 AO ЭЗМЕ ТО) -ulr yz) 的 主要 


2 2 
ду 2z (ж, Уу, а) 
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第 二 类 曲线 积 
设 工 为 空间 中 一 条 可 求 长 的 连续 曲线 ,起 点 为 A ,终点 为 B( 这 时 称 工 为 
定向 的 ). 一 个 质点 在 力 
F(z,y,z) = P(z=,y,z=)i + Q(z=,y,z)j + КОх уус Ж 
的 作用 下 沿 L JAA 移动 到 BB ,我们 要 计算 F(z,y,z) 所 作 的 功 . 


图 14.2.1 


为 了 解决 这 个 问题 ,在 曲线 L 上 择 和 人 人 一些 分 点 
M (zi,yis 21), Moxa уз, 22), Mii Tal Yn 1 05-12, 
ЭРЭ Mo(zo,yo, 20) = A, Malans yaza) = B( 见 图 14.2,1). 并 且 这 些 点 是 
从 妃 到 排列 的 .这 样 一 来 ,L 被 这 些 分 点 分 成 个 小 弧 段 Mi_1Mi(i = 1,2, 
К n), ЖАВ М,1М, БЕК, (Е, ар, ) „RHR LEK 的 单位 切 
向 基 
т; = соз ай + cos Bj + cos YK. 

使 它 的 方向 与 工 的 定向 相 一 致 .那么 质点 从 Mii 移动 到 M, 84 (5: = 1,2,9, 
n), F 所 作 的 功 近 似 地 等 于 

F(p G) б тз; = P(E, hs ) cos a, + 

QEM E) cos Д, + RCE shti) cos y;)As;, 

这 里 As, 是 小 弧 段 Mi_1AM4 的 弧 长 .因此 五 将 质点 沿革 МА ЖД B 所 作 的 功 
为 


W = lim27F(8;, 0, ) . TAs, 
1-0 1-1 


ын lim >) (PC 5) соз a; + О(6,,1р, 6) cos 8; 
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+ R(E, 7,6) cos У;) Аз, 
= [Plasy e) cose + Qir, y х) cos B+ Rízr,y,z) cos y)ds, 


其 中 4 ЖЕТИН ВИ А Е. 
根据 这 种 思想 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
定义 14.2.1 设 上 为 定向 的 可 求 长 连续 曲线 ,起 点 为 A ,终点 为 吾 .在 曲 
A EE AREE E т = (соѕ a ,cos 8,со8 y) ,使 它 与 上 的 定向 相 一 致 . 
设 
f(z,y,z=) = P(z,y z)i+ Q(z,y,z)j + R(m,y,z)k 
是 定义 在 L 上 的 向 量 值 函数 , 则 称 


fz. tds = | plz,y,z) сова + Ө(х,у,2) cos P+ R(z,y, z) cos У), 


为 了 在 L 上 的 第 二 类 曲线 积分 (如 果 右 面 的 第 一 类 曲线 积分 存在 的 话 ). 

EHR LEHE y к) ЖЖ- 1, 的 强 长 微 元 d; ,和 作 向 量 ds = tds, 
Қ т = (cos а,соз 8,005 y) AHR LEAC, yz) 椒 的 单位 切 向 量 . 那 么 
ds Ær 轴 上 的 投影 是 cos ads ,因此 可 记 为 dx, 即 dx = соз eds, AIEI dy = 
cos 845,42 = cos yds, 于 是 ,第 二 类 曲线 积分 又 可 以 表示 为 


[рта = [f - as 
L L 
= [P(æ,y,z)de + Q(z,y,=z)dy + R(z,y,z)dz. 


它 也 称 为 1 - 形式 四 = Plr, y z)dr + (rv,z)dy + (х,у, dz # L 
上 的 第 二 类 曲线 积分 , 记 为 |w， 


L 
特别 地 ,如果 工 为 zxy ЕШ ЕНЕ ЖЕШ ЖЕ, 23-25 125917 2518 1k, 
为 
[P(z.y)az + Q(x,y)dy = [[Р(х,у) cosa + О(х,у) cos B]ds 


L L 


= [Pey cos a + Q Cr, y) sin a 45 


其 中 为 上 L 的 切 向 量 与 x WE [n] BJ 3 fi , 
第 二 类 曲线 积分 是 定义 在 定向 曲线 ( 即 指定 了 方向 的 曲线 ) 上 , 它 有 共有 如 
ТЖ. 
性 质 1 (AA) ” 记 一 工 是 定向 曲线 L 的 反 向 的 线 , 则 
fs " Tds = 一 2 Tds. 


L 
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注意 这 个 等 式 两 边 的 + 是 方向 相反 的 . 
性 质 2 { 线 性 性 ) ” 设 两 个 向 量 值 函 数 万 , 户 在 定向 的 分 颖 光滑 直线 工 上 
的 第 二 类 曲线 积分 存在 , 则 对 任何 常数 a,B, 成 立 等 式 


[сол + йй) тах = e ff . rds + аа * Tds. 
L 


性 质 3 【路 径 可 加 性 ) 没 定向 分 段 光 清 曲 线 工 分 成 了 HEL PLÈ 
11:55 1, 的 取向 相同 (这 时 记 为 工 = 工 (+ 工 2), 则 向 量 慎 函数 了 在 工 上 的 第 二 
类 曲 钱 积 分 的 存在 性 等 价 于 了 在 工 | 和 工 ; 上 的 第 二 类 曲线 积分 的 看 在 性 . Н 
RIFA 
[f zas = |f- ras + [f тав. 
L L, L, 
现在 讨论 如 何 计算 第 二 类 曲线 积分 . 设 光滑 曲线 L 的 方程 为 
z= z(t), y= y(t),z = z=(t), <a < t= B, 
З 2 L 是 可 求 长 的 , 且 曲 线 的 弧 长 的 微分 ds = м z (1) + y2(2) + «^()4г. 
注意 到 (x (1),y (т), (т)) 是 曲线 的 切 向 量 ,因此 它 的 单位 切 向 量 为 
r= (cos ga ,cos B,cos B) 
= — I хо ! z . 
= 5 “GE жг (t),y (2), z (t)) 
3 lB] BL ре г 
/\х,у,е) = P(z,y,z)i+ Q(z,y,z)j + Е(х,у,х)К 
在 工 上 连续 ,那么 由 定理 14.1,1 得 到 第 二 类 曲线 积分 的 计算 公式 
[Pie y, edz + Q(xz,y,z)dy + R(z,y,z)dz 


L 


= | (P(x,y,2) cosa + О(х,у,х) cos B+ К{хт,у,) cos y)ds 


= [IPG убо) D 00) + Q(z(i),y(),z(2))y (0) 


+ R(z(t),y(t),z(t))x (1) 14. 
特别 地 0: 1, 的 方程 是 
y= y(z=),z = z(z), a= r&b 
则 


[РС у.х) + (х,у, х)ау + R(z,y,z)dz 
L 


= [оьсе yle) z(a) +Q(r,y(z),z(z))y (z) 
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+R(r,y(z),z(z))z= (z)]dz. 
ME L у xy 平面 上 光滑 曲线 ,其 方程 为 
r= zr(1),y = 508), < = z = 8. 
则 


|P(z,y)de + Q(xz,y)dy 
L 


= (ерее) yD (0) + Q(t), у У (2)14:. 


因此 如 果 工 是 方程 为 
y= у(х), a s< r S b 
的 zy ТЩ E RJ 3638 BH 28 , | 


{РС2:,у)а= + Qlz, y)dy = | [P(z,y(z)) + Q(r,y(z))y (х) Јах. 
{114.21 计算 Jax + хау, RP LA: DEAA z+ y = RHE 
半 部 分 ,方向 为 道 时 针 方 向 ;(2) 从 点 МОЕ ,0) 到 点 NO R ,0) HARR. 


| 


xX2+y2=R2 


图 14.2.2 


Ж (D 这 时 上 HETEN 
zr = Rceosti,y = R sin#,t : Ü — m, 


Же: Оо пт 从 0 变化 到 .因此 


ьа + х24у = [пе si (= R sin z) + 2 соз 1{R cos 12144 
L . 


- Та зохи 0)(-88:)-(1-1Ё:)со8:14: 
=— 38°. 
(2) 这 时 L 的 方程 为 
у= у(х) = 0,z= : R—— R, 
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XE r: К —— R ERr 从 RR ЖЕ — R. AE 


jaz + т?ду = |0 "dz = 0. 


例 14.2.2 求 空间 中 一 质量 为 т 的 物体 沿革 一 光滑 曲线 工 从 4 点 移动 
到 B 点 时 ,重力 所 做 的 功 ， 


图 14.2.3 


解 ” 作 直角 坐标 系 ,使 z 轴 铝 直 向 上 .在 这 个 坐标 系 下 , 设 A = (zi,y1， 
zi) B = (22,52,25). В Г. 的 方程 为 
x = x(t),y = y(t),z 一， 
ША = (zi,síi,z4) = (rla) уба), zla)), B = (z>,yz,za) = (=z(B)>, 
»(8),2(8)). 
显然 重力 F = ~ mgk ZE g 7) EE BE ЇЇ Н 7) Л 2125 


W = е mg )d= = 一 mg а 一 一 mg сэв = тн(ту— zə). 
这 说 明 ,重力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 , 它 仅 取 次 于 物体 下 降 ( 或 上 升 ) 的 距离 . 
这 两 个 例子 说 明 第 二 类 有 曲线 积分 与 第 一 上 曲线 积分 截然 不 同 : 它 不 仅 与 


ааах, ВЕ УКИНЕ. 
{1 14.2.3 计算 ЇЕ: — z2)d> + (22 — z2)dy + (z2 — у)ах, AP L. H 


RE z2 + y? + 2 ERARA, 当 从 球面 外 耐看 时 为 顺 时 针 方 
向 . 


解 ХАН ЖВАВ,ВС,СА НОЙР АВ 的 参数 方程 为 
了 二 由 ,yy = cost gz = sint,t: 2270 
这 里 : 广 0 表示 z Элу 变化 到 0. 因此 


[о dr + (z? — z2)dy + (z? ~ у2)4е 
AB 


aee LADE mn aa r m үнэ -二 nn - 一 -- 
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图 14.2.4 


чий t (— sin z) — сов? z (cos #) ]dz 
2 


4 


x 
= KE + сов? 1)41 = —. 
0 3 


由 对 称 性 即 得 到 


о? ~ z2)dz + (2 — х2)ау + (x? — y2)dz 
L 


= 3 [о – zt jdr + (2% — z2)dy + (ж? ~ y°)d<z = 4. 


曲面 的 侧 

MRA- RARE KARL, TEETE, R RETRA А 
ЕЛЕЕ Л 019 ЖЕ, ЕА) Е, TANTEA ЙЯ ТЕН 
纸 上 的 一 点 处 选择 一 个 指向 上 方 的 单位 法 向 量 , 然 后 沿 任何 一 条 不 越过 边界 
的 闭 曲 线 连 续 地 移动 它 ,使 它 与 所 过 之 点 处 的 一 个 单位 法 向 量 相合 ,并 保持 这 
种 相合 的 连续 性 ,那么 当 它 又 回 到 原来 的 位 置 时 , 它 还 是 原来 的 那个 单 亿 法 向 
量 , 面 不 会 变 成 指向 白 纸 下 方 的 那个 单位 法 向 基 . 具 有 这 种 性 质 的 曲面 叫做 双 
侧 曲面 .具体 的 定义 是 : 

ЖУ 14.22 设 卫 是 一 个 光滑 曲面 ,PP 为 上任 一 点 ,了 ,是 过 忆 点 且 不 
越过 明 面 边界 的 任意 一 条 闭 昌 线 , 取 定 马 在 已 点 的 一 个 单位 法 向 量 ,让 它 沿 
Гг, 连续 移动 ,使 它 与 所 过 之 点 处 的 一 个 单位 法 向 量 连续 地 相合 . 如 果 当 它 再 
回 到 了 点 时 ,法 向 量 的 指向 仍 与 原 选 的 方向 相同 , 则 称 Z 为 双 侧 曲面 . 

这 样 一 来 ,在 双 侧 曲面 全 上 ,如 果 选 定 了 一 点 P 和 曲面 2 在 该 点 的 一 个 法 
向 量 , 通 过 从 这 点 连续 地 移动 法 向 量 就 可 以 唯一 地 确定 2 上 其 它 点 的 法 向 量 
的 方向 .于 是 曲面 x 就 由 法 向 量 的 方向 被 分 为 两 侧 ( 例 如 ,球面 有 内 傅 和 外 
便 ). 选 好 一 侧 的 曲面 称 为 定向 曲面 . 
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并 非 所 有 光滑 曲面 都 是 双 侧 曲面 . 例如 ,把 长 方形 ABCD 先 扭转 一 次 下 
首尾 相 粘 , 即 A 与 C 相 粘 ,B 与 D 点 相 烙 ,就 做 成 了 所 谓 的 Möbius 9 E 
14.2.5). 如 果 从 某 一 点 开始 ,用 刷子 在 Möbius 带 土 连续 地 涂 色 { 即 指定 法 向 
量 ) ,最 后 就 会 涂 满 整 条 带子 ,但 回 到 起 始点 时 , 涂 的 是 反面 (好 法 向 量 与 已 选 
择 的 反 向 ) .这样 的 曲面 叫做 单 铀 曲面 .我 们 今后 只 讨论 双 便 曲面 (注意 数 片 双 
便 曲 面 拼 在 一 起 不 一 定 仍 是 双 侧 曲面 ,如 Mobius 带 可 以 看 成 是 由 两 片 双 侧 曲 
面 拼 成 的 ). 


一 
B : — 
A < 
B D BD 
图 14.2.5 
设 双 侧 曲面 У 的 方程 为 


z = r(u,u),y = у(н,0),2 = z(u,u), (u,v) ЄР. 
jk H D но 平面 上 具有 分 自 光 滑 边 界 的 区 域 . 进一步 假设 r, у, = и 和 有 
连续 偏 导数 , 且 相 应 的 Jacobi 矩阵 
дж Әх 
н дт 
ду 
и дф 


Әх dz 


Ju дф 


Ju 
а 
了 = |> 


总 是 满 秩 的 . 
前 面 已 经 知道 ,曲面 的 法 向 量 可 以 表示 为 
£ r, X p, = + (32:53 z) 2(z,z) 9(тьу) р 


Plusu) Ilu, v) Iu, u) 

“十 ”表示 曲 商 上 每 个 点 (zfayzywauoztaeyni 都 有 方向 相反 的 两 个 法 
问 量 .于 是 在 这 点 的 单位 法 向 量 及 方向 余 芝 为 

_ _ _ 1 {ә(у„е) Kr) д(л,у) 

H 一 (cos а,соѕ Д.сов y) 一 ae AORO 

、 fagyz)12 [д(«,х)]_ Габ, у) ] 
这 里 EG — Е? = Бе + Еи + Кек ` 

在 根 导 前 取 定 一 个 符 导 后 , 曲面 对 每 一 个 点 (x (wv),y{w ,v0),z(u， 
v 都 确定 了 一 个 单位 法 向 量 , 而 又 由 假设 ,方向 余弦 是 连续 的 ,因此 所 确定 
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ВОВЕ u Жети] Б] E ЕЖЕЛГИ „ШШЕ Н) Ж ИЖ ТЕНЕ T 12 n] E Е ТА] 25 — (М) 
去 .这 就 是 说 ,在 根 号 前 取 定 一 个 符号 后 ,也 就 确定 了 曲面 的 一 侧 ， 

例如 ,光滑 曲面 的 方程 为 

2 = gerry) (5,5) € D, 
其 中 也 为 平面 区 域 .那么 
п = (cos ecos В.Со У) = лата Zx — 23,1). 

如 果 取 正 号 , 则 соз y > 0, 这 时 法 向 量 与 x 轴 成 锐角 ,意味 着 取 定 了 册 面 的 上 
便 , 而 取 负 号 则 意味 着 取 乍 了 曲面 的 下 便 ， 

第 二 类 册 面 积分 

设 不 可 压缩 流体 ( 设 其 密度 为 1) Ær, у, х) 处 的 流速 可 以 表示 为 

у = P(z=,y,z)t T Q(z,y,z)j + R(rm,y,z)k, 

并 设 它 与 时 间 无 关 , 我 们 来 计算 单位 时 间 内 通过 定 问 曲面 3 的 流量 ， 

用 光滑 曲线 网 将 三 分 成 片 小 曲面 43E AEA 8 А>, 的 面积 为 
AS, ,在 它 上 面 任 取 一 点 Mi(& 18) 那么 在 这 点 的 流速 为 

v = P(E т. £i + Qs ӘР КОЕ, тр, ОК. 
记 曲 面 > fE M, 点 的 单位 法 向 量 为 
п; = cos ай + cos Bi + cos УЖ, 
那么 单位 时 间 内 流 过 АХ, 的 流量 ( 见 图 14.2.6) 就 近似 地 为 
v e RAS; = (Р(2;, т, Ei) cos а, + ӨСЕ, р, ,) cos B, 
+ RCE, ,bi) cos y; )AS;. 


图 14.2.6 


因此 单位 时 间 内 通过 Z 的 流量 


Ф= рз v; * nôs; 


= lm > (РСЕ, т, 0) COS 2 + О(& лу, 6) COS В; + R(E, Mti) COS y, )AS; 
А0 =] 
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一 Ї Piese) cos z 十 Q(z,y,z) cos B+ R(xz ,y, z) COS y)dS, 
z 


其 中 4 是 所 有 小 曲面 片 的 最 大 直径 ， 

这 种 思想 使 我 们 引信 下 面 的 定义 . 

定义 14.2.3 设 避 为 定向 的 光滑 曲面 ,曲面 上 面 的 每 一 点 指定 了 单位 法 
©] Жоп = (cos a cos 有 cos У). ЖЖ хуул) P(z,y,z)iíi + Olz, y 
+Rü(z,y,z)k ЖЕЗ BX Батура m š tk 


[г ndS = f Plesy, z) соз а 


+ ОӘ(х,у,2) cos B + R(z,y,z) cos y)dS 
Жү # X L. Җ — Ж  Я85)(36Ж 508 #-—&% X db ini A). 
ЭНА ХЕЕЕ, БАНУ — 25 IH #2& 82224 001 
质 . 
性 质 1 (7 ММ |) Š ju — Z 235 x POE 65 , 0] 


Jy - nas =- [у nas. 
-5 Е 
注意 这 个 等 式 两 边 的 # 是 方向 相反 的 . 
性 质 2 (ШИН ) Š f jog 在 定向 的 光滑 易 面 号 上 的 第 二 类 曲面 积分 存 
在 , 则 对 任何 常数 a B AIFA 


fias + Pg) ` па5 = afls. па© + efe па. 
> š š 


МЕЗ {曲面 可 加 性 】 жже kita бй, ТД X 和 By, 它们 
5 5 的 取向 相同 (这 时 记 为 号 = 了 二 Bo) 则 了 在 三 上 的 第 二 类 曲面 积分 的 
存在 性 等 价 于 了 在 了 和 XZ, 上 的 第 二 类 曲面 积分 的 存在 性 , 且 感 立 


[у-паз = (7. паѕ + [f nas. 
2 z 5 


AAEE ЗА E AR ak BI ШЕ ЖЩ ЛИЕ Y EJ 255) H yG MEB BË 
面 上 去 . 
在 号 上 的 点 (xz,y,x) 处 取 一 个 三 的 面积 微 元 dS , 作 向 量 48 = ndS, 其 
H п = (cos a ,cos B,cos y) A ХЕРД (суул) 处 的 单位 法 向 量 . 记 dS 在 zy 
平面 上 的 投影 的 面积 为 dg ,如果 我 们 用 微分 形式 dr A dy 表示 dS 在 平面 上 
的 有 向 投影 面积 (常常 简 记 为 dxdy), 即 
ав, Æ 45 E соз y > 0 87; 
ах А dy 1-а, 在 dB Е cos y < 08; 
Ü, ТЕ А> E cos y = D Bf. 
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那么 dx А dy = cos yds. 
类 似 地 可 记 
dy А dz = cos ad5, dz А dz = соз 845. 
于 是 ,第 二 类 曲面 积分 又 可 以 表示 为 


由 “ dS = PC. )ay А de + Q(x,y,z)dz= А dz + Rir,y zdr А dy 
5 £ 


= | PCz,y.z)dyas + ОСх,уул ) айх + R(zr,y,z)dzdy, 


这 也 称 为 2- 形式 由 = P(z,y,z)dy A dz + Q(z,y,z)dz А dr + R(Zz,y, 
=)dz A dy 在 了 上 的 第 二 类 曲面 积分 , 记 为 о. 
z 


下 面 讨论 如 何 计 算 第 二 类 上 曲面 积分 
车 定向 光滑 曲面 > 表示 为 参数 方程 
T= х(н,0),у = У(и,0),л = х(н,0), (u,v) € D. 
EP D их 平面 上 具有 分 臣 光 滑 边界 的 有 和 界 域 ,P(rx,y,z) ,QR(r,y,z2)， 
有 (ziyiz) 为 王 上 的 连续 函数 .由 于 


1 Сууг) 9(z,z) 2Ə(z,y) 
(cos а,сов B,cos У) =t [эин 2)'Ә(и,ъ)” epsil 


以 及 dS = у EG — 户 dudw, 则 由 第 一 类 曲面 积分 的 计算 公式 ,第 二 类 曲面 积 
分 可 由 公式 
cry dydz + Qiz, у, z)dzdz + R(z ,y,z)dzdy 


= | PCr,y,2) оѕ о + Q(r,y,z) cos + R(z,y,z) cos y)dS 
z 


=+ | [Pelu о) убио), z(u,v) TEA 7 


D 


Ф(=(а, о), убио), (ив) 5822 у)? 


R(z(a,2) y(u 0), zlu, v)) 30253 | дийг 


计算 .上 式 中 符号 由 曲面 的 便 , 即 方向 余弦 (或 单位 法 向 量 ) 的 计算 公式 中 所 
取 符 号 决定 . 
特别 地 ,如 果 定 向 的 光 洪 曲面 5 的 方程 为 
z = 2(х,у),(=,у) € Dy» 
其 中 Р, Hry ШЕ RAS БЕНИ ЧЕН PLP. RC, y) 09 5 ER 
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连续 函数 , 则 
RE,y, dedy =+ [R(z,y,z(z,y))dzdy. 
等 式 右 端 是 二 重 积分 , 当 曲 面 的 定向 为 上 侧 时 ,积分 号 主 取 “+”; 当 曲 面 的 定 
向 为 下 全 时 ,积分 号 前 取 “- ”. 
读者 不 难 推出 当 定 向 的 光滑 曲面 5 的 方程 为 


r= z(y,z),(y,z) € D.., 
# y = у(=,х),(=,х) € Da 时 的 次 似 公式 ， 


例 14.2.4 计算 工 = ЦЕХ 1)дудг + (y + )dzdz + (z + 1)4х4у, 
z 
其 中 三 为 平面 zx+yv+z=1z=0y=0D 和 >*=0 所 围 立体 的 表面 的 外 侧 ， 


ЯҢ 14.2.7 


Ж СН 205 ял Л :,3),22,25474 Ха. 
FX 的 方程 为 2 =0,0< y=<ç1 - r,0= z < RREA, HERES ус 
和 和 zz “ШЇ 3R ЈЕ x 这, 与 z 轴 的 来 骨 为 一 x, 因此 


[= + 1)dydz + (у + 1) 4хағ + (z + 1)йлду 
>, 


= | (z + ваду =- Ї dedy =- 1. 
Ё 


ШЕ 
C + 1)дуйе + (у + 1)дед + (z + 1)drdy -- 1, 


z, 


IE + Ddydz + (y + 1)dzdzr + (z + ахау =- 


x 
=з 


面 X, By iu 23 =е=1-х-у,0фжу&$1-—т,0 z =ç 1. Ї 


1 
29 


Te re erir Han a =н жшлш ылыш шт 1 
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[| = + Daza = | (2 ~z- y)dzdy = 2 


гк 


taylar 
由 对 称 性 得 
_ _ 2 
[< + 1)dydz = [о + 1)dzdx = F 
z, 3, 
因此 


IE + 1)dydz + (y + Ddzdz + (z + ахау = 2. 
z 


3 


相 加 后 即 得 到 了 = 2. 


例 14.2.5 计算 | -sdyvdz + azar азау ХЭ 535 ЕШШ, 
P a 


у oaz 
十 РЕ + 25 = 1,5 Z0 (а, Б, с > 0), Е Е. 


m 


图 14.2.8 


解 ЖИГ ХАКЕР К А. ШЕГУ ЖЕЙ [ЖАШ ЕП) ЖС EA 


r = а sin ф cos @,у = Б sin ф cos @, 


z = с ооз ф,0 < 6 <2x,0< фу. 


易 计算 
30 В) = bc зіп? ф cos б, 
X) = ас sir ф sin 8, 
ТА? = ab sin ф cos @. 


因此 
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| aya, + ydzdr + хЗахтау 
3 
= [| (abc sin? ф cost @ + ф?ас sir фе @ + c'ab sin ф cos g)ded0 


tr 
05957 


л 27 
= abc [ад |, (a? sin 5р cos? 8 + b? sin” ф віп? @ + c2sin Фф cos' g)d0 
= 2 rabe (a? + b2 + c2). 


我 们 说 明 一 下 为 什么 这 里 积分 号 前 取 “+”. 因为 曲面 的 定向 为 上 侧 , 所 以 


在 了 上 方向 余 芝 cos y > 0( 除 去 5 = 2 时 的 边界 》, 而 由 方向 余 荡 的 计算 公 
式 知 


соз y =+ 1 2(r,y) _ уа sin @ cos @ 
СМЕС - Р 240,0) — VEG-F ' 
要 等 式 成 立 必 须 取 “+” 号 ,因此 积分 号 前 取 "1+” 号 ， 


例 14.2.6 计算 | (>2 + z)dydz, 其 中 瑟 为 锰 物 而 z = + (2 + y2) 在 
z 
平面 x = 0 5 z = 2 之 间 的 部 分 , 定 启 取 下 侧 . 


Ф У 


图 14.2.9 


E HF dydz = cos a dg,drdy = cos YdS, 所 以 
le + х)ауіх = [e + r) cos ads = Ге + х) < s y da dy. 
面 三 的 定向 为 下 出， 所 以 


Ён 1 
соза = зу = — — Э? 
414137 + у? V l+ z? + y 


ie- aaa — “ra x i d ЫНЫН H asa т кп тг єт с С 
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注意 到 Ery 平面 的 投影 区 域 为 疡 = (х,у) | z” + y2 = 2|.% ЖН 
Is + z)dydz + / zdzdy = ПКЕ: + z)(- х) + ldrdy 


-Т (ёс + A) N Эн z) + 24 y) зу 


=- (“ав [- L sos - r2cos2 Ü 十 1, = (4-4342)л 
0 0 4 Ҹ 2 3 ` 


习 АЙ 
1. 求 下 列 第 二 类 曲线 积分 ， 
(1) Јас + y2)az + (22 - y2)dy, 其 中 工 是 以 A(1,0),B(2,0)， 
C(2,1), D0, D 为 顶点 的 正方 形 ,方向 为 逆 时 针 方 向 ; 
(2) | (42 -2ау)4 + (这 一 2zy)dy, 其 中 工 是 抛物 线 的 一 段 ;y = 22, 
-1S2 LAHO 1) AD; 
2 ба аб др L аа? + 2 = a? УШ 
时 针 方 向 ; 
(4) yaz - zdy + (æ? + уЭйг, НТ Аа = буун саа = 


а,О =< 1, (е,е !,а) 到 (1,1,1); 
(5) |zdz + ydy + (z -у-1):,1,А4Ак(1,1,1) 842,3, 0 AÉ 


线段 ; 
(6) fo - z)dz + (z 一 z)dy + (z 一 yidz, 工 A MJ 


2 2. 
ЮМ tz =1 , 若 从 z Shi IEE Ж ХШ ЖЕНИШИН] 


y = алапа (0 < z < m) 
针 方向 进行 的 . 
2. 证 明 不 等 式 
ЦРСс,удах 十 Q(z,y)dy| < MC, 


其 中 CC 是 曲线 工 的 统 长 ,M = max] Р(х,у) + Q2(z,y) 1 (ху) € Li. 
记 圆周 x? + у = R? 为 Lg, 利用 以 上 不 等 式 居 计 


re re awa 2005 ———— - - -- -v iw maman ах 
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I | уйл 一 тау 
К р (2 + zy + у 


„im Ta = 0. 


3, 方向 依 纵 轴 的 负 方 向 , 且 大 小 等 于 作用 点 的 横 坐 标的 平方 的 力 构 成 一 
个 力 场 . 求 质量 为 m 的 质点 沿 抛物 线 yY = 1 ~ z (1,0) 移 到 (0,1) 时 , 场 
力 上 所 作 的 功 ， 

4. 计算 下 列 第 二 类 曲面 积分 ， 


(1) |a + y)dydz + (y + z)dzdr + (z + х}ахду,НН 工 是 中 心 


在 原点 , 边 长 为 28 ЁЁ м ЛЖ —Һ,А]х[-А,А]х[—А,А1ЕЫЛ Ж, 
АУМ; 


(2) | хахах, Ф хани + 2 + 5 = 1 的 上 半 部 分 ,积分 党 
м; 

(3) [ауда + хайх + удхбу Д Х.ВЯЫШ 2 2 1 а 
= 0 和 z = 4 PRA УМА, 

(4) [аха + 3dzdy ЖН У ЖИЕ: = 4 — z2 -у x 2> 0 8 
ЖЕГЕ, 

(5) сеу) + z]dydz + [2/(х,у,в) у)4эйдх +[ (к, у.х) 


+ zj]drdy, 其 中 /(х,у,) МЕРЯ, 5 BEF – y + z = 1 在 第 
四 填 限 部 分 的 上 侧 ; 


(6) Тхгдуаг + y2dzdz + z2dz dy, ЖН ХЯВ  (о-а)-4(у-5У 


ы 


+ (z — с)? = R? ВУЗ. 
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Green 公式 

设 工 为 平面 上 的 一 条 曲线 , 它 的 方程 是 r() = arity ja S t S< 
B. 如 果 rla) = r(B), 面 且 当 1,t2 Є (а,й),гу Æ t MARE rti) Æ 
r(t) МК 1, AMAA 8 (58 Jordan 曲线 ). 这 就 是 说 ,简单 闭 曲 线 除 两 个 
端点 相 重 合 外 , 曲线 自身 不 相交 ， 
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ир а Еа PCR. mE D AEEA mA f йй ЖАШ 
及 边界 地 连续 地 收缩 成 一 点 ,那么 D 称 为 单 连通 区 域 .否则 它 称 为 复 连 通 芍 
域 .例如 ,单位 圆 盘 |(zxz,y) | x + у” < 11 就 是 单 连通 区 域 ,而 圆 环 | (zy) | 
六 < ану < 就 是 复 连通 区 域 ,通俗 地 说 , 单 连通 区 域 之 中 不 含有 “ 洞 ”， 
而 复 连 通 区 域 之 中 会 有 “ 洞 ”. 

对 于 平面 区 域 万 ,我 们 给 它 的 边界 3DD 规定 一 个 正 向 ;如 果 一 个 人 语 3 万 
的 这 个 方向 行走 时 ,DD 总 是 在 他 左边 .这 个 定向 也 称 为 DD 的 诱导 定向 , 带 有 这 
样 定向 的 3D 称 为 DD 的 正 向 边界 .和 例 如 ,如 图 14.3.1 所 示 的 区 域 只 由 LL 与 1 所 
围 成 ,那么 在 我 们 规定 的 边界 正身 下 ,上 为 道 时 针 方 向 ,而 了 为 顺 时 针 方 向 ， 


Q 


8 14.3.1 


定理 14.3.1 (Green 公式 ) 设 品 为 平面 上 由 光滑 或 分 段 光 湾 的 简单 闭 
曲线 所 围 的 单 连 通 区 域 . ЖАА Р(х,у), О(=,у) £ D ERAH HA F 


ЯА 
[Paz + Оду = 1(2- Ejdi dy, 


其 中 3D 取 正 向 , 即 诱导 定向 ， 
证 кпш D 可 同时 表 为 以 下 两 种 形式 
= = }(т,у) ГУ: = ух убх), ач z+ = B|! 
= [(z,y) | бу) х ху), суха! 
的 情形 (这 时 平行 于 x 轴 或 y 轴 的 直线 与 区 域 口 AREENA) 这 样 的 
区 域 称 为 标准 区 域 .在 这 种 情况 下 (参见 图 14.3.2), 
др 5 узт) JP 
| ay drdy = | ar) (Ж avdy 
= | [P(x ,yaz)) - P(z=,xi(>))]d= 


=- [Piesi (z))az 一 J P(z,yə(z))dz 
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=- |P(z,y)dz, 
式 中 最 后 一 步 是 利用 了 曲线 积分 的 计算 公式 . 同 理 又 有 
| Su = fe эте 
= [ERa - Q(ziu(y),y))dy 
= 0225 十 | Q(zi(3) ,9)dy 


= [асе ,yay. 
两 式 合并 就 得 所 需 结 果 ， 


E 14.3.3 


再 证 区 域 口 可 分 成 有 限 块 标准 区 域 的 情形 .我 们 只 考虑 如 图 14.3.3 的 区 
域 ,在 这 种 区 域 上 ,平行 于 у 轴 的 直线 与 D 的 边界 的 交点 可 能 会 多 于 两 个 .如 
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图 所 示 用 光滑 曲线 AB Ж D 分 割 成 两 个 区 域 Di 与 DD 的 边界 为 曲线 
ABMA , D, 的 边界 为 曲线 ANBA) ,这 时 D, 和 D; 都 是 标准 区 域 ,因此 应 用 


Green 公式 得 
2 ОР 
| Pdy + Qdy = [е 一 55 |dzdy, 
80, Б, 


| Pdy + Qdy = [| (5+ 一 95 а=, 


注意 D 与 D: 的 公共 边界 AB ,其 方向 相对 于 2р, 而 言 是 从 A SB, HTF 
20: 而 育 是 从 В 到 A ,两 者 方向 正好 相反 ,所 以 将 上 面 的 两 式 相 加 便 得 
[рау + Qdy = 1 (59 一 25 Jdzdy. 


д2 
jp D 
对 于 Green 公式 一 般 情形 的 证 明 比 较 复杂 ,这 里 从 略 . 
证 毕 
Green 公式 还 可 以 推广 到 有 有 限 个 “ 洞 ”的 复 连通 区 域 上 去 .以 只 有 一 个 
洞 为 例 {( 见 图 14.3.4) ,用 光滑 曲线 连 绪 其 外 边界 工 上 一 点 对 与 内 边界 5 上 一 
点 后 ,将 万 割 为 单 连通 区 域 . 沿 其 边界 的 正 向 积分 ,利用 定理 14.3.1, 得 


JER -Eara f+ + Lert oe 


È NM 


_ (| + | ра: + О4у- [Pdz + Qdy, 


L Ї 20 


M i 


图 14.3.4 


ЗЭР 1, 为 道 时 针 方 向 ,: 为 顺 时 针 方 向 ,这 与 Эр 的 诱导 定向 相同 ， 

Green 公 趟 说 明了 有 界 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 沿 区 域 边 界 的 第 二 类 曲线 
积分 的 关系 .下 面 再 作 进 一 步 讨论 . 

1. 记 取 诱导 和 定向 的 9DP 上 的 单位 切 向 量 为 f, 单 位 外 法 向 量 为 R( 见 图 
14.3.5), 那么 显然 


соз (п,у) =- соѕ (r,r), œs (n,z) = sin (r,z). 
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2р 


14.3.5 
因此 得 到 Green 公式 的 男 一 种 常用 表示 形式 


[08.96] Ївау - Gaz = [ТЕ sin (т.г) - G cos (сс) 
JD 


= [IF os (n.2) G eos (nes) Ja, 


这 个 形式 便于 记忆 种 推广. 

2. Green 公式 是 Newton-Leibniz 公式 在 二 维 情 形 的 推广 . 设 fx) Ela, 
bj ЕНЕ, D = [a,b] x[0,1]( 见 图 14.3.6). 在 Green 公式 中 取 P = 0, 
Q = Р(х), #15 


rayaedy = |C). 
p ар 


иллэг 


(11415 [у= [+ Пло 


一 леу 十 | Fa)dy = ОФ) - fla). 
这 就 得 到 Newton 一 Leibniz 公式 
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[F lodz = f(b) - fla). 


3. 从 Green 公式 还 可 以 得 到 一 个 求 区 域 面积 的 方法 (证 明 留 给 读者 ): 
i D 为 平面 上 的 有 界 闭 区 域 ,其 边界 为 有 腿 条 可 求 长 的 简单 闭 曲 线 , 则 
它 的 面积 为 


S = [zdy 二 一 [zdz = 3 [zdy 一 уйл, 
èD jn эр 
其 中 3D ЖЕР. 


例 14.3.1 HEREZ +2 = 1(a,b > 0) 所 围 图 形 的 面积 . 


# НЕНА ЛЖЛ 
r= q cos ,y = b sin 0,0 = 0 == z. 
说 机 图 的 正 向 边界 为 工 , 那 么 所 求 面积 为 


_ 1 _ 1 ИЛЧ Ё _ ab 2 _ 
= L [ay = yaz = L | Cab a 0 + ab sÉ 0)d0 = | [ 36 = пар. 


L 


例 14.3.2 计算 T= | + y” dz + y[zy + ]n(x + z° + у2) 19у, 


L 
其 中 工 为 曲线 y = sin z,0< xz < z SERR y = 0,0< zx =ç z MAKR D 
的 正 向 边界 ， 


解 ” 这 时 P= x2 + у? ‚Ө = y[=zy + In(z +y z? + уг), А 


IP > 型 -+ 一 
ду ма + у? дт ` х? у? 


由 Green 公式 ， 


-一 一 一 -oa 一 一 一 -- -一 一 一 
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图 14.3.8 


例 14.3.3 计算 T= [се sin у — жу) дах + (er cos у — m )dy , Ж 


і 9 (ха) ty = a2 (a >0) 的 上 半 阅 周 ,方向 为 从 点 A(2a ‚0) 到 原 
点 O(0,0). 

Ж ”现在 曲线 不 是 闭 的 , 不 能 直接 用 Green 公式 ,但 添加 一 条 直线 段 
ОА (方向 从 口 到 A) 后 , БОА 合 起 来 就 是 闭 曲 线 . 设 这 样 得 到 的 闭 曲 线 所 
围 的 区 域 为 D. хер 


] 
(х-аў+у?=а? 
О AGa ^ 
Р 14.3.9 


Р = е? зіп y — ту, (Q) = е cos у — т, 


ар | = _ ge _ 
3y = 6053 т.г = ес05 у. 


利用 Green 公式 ,得 到 


Їе sin у — mydr + (e cos y — )4у 
L 
+ [e sin у — тууйт + (е* соз у — m )dy 


ПА 
| 2 
= т [[4хду = =. 


再 计算 沿 OA 的 曲线 积分 .因为 OA 的 方程 为 y = 0,x : 0 — 2a ,那么 
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2а 
fce sin y — ту) х + (е cos y — туду = |. 04:40-0. 


DA 
代 人 前 面 的 式 子 , 就 有 


2 
je sin у — my)dz + (eT соз y — mdy = "78 . 


L 

曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 

容易 想象 , 若 一 个 函数 消 着 连接 A.B 两 个 端点 的 一 条 路 径 工 积分 ,一 般 
说 来 ,积分 值 不 仅 会 随 端 点 变化 面 变 化 ,还 会 随 路 径 的 不 同 而 不 向 . 

但 上 一 节 中 曾 指出 ,也 有 一 些 曲 线 积 分 的 值 , 如 重力 所 做 的 功 , 可 以 人 与 
端点 有 关 而 与 路 径 无 关 , 下 面 就 来 探讨 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 先 给 出 积 
分 与 路 径 无 关 的 定义 ， 

EN 14.3.1 设 品 为 平面 区 域 ,P(x ,y) ,日 (Xx,y) 为 有 上 的 连续 函数 . 
如 果 对 于 口内 性 嫩 两 点 入,B, 积 分 值 


[Paz + Qdy 
只 与 及, 日 ЛАЯХ, 5АА ВИ ЦЭ 9 RR 3k Ok Я p RAA E 
线 ) 无 关 ,就 称 曲 线 积 分 [ра + Qudy 与 路 径 无 关 . 否则 称 为 与 路 径 有 关 ， 


L 
曲线 积分 与 路 径 无 关 问 题 可 以 归纳 为 下 面 的 定理 . 
定理 14.3.2 ADAP PEEKEL, Р(х,у), О(х,у) ÆDE 
具有 连续 偏 导数 , 则 下 面 的 四 个 命题 等 价 ， 
(1) 对 于 呈 内 的 任意 一 条 光 清 (或 分 段 光滑 ) МЫЙ, L, 


|рах + Ойу = 0 
L 


(2) 曲线 积分 [Paz + Оду УХ, Ж. 


(3) 8-8. р Берт (х,у) E 
dU = Pdr + Qdy, 
їү Pdr -Оду2 (х,у) 8) 2489 АЖ О(х,у) 9 1 — EA Pdr + Оду 
ARAR. 
(4) ЕГ ИЖ ЭХ, 
ЭР _ 99 
ду dx’ 
证 (1)>(2):i А,В 为 DD ARARA, L, M L, k D UA A NBE 
任意 两 条 路 径 , 则 C = L, + (- L.) 就 是 р 中 的 一 条 闭 曲线 ,因此 


зал wp HT тшшен лал 
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0- [Pdz + Qdy = | + [paz + Оду 


工 


С) 


1 -L 


Pdz + Qdy - | Paz + Оду, 


1 L; 


сг 


于 是 
fraz + Qdy = [Paz + Оду 


L; 


因此 曲线 积分 х ХХ. 
(2)=>(3); 取 定 点 (xo; у) Є р, 


(х,у) = j, Pdz + Qdy, 
3:4::5:5 5819 (со, уо) 到 (xz,y) 的 任意 路 径 . 由 于 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 困 此 
U(x,y) 是 有 确定 意义 的 .这 时 取 如 图 14.3.10 所 示 的 积分 路 径 时 ,就 成 立 


AU _ U(z + Az,y) - U(r,y) 
Ar 一 Ас 


-去 (人 ” Pdz + Qdy - ИМ Рах + Qa») 
Ах \= iry (жу, уу) 
р frtAr,y) 1 (їїё 
=- 二 | Рах + Qay = 让 | Pít, y)dt = РСЁ,у), 


F 


(х,у) (х+Ах,у) 


ЁД 14. 3.10 


其 中 上 在 z 与 + Ах 之 间 , 这 是 利用 了 积分 中 值 定 理 . 因此 


д1 АП | _ 
= lim ZZ = limP(é,y) = P. 


> х,у). 


同 理 可 证 3 = О(х.у). MAE D KEY 417 = Рах + Оу. 


(3)> (4): РТТ D шинээ U EL dU = Pdr + Оду, ЖА 


TE = Р(х,у), зу = Q(z,y). 


MH TES Р(х,у) fü Q(z,y) £ D яж ч, TE 
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ау 3 дудх ш дхду © Ag’ 
(4) 二 (1) ;对 于 包含 在 也 内 的 光滑 (或 分 段 光滑 ) 闭 曲 线 工 , 设 它 包 围 的 
区 域 为 万 ,那么 由 Green 公式 就 得 


[Pdz + Од» = ПКЕ - 25 dedy = 0. 
L 5 
证 毕 
上 面 的 证 明 还 给 出 了 当 曲 线 积 分 与 路 征 无 关 时 ,Pdz + Q dy ЕР 内 的 原 
ARAH ED ЗЕ, ВШ 
[t 


53) 
шз.) = | 
{rosy 


设 A(xa,ya),B(xp,xp)EDD. 对 于 从 A 到 B 的 任意 路 径 L, 任 取 一 条 品 
НУ (0, уо) 到 A KIRRI I, W 


О(жд,уд) = [Paz + Qdy, U(za,y8) = | Paz + Qdy. 
1 


I+ L 


Pir + бду. 
Ü 


因此 
[Pdr + Qdy= Í| Paz + Qay - |рах + Оду 


L +L Н 


= U(=p, yB) 一 Ut{ ra ya): 
反之 , 苦 U(z,y) Ж Рат 二 +Qdy 一 个 原 晴 数 , 任 取 一 条 从 А 318 Е 


L:z= glt), y= y(t),a < t SÇ b, 
使 得 
z(a) = za, y(la) = ya, z(b) = їв,у(Ь) = yn, 
ЯБА 


[Paz + Фау = | [PEG (0) 0) + QE) yEy (010 
= U(xz(z),y(t))]2 = О(хв, ув) — ОС, УА). 


于 是 得 到 ; 
定理 14.3.3 jD E 38 .P(z,y)f*e О(х,у) 22 D k АЖ. Я 


各 曲线 积分 [Paz + ду 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 存在 PdzTdy 的 一 


MABA U(xz,y) .这 时 ,对 于 中 AEEA Alaya) В(хв, ув), А 
式 


-mra mmm i =a ааа —- 
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[Paz + Qdy = U (zg: yp) 一 Utaya) 
AB 


成 立 , 其 中 AB 为 从 A 到 B 的 性 意 路 径 . 
Ж Рах + Qdy 的 原 函 数 常 用 的 是 如 图 14.3.11 所 示 的 两 个 积分 路 径 ， 


Мхо.у) В(х,у) 


Абхоуо (х,у) 


ВА 14.3.11 


izy) 
ШТ U(z,?) -U(xos30) = |” Рас + Обу, АШАА ER 
To 
ANB , 8} 


(т, } 
U(z,y) = | и | РЧ + Q dy + О( хо, уд) 
Tyry 


= | Paz + Qdy + [Рах + Qdy + U (tp уо) 
AN NB 


= | рск, yo)dz + Ї Оќх,у)ау + c. 


= 


其 中 c = О(хо,уо) 为 任意 常数 , 若 积 分 路 径 取 AMB ,同样 可 以 得 到 
U(z,y) = ICES + | (а ,у)ф + с. 


0114.34 证 明 在 整个 ху 平面 上 , (езп у — my)dz + (e*cos у 一 
mzdy 是 某 个 函数 的 全 微分 , 求 这 样 一 个 函数 并 计算 ， 


I = [сева y- ту)ӣх + (есоз у — ms)dy. 


其 中 工 为 从 (0,0) 到 (1,1) 的 任意 一 条 道路 . 
Я Р(х,у) = esiny — my, Q(z ,y) = e y — ms, 于 是 恒 成 立 
ЭР _ 29 


25 = ews у — т = Әт` 
因此 由 定理 14.3.2 知 (ersin my )dzr + (е*сов y 一 zt)dy 是 某 个 函数 的 全 


微分 . 
取 路 径 如 图 14.3.12, 那 么 它 的 一 个 原 男 数 为 


a - OO 
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(т, ) 
U(z,y)= И N (etsin y — ту)ах + (ezcos y — ду 
= { | + [esin у 一 y) + (e*cos y — mr)dy 
Da Ав 


= y 
= | Ddz +| (е*соз y — mr)dy = езіп у — лу. 
0 0 


y 
B(x.y) 
可 (550) х 
图 14.3.12 


于 是 由 定理 14.3.3 得 
= | (ersin у 一 my)dz + (e*cosy — mz )dy 
= а, 1) – 000,0) = esin 1 — m. 
例 14.3.5 计算 | ass, дф зен 
线 , 方 向 为 着 时 针 方 向， 
Ж ІЛМЕК Ур. 这 时 Р(х,у) = Ar plaw) = 


30:42 D ЖЕ ЛИ В, Н Green 公式 即 得 . 

k= _ уйк _ -0 

1 Tt » 
мрак, KS P О 在 原点 不 满足 Green 公式 的 条 件 ,因此 不 能 直接 
使 用 Green ŻA. {НДЕ D 中 挖 去 一 个 以 原点 为 ,半径 > 为 的 小 贺 盘 后 ,对 于 
余下 的 部 分 Green 公式 的 条 件 就 满足 了 , 记 О 中 挖 去 小 圆 盘 后 的 区 域 为 DD;， 
记 小 图 盘 的 边界 鸭 KRÆ 14.3.13), 在 区 域 上 D, 应 用 Green 公式 得 


== gdy ~ ydr со, 
I т? + у? | х2? + у? 


注意 上 式 对 工 取 的 方向 是 道 时 针 方 向 ,这 时 / 的 参数 方程 为 
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图 14.3.13 


x= ксозд,у = rsin 0 (0 =ç 0 = 2mx), 


因此 
一 хау = уй 和 2 Ü + r2sir” 
| Эсэн - | iy age _ |, сов 5 sin 9 19 = Эт. 
L 
这 个 例子 说 明 ,定理 14.3,.2 中 对 于 区 域 是 单 连通 和 函数 具有 连续 偏 导 数 
的 要 求 是 必要 的 ， 
Gauss 公式 


对 于 三 重 积分 也 有 类 似 于 Green 公式 的 结论 .在 笑 述 前 先 引 人 空间 上 的 
二 维 单 连通 区 域 的 概念 ， 

设 只 为 空间 上 的 - :个 区 域 . 如 果品 内 的 任何 一 张 封 闭 曲 面 所 围 的 立体 仍 
属于 已, 那么 称 0 为 二 维 单 连通 区 域 ,否则 称 O 为 二 维 牧 连通 区 域 . 通俗 地 
说 ,二 维 单 连通 区 域 之 中 不 含有 "“ 洞 ”, 而 二 维 复 连通 区 域 之 中 含有 " 润 “. 例 如 ， 
单位 球 1(zyyyz)1zz+ 兴 + 过 二 让 是 二 维 单 连通 区 域 ,而 空心 球 攻 zy，z) 
L$ < 22 + 2 + 2 < 1| ETERRAK. 

定理 14.3.4(Gauss А) ANAR j ЖЭ ЖЭЛ ЖАЙЫН И] h 
F ТЕ Ж, 65 ен Е н, ah 3k: P(z,y,z),Q(z,y,z) 和 R(r,y,z) 在 
п АЖЫНА Ж WJ д, 3 3 ж, 


ПИЛИ: И 
| (25 4 Ер ШЕР jazradydz 一 [pasas + ахах + Rdzdy, 


这 里 98 的 定向 为 外 侧 , 它 称 为 人 的 诱导 定向 . 
证 ”人 先 设 2 可 同时 表 为 以 下 三 种 形式 
= |(z,y,z) | (х,у) < z SÇ Zr, yir y) € @„,} 
= |(z,y,z) | yi(z,z) < y < x>(z,z),(z,z) € 0.1 
= |(z,y,z) l zily, z) < z S arry) (yr) € Qel 
其 中 Oy, Oar Na ЭО ТЕ лу, zx ,yx 平面 的 投影 ( 见 图 14.3.14), 这 样 的 


43 Green 公式 、Gauss 公式 和 Stokes 公式 . 319 “ 


区 域 称 为 标准 区 域 . 


图 14.3.14 


RII 389 = = zir, y), (х,у) Є 0,5: 为 曲面 zx = (х,у), 
(х,у) € Ray, 按照 所 规定 的 定向 ,31 的 定向 为 下 出 ;2 的 定向 为 上 出. 那么 
利用 Q 的 第 一 种 表示 就 有 


жу 


一 [[1к(х,у,вз(=,у)) T R(rz,y,zi(z,y))]d=dy 


= | Rí=,y,z)dzdy + |С, у, zdrdy 


Х, 2, 
= [[к(с,у, «)ахду. 
ай 
同 理 利用 0 的 第 二 种 表示 和 第 三 种 表示 可 证 
IQ _ 
1 Эу drdydz = Пасэ, 2а, 


д 
| SE drdydz = [ro sy, z jdydz. 


三 式 相 加 就 是 Gauss 公式 . 

当 惧 可 分 成 有 限 块 标准 区 域 时 ,可 添 吉 辅 助 曲面 ( 见 图 14.3. 15) ,将 其 分 
成 一 块 块 标准 区 域 . 如 局 讨论 Green 公式 的 情形 一 样 ,对 每 块 标准 区 域 应 用 
Gauss 公式 ,再 把 它们 辑 起 来 . 注意 到 如 果 一 片 曲面 为 两 块 不 同 标准 区 域 的 共 
同 边界 村 ,会 出 现 沿 它 不 同 侧 面 的 两 个 曲面 积分 ,在 相 加 时 它们 碱 会 互相 的 
消 , 最 后 只 留 下 的 是 沿 30 的 曲面 积分 .这 种 情况 就 得 到 证 明 . 

更 一 般 的 情况 比较 复杂 ,这 里 从 略 ， 
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图 14.3.15 


证 毕 

Gaus 公式 也 可 以 推广 到 有 有 限 个 “ 洞 ” 的 二 维 复 连通 区 域 上 去 . 如 对 如 

图 14.3.16 所 示 的 有 一 个 “ 洞 ” 的 区 域 ,用 适当 的 曲面 将 它 分 割 成 两 个 二 维 单 

连通 区 域 后 分 别 应 用 Gauss 公式 ,再 相 加 , 即 可 推出 Gaus 公式 依然 成 立 . E 

意 ,这 时 区 域外 面 的 边界 还 是 取 外 侧 , 但 内 部 的 边界 却 取 内 侧 .但 相对 于 区 域 ， 
它们 事实 上 都 是 外 侧 . 


— 


图 14.3.16 


Gauss 公式 的 一 个 直接 应 用 就 是 可 用 沿 区 域 0 的 边界 的 曲面 积分 来 计算 
0 的 体积 ,具体 的 说 就 是 


Vv = | drdydz = ауа = | уааах - | хаха» 
a Fe] 80 an 


= 1 f| zdydz + ydzdz + zdzdy, 
añ 


Жр ар 的 定向 为 外 出 ， 
例 14.3.6 用 上 述 公式 计算 椭 球 面 -7 ын x +5 = 1 所 围 区 域 的 体积 . 


Ж ”这 就 是 计算 椭 球 的 体积 ,在 上 一 жввиллЄоЯНЯ- 种 
方法 , 椭 球 面 的 参数 方程 为 


z = asin peos 6, у = bsin рып 6, 


an- -mr - + m a ws x 
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z = ссозф, 05 9 = 2r,0 = e = x, 
于 是 
9 А 
е), = absin pcos Ф. 
所 以 ,由 公式 求 得 椭 球 体积 为 


үс [[ «агау = II ссоѕ Ф eB dp 
an ter 


Оа 
Èr 
= abc T sin pco? oded0 = fao [sn pos gdp = $ wabe. 
о 0 


Üs 0s zm 
{керт 
请 读者 想 想 为 什么 在 运算 中 第 一 步 到 第 二 步 时 积分 号 前 取 +” =. 
例 14.3.7 ж | хауаг 十 ydzdz 十 г?атду,Ў ЭШ х? + у? + 22 = 
2 


а? 的 外 侧 . 
Ж h Gaus 公式 并 应 用 球面 坐标 变换 得 
[заа + yidzdzr + widrdy = 3 | (z? + у + z2)dz=dydz 


р: 20,2642 


= 3 [ш js Е sin pdr = Bras. 


0 


例 14. 3. 8 设 某 种 流体 的 速度 为 yy = zi + wj + 号 , 求 单位 时 间 内 流体 
流 过 曲面 了:y = х + z2(0 =ç y =ç А?) 的 流量 ,其 中 3 RAN. 


图 14.3.17 


E ”流量 的 计算 会 式 为 
Ф = [> ndS = [| гау + ydzdz 十 “dzdy ， 


由 于 ЖЕНИ, 但 添加 一 F i 
озу = h2,z2 + 22 = А? 
Ж, + z 就 是 封闭 曲面 ,这 里 z BAM. 


иа Бо т яваа 1“. - "一 =- - - -- - — 
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w Z + a Л ВОН Ж0,ЛЇ Gaus 公式 ,得 
[ауа + ydzdz + zdrdy + [худ + ydzdz + хағау 
х 


= f 3drdydz = 3 | ахах j dy = Зи 
х ын са? 
但 
| хауа» + удийх + zdzdy = [sazaz = | hidzdr = rh, 
a z аа? 
所 以 


Ф = | rdydz + ydzdz + zdrdy = 33 — nh’ = P hA 


Stokes 公式 

设 三 为 具有 分 段 光 滑 边 界 的 非 封 闭 光 滑 双 例 曲 面 . 选 定 曲面 的 一 侧 ,并 
如 下 规定 Z 的 边界 33 的 一 个 正 向 ;如 果 一 个 人 保持 与 曲面 选 定 一 侧 的 法 向 
量 同 加 站立, 当 他 沿 ax 的 这 个 方向 行走 时 ,曲面 > 总 是 在 他 左边 .33 的 这 个 
定向 也 称 为 2 的 诱导 定向 ,这 种 定 句 方法 称 为 右手 定 则 . 

定理 14.3.5{Stokes 2225) 设 卫 为 光 渭 曲面 ,其 边界 25 AIRERA 
曲线 .车 函数 P(z,y, z) ,Q(r,y z Riz y z) 45 35 Kia j E 288558 
偏 时 数 , 则 成 立 


[рах + Оду + Вах 
33 


_ [ав 39 аР _ aR aQ ЭР 
= | Ер jdyds + (5: - 35 | гах 十 | т 5 |Чхду 


J \ду E 
- 108-28) а (38). (09.28). ур. 
其 中 95 取 诱 导 定 向 . 


证 “只 证 明王 可 同时 表 为 以 下 三 种 形式 
= {x,y,z} tz = z(z,y),(z,y) € El 
= I(z,y,z)! y = y(z,z),(z,z) € Zl 
= (х,у) іх = z(y,z),(y,z) € Bl 
的 情形 ,其 中 У.Х... ЗУ Ery, тт, ух РАСА 14.3.18), 
这 样 的 曲面 称 为 标准 曲面 . 其 它 复 杂 情 况 从 略 . 
不 妨 设 的 定向 为 上 上 侧 . 利用 曲线 积分 的 计算 公式 ,由 3 的 第 一 种 表示 
易 得 


рерин = =- 
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E 14.3.18 


|PGz,y,z)dz = | P(z,y,z(z,y))dz, 


其 中 aX, ж, 的 正 向 边界 .再 对 后 一 式 应 用 Green 公式 得 
[Penyes da 


Zy 


=- |2 = P(+r,y,z(z,y))dzdy 
= 


=- | [Eyre +2 (z,y,z(z,y)) ` 25 |ezay. 


Z 


注意 到 曲面 取 上 侧 , 则 x KEREK DIRZY 
1 ‚(-2= az | 
1+ (52) + (58) 


(cos а ,соѕ 8,сов y) = 


81455 = - 080 .所 以 
3 


(x,y, z(=, у)) 28 (жу, z(x,y)): Jazdy 


aP dP д 
Jazas - 55. 25 es yds 


+ SE E 


l! 


18 
125 


= 15) IP os yds 一 p ӨР соз 5E eas Yds 


- | ZE ов ydS - 198 ЭР ов В48 = 15 E dedy - 13 ЗЁ Jedz. 


эко xn - mas — 一 =-=- = — ----— . 一 一 - 
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结合 这 几 式 就 得 
]P(z,y,z)d= = || Pasaq - аРазау. 
az z 
同 理 可 证 
2Q IQ 
Ө(х,у,х)ау = ахау - —*dydz, 
| | зва - аа 
IR(z,y,xz)dz = J 2 аде 一 SR Jedz. 
ЕР 5 Y * 
三 式 相 如 即 得 Stokes 公式 . 


证 毕 
利用 行列 式 记 号 ,可 以 将 Stokes 公式 写成 
Чуй dzdz dzdy 
Ə а 3 
Pd = =— =— = 
| z + Qdy + Kdz 1 31 Зу Jz 
P Q R 


соза cos cos Y 


a д д 
и 1 arz ду dg 45 


Р Q R 
Stokes E EHU B T PY H У BJ HIS B TA ЖЫЛ ЛТ Ә> 的 曲线 积分 间 的 
ХЖ. 


114.39 计算 工 = fo? – zi)dr + (z? — z2)dy + (х? — y2)dzx , t th 


L 为 平面 z+ y+ z = 1 ИЗЛЕЙ = fa JÉ X Л, А z Bh E 
向 看 去 ,定向 为 送 时 针 方 向 ， 


图 14.3.19 
解 E Stokes 公式 得 
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I= |ы — z2)dz + (zf - z2)dy + (ж? — y2)dz 
L 


cos @ cos Ë соз Y 


d д д 
- [1 за ay ах |85 
5 -arz 22-12 142-у 
--2| [y+ z)eos а + (х + оўо B+ (z + y)eos y 145 
5 
由 于 号 的 方程 为 x 十 y+ x = 1, 定向 为 上 侧 ( 这 是 要 与 工 的 定向 相配 合 来 使 
用 Stokes 公式 ), 则 易 计 算 


соза = 005 f = cos y = +. 


43 
因此 注意 到 在 三 角形 х йа + y+ е =1,Н 3 ВО, ss 


__ 4 214 22 
I = Ae ++ дав 5 8 2. 
8114.3,10 计算 了 = lo + z2)dz + («^+ z2)dy + (x? + y2)dz , Ж 


中 工 是 上 半球 面 z? + y 2: = 2Rz(x 2 0) 5 Н 22 + у? = 2rz(R > 
r > 0) BJ 3628, JA z HERAS, HEA E 

解 ЧЕН х улс = 2Rz 上 由 L 所 围 的 曲面 为 .由 于 工 的 定 
向 ,为 应 用 Stokes 定理 取 Z 的 定向 为 上 全 ,所 以 其 法 向 量 的 方向 余弦 为 
соз о = EZR eos g = D cos y = р. 


于 是 由 Stokes 定理 得 


了 = ЇЇ Жо )4х + (z? + z2)dy + (z2 + y2)dz 
L 


图 14.3.20 


-一 一 一 “一 mm Ñ ah А - - ——— r n. - 
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COS а cos 8 cos У 
2 9 2 
= || ах ду Әх 45 


= IKE — z)cos a + (ж — r)cos В + (x ~ у)соз y)dS 


= Jio — ғ) 
= 2( [+з - fas). 


由 于 曲面 5 关于 zz 平面 对 称 , 因 此 


[>5 = 0. 


Wm E КЕШ x+y + е^ =2Ёт(е>®0) E,z = Z 2Rrz -r — у*, ЬЕ 


上 有 
8 2 2 2 
Е 了 ) +( | = (1 — + 5, = Š, 
利用 南面 积分 的 计算 公 式 ,得 


I = 2|| газ -2 | х R ахау = 2R || drdy = 2тк°Ё. 
2 (s-r yar И (а-к) хулс 


有 兴趣 的 读者 可 以 再 利用 工 的 参数 方程 来 计算 一 下 这 个 曲线 积分 . 


TE t(z-z)Ë + (z y) 2 а 


习 题 
1. 利用 Green 公式 计算 下 列 积分 : 
(1) |a + y)?dz - (22 + y2)dy ,其 中 工 是 以 A{1,1),B(3,2),C(2,5) 


为 顶点 的 三 角形 的 边界 ,方向 为 逆 时 针 方 向 ; 
[аз - х?уду ,其 中 工 ЖД? + у? = a2, 方 向 为 道 时 针 方向 ; 
L 

(3) | (zzyes х + 2aysinr — y2e*)dz + (rsin z – 2ye" )dy, HF L Æ 
星 形 线 х3 + yš = а5(а > 们 ,方向 为 送 时 针 方 向 ; 

(4) [Са - eos dz - (y — sin y)dy] JEP L Ву = sin z ЕЙ 


83 Græn 公式 、Gauss 233058] Stokes 公式 . 327 ， 


(0,0) 到 {x,0) 的 一 段 ; 
(5) je 一 yldz - (х +t si? y)dy, 其 中 上 是 圆周 x?++ у? = =2т F. >Ë 


部 分 ， 方向 从 (0， 0) 点 到 【207 х: 
2 е" [( rsin y- усов y)dx + (тоо у + vsin y)dy ,其 中 了 是 包 


х2 + у? 


力 原 点 的 简单 光滑 闭 盟 线 ， 方向 为 道 时 针 方 向 ; 

(7) | rt st dy ,其 中 工 шщ? у-ва 
道 时 针 方 向 ， 

2. 利用 曲线 积分 , 求 下 列 曲 线 所 转 成 的 图 形 的 商 积 ， 

(1) BÉB у = aws #,у = asin £; 

(2) 213) 5 (z + куу = “ч > 0) Ж х Эй: 

(3) 旋 轮 线 的 一 段 ， Г, 7880) C [0.28] 5 x $. 

= ч — сов #) 
3. 先 证 明 曲线 积分 SREK, ATAMA, 


(1,1) 
(9 | Ce- dr- dy); 


у 
(2) | elade + $(y)dy ,其 中 BCe) у) 为 连续 函数 ， 


(5,82 
(3) |" 44:85 ду үүлэнд ВИ. 


(1,0) Уу у 
4. 证 明 (2xeos y + y2cos х)4х +(2ysinr — r“siny)dy 在 整个 zy 平面 上 
是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 找 出 这 样 一 个 原 浅 数 . 
sagri ioy 在 除去 у ШАК ЕЕ ПЕ ДЕ ху 平面 上 是 某 个 省 


ЖАЛУ, ЗЕ ЖЕ AER Ж. 

6. 4-1 ХЕ = (3z2y + Bzy2)i + (z? + 82у + 12уе?)ј, Е ЛЕД, 
在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ， 

7. 利用 Gauss 公式 计算 下 烈 曲 面积 分 


(1) [ауаз + уат + z22dzdy ,上 为 立方 体 0 所 x,y,z са 的 边界 ， 
积分 沿 外 侧 ; 
(2)| (z - у + z)dydz= + (y — z + z)dzdz + (z — z + Уу) х 4у,НЭН x 


为 曲面 jz - y + + ly-zt+xl+ |z — x + y| 1 的 外 表面 ; 
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(3) || (zzeos а + yzeos B + zzcos y)dS „ҖИР Х ЖӨН: = a? + 只 介 
于 平面 z= 0 与 z = h(h > 0) 之 间 的 部 分 ,积分 沿 下 侧 ; 

(а) zaydz+ ydzdz + zdrdy АФУ РЕВЕ = У R2 — z2 у? 
的 上 市 ; i 

(5) |201 - z2)aydz + 8zydzdz -4zrdzdy ,其 中 三 是 由 zy 平面 上 的 
曲线 т - e(0<y<a) 58 + 轴 旋 转 而 成 的 旋转 面 , 曲 面 的 法 向 量 与 > 轴 的 


ЗЕҢ Ж  . 
хаух + удтал + zdxd _ z _ х= 2)? 

ө] Шис фуйу z = 00227, 
G CU >0 БЕЙ. 

8. 利用 Gauss 公 式 证 明 阿 基 米 德 原理 :将 物体 全 部 证 没 在 液体 中 时 ,物体 
所 受 的 泽 力 等 于 与 物体 同体 积 的 液体 的 重量 A i ESE Г ЕЙ. 

9. 设 某 种 流体 的 速度 为 v = уш + zzj + лук, ЭЛЧ ЯЛ 

(1) И: хг ну а?,0 < z = h BS WIB BS , 

(2) 流 过 该 圆柱 的 全 表面 的 流量 . 

10., 利 用 Stokes 公式 计算 下 列 曲线 积分 ， 


(1) [yaz + zdy + zdz, HF L ЖИ? + y2 + z2 = a° Faty 


+z = ОВА СТЕ А), А с 轴 的 正 向 看 去 ,此 圆 阅 的 方 启 是 道 时 针 方 何 ; 
(2) | зхах + 5zdy – 2ydz, H F L ЖЕЕ + y = 1 与 平面 z= y 


+3 的 交 线 ( 它 是 栅 圆 ) ,从 х 轴 的 正 向 看 去 ,方向 是 递 时 针 方向 ; 
(3) lo — z)dz + (z — z)dy + (z — y)dz Жр L АНА? + у? = 


L 


a 和 平面 荆 + Z = 1(a > 0,h > 0) 的 交 线 ( 它 是 精 圆 ), 若 从 工 轴 的 正 向 看 
去 ,方向 为 逆 时 针 方 向 ; 
(4) [07 — Jde + (22 - z2)dy + (л - Dde ish LAMPE + у 


+ = ЗӨ ЛЭ ЖО ,yz 区 1 的 表面 所 得 的 截 痕 , 若 从 z 轴 的 正 向 看 去 ， 
ЭЖЭ: 
(5) ы? — yz)dz + (у — zz)dy + (22 — ху)42, ЖН L Н г 


[| — FH 4 = = тэлэн - 
rr 
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= acos фуу = asin p,z = Ао AK А(а,0,0) EA В(а,0,8) 的 路 径 ， 


S4 微分 形式 的 外 微分 


外 微分 
W UCR ARR, U БЕА хүлээ, 的 全 微分 为 


df = > PE dr. 
这 可 以 理解 为 ,一 个 0 — 形式 作 了 微分 运算 后 成 为 了 1 - 形式. 
现在 将 微分 运算 d 推 广 到 A* 上 去 .对 此 中 的 任意 一 个 一 形式 


w = > Bi А dris А А дл, 
тыу a sm 


ЖЕ Ж. 
do= Ð (фаш. (ХУ А dz; A аты Асе Айлы 


lsi S i i sn 
n де; - А 
Í` АРГАЛ! 
- У) Ў) 20—44, А йт А айты А А dtp. 


li S үү лэл dz, 
同时 ,对 空间 4 = A +… A 上 的 任意 一 个 元 素 
ш = оңу шу + + a Qy Є А“, 
定义 
dæ = dwg + ба 十 … + йо. 
这 样 一 来 ,微分 运算 d: A 一 A ЖЖ ЕШ, d( ao + By) = ade + 849 , о, 
|) Є 和 ,其 中 m,8 为 常数 .这 样 的 微分 运算 d 称 为 外 微分 . 显然 ， 
4(ал,, А dza A + А dx; ) = d(1dr;, A ах; A е A dx; ) 
= (di) A dz; A dx;, À - A dx; = 0. 
114.41 Bo = P(z,y)dz + Qir, y)dy ЭА? EB) 1 — ER, JJ 
de = (dP) A dx + (dQ) А dy 
= (5+ 4* + 259 | A dæ + (5842 + Заан | A dy 
= Edy A dr +504. A dy = Ён -区 jd A ду. 
04 14.4.218 w = Р(х,у,:) х + О(х,у, х)ду+ R(z,y,z)dz Æ R 
上 的 1 一 形式 , 则 
de = (dP) A dz + (dQ) A dy + (dR) А dz 


_ (ЭР, әр ,oP 29, + 39 + 29 
= (554 + Эу ЧУ + dz JA dz + (224 + Jy dy + эй | A dy 


-nr = 1 х алтын rwwwmarr r s k u s 
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IR, әк, ,3R 
+ (Baz + 24У + Jede] A dz 


= 25 - 59) A dz + (35 = SE jaz A dz + Ён = 55 а A dy. 
例 14.4.3 о = Р(х,у, х)ау А de + Q(z,y,z)dz А dz + К(х, 
уут) х А ау X В 上 的 2- 形 式 , 则 
dw= (dP) A dy A dz + (dQ) A dz А dz + (dR) A dz Айу 


_ fap, ЭР 
= (558553, 


dy + аа) л dy A dz 
20, ‚до, ,3Q 
十 (9842 + ау ЧУ + 5zdzjA dz А йт 
ƏR, ƏR, ӘК 
+ (54а + ду ЧУ + ENA ах А dy 
_ ap 2Q ƏR 
= (323 Эу как) A dy А dz. 
我 们 列 出 外 微分 的 两 个 性 质 ， 
ERI 4 33-40, Ж4-38,8| 
а( A 7) = Цо А y+- Iw А dy. 
证 hF dhE, H REH 
w = alxjdza А йт А А ахь = b(x)dz, A dza Ас А dz; 
的 情形 即 可 .这 时 
dw A 1) = d(a(x)b(x)dzx;, А ах А 
"A drg А ах; A dx; A = À Дх) 
= d(a(x)b(x)) A dr A бх, А 
= A dz, Adr А (ху, À ' А ах, 
Ч д дф 
一 > Ü Ja z; +a jaz:]A dr; A Дт; А 
“б А ла А ах, А аты Ас" А ах, 
„да 
= (Xe dr JA dz; A дї» А 
+ А dza A daj А ху A А dry + (— 19“Сайха А ах, А 
= д 
… Ях) A [> Feda; JA dz, А Чхуу A e.. A dz; 


= dw A 7 + (= l)*%o A dy. 
Їй o € А, У Фо = 由 do). 在 以 下 讨论 中 ,我 们 假设 微分 形式 的 系数 都 具 
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有 二 阶 连 续 偏 导数 . 
例 14.4.4 设 fE A 为 0 一 形式 ,证 明 竺 f= 0. 


证 ”由 于 /具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,因此 -2 人 = £ нд 


9z9z, ATA 


Е п af т ох 32 
ё/= аар = dD заа) = D D уур A dz, 


2 2 
- 3 (523: -zd |да: A da = 0, 
性 质 2 ”对 任意 中 后 A, 有 中 w = 0. 
证 ”由 于 4d 的 线性 性 ,只 要 证 明 
w= a(xr)dz;, A dz;, А A ах 
的 情形 即 可 ,这 时 
da = (да(х)) А dr A dza А А drg 
因此 由 性 后 1 和 例 14.4.4 的 结果 
Фа = d(dew) 
= (Фа) A dz; A dz; Асе A dz; 
– (da) A d(dz;, Л dzi А "А ах) 
= 0 A dz; À drig Л A das — (da) A 0 = 0. 
外 微分 的 应 用 
首先 看 Green 公式 
|Р + Оду = [| 29 - 25 |824, 


агі D 


其 中 эр жр 的 诱导 定向 .在 上 一 章 第 五 节 中 ,我们 已 经 提 到 可 以 将 dz A dy 
看 成 有 向 面积 元 素 ,那么 如 果 将 它 看 成 是 正面 积 元 素 ахау 的 话 , 上 式 就 可 以 
* 


Г д 
|Paz + Оду = | (5 - 38 Jaz A dy, 
ар р 


因此 由 例 14.4.1 得 到 ,对 于 1 一 形式 ww = Р(х,у)/дх + О(х,у)ау 成 立 


| = |де. 
àD р 


ЖЕ Stokes 公式 
{Раг + Оду + Вах 


ps - — s  - ro - ам. 
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-本 - 59 ау л de + (52 -SE dz A de + (32 - E de A dy, 


Жр а> 了 又 王 的 诱导 定向 ,注意 等 式 左边 和 右边 分 草 是 I 工 - 形式 和 2 -ÉRE 
定向 曲线 和 曲面 上 的 积分 ,因此 由 例 14.4.2 可 知 , 对 于 1 -形式 w= Р(х,у, 
z)dr + Q(r,y,z)dy, R(z,y,z)dz 上 式 就 是 


» - ju 
同样 地 ,对 于 Gaus 公式 


| Payaz + Qdzdz + Rdzdy = Ї (55 + Ён + SE Jdzdydz, 
31) ü ` 


如 果 我 们 将 有 向 体积 元 素 dr A dy А dz 看 成 是 正体 积 元 素 dzdydz 的 话 , 它 
就 可 以 表 为 


[ъа А dz + Qdz А ах + Ках А ду 
an 


= | (+995 ак A dy A de, 


其 中 32 取 O 的 诱导 定向 . 因此 由 例 14.4.3 可 知 , 对 于 2 - 形式 ш = 
Р(х,у,®)ду А dz + Q(r,y,z)dz А dr + R(z,y,z)dz A dy, LAME 


Ë = 1а. 
jn n 


最 后 看 看 Newton 一 Leibniz 公式 


jare) = ol, 


如 果 将 上 式 右 端 视 为 0 - 形式 Are) 在 区 间 D = [a,5] 的 诱导 定向 边界 Ə D 
= ja, b] 上 的 积分 ,那么 上 式 就 可 以 表 为 


|s = Jar 
这 样 ,Newton - Leibniz 公 式 .Green 公式 ,Gauss 公 式 和 Stokes 公 式 就 可 以 统一 
地 写成 如 下 形式 : 

Je = ju 


这 个 式 子 统称 为 Stokes 公式 ， 它 说 明了 ， 高 次 的 微分 形式 dw 在 给 定 区 域 上 的 
积分 等 于 低 一 次 的 微分 形式 w 在 低 一 维 的 区 域 边界 上 的 积分 . Stokes 公式 是 
单 变量 情形 的 Newton - Leibniz 公 式 在 多 变量 情形 的 推广 ,是 数学 分 析 中 最 精 
彩 的 结论 之 一 .读者 在 今后 的 课程 中 还 会 看 到 它 的 广泛 应 用 ， 
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习 题 

1 ЖК = ау(ту)длу + азж) дл + зт + a,(z,)dx, 是 R" 上 的 1 一 
形式 , 求 do. 

2. Ж а = а1(шо,ха)йлх» А dzs + as(zi,za)dzi А dzi + as(xi, 
zə)d=, А ах Æ В? tH 2- K R dw. 

3. WER 上 的 一 个 开 区 域 Q = (а,Ь) х (c,d) x (e, f) Бе X Y W se 
TMERR z = а(х), у = аз(х),= = аз(у), ЌЕ 

w = bi(y)dz + b;y(z)dy + bs(x)dz 
的 1 -形式 中, 使 得 
dw = a(z)dy Л dz + aal rdz А dz + as(y)dz А dy. 
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在 实际 应 用 中 ,常常 要 考察 某 种 物理 量 ( 如 温度 密度、 电场 强度 JJ ,速度 
等 ) 在 空间 的 分 布 和 变化 规律 ,从 数学 和 物理 上 看 就 是 场 . 

ШО св К, ЕН г, 中 每 一 点 (xz,y,z) 都 有 一 个 确定 
的 数值 f(z ,y,z,z)( 或 确定 的 向 量 值 以 x,y,z,t)) 与 它 对 应 ,就 称 Sy, 
z, CR f(z.y,z,t)) 为 上 的 数量 场 (或 向 量 场 ). 例如 , 某 一 区 域 上 每 一 
点 的 温度 确定 了 一 个 数量 场 ( 称 为 温度 场 ), 而 某 流体 在 某 一 区 域 上 每 一 点 的 
速度 确定 了 一 个 向 量 场 ( 称 为 速度 场 ) ,如 此 等 等 ,如 果 一 个 场 不 随时 间 的 变化 
而 变化 ,就 称 该 场 为 稳定 场 ;否则 称 为 不 稳定 场 .在 本 节 中 除非 特别 声明 ,我 们 
只 考虑 稳定 场 . 

梯度 

显然 ,Q 上 任何 一 个 三 元 函数 (z ,yx) 都 可 以 看 成 是 Q 上 的 一 个 数量 
场 . 若 f(x,y,z) 在 由 上 具有 连续 篇 导数 ,我 们 知道 其 梯度 为 

gradf = fi + fyj + fk, 

ШЕ РИШ | 


I = cos (¿,z)i + cos (/,y)j + сох 7 )К 
的 方向 导数 可 以 表 为 3f = gradf - 1. ЖИПКЕ 


f(z,y,z) = cf 常数 ) 
为 等 值 面 . 若 户 , 扩 ,大 不 同时 为 零 , 我 们 知 遵 在 等 值 面 上 的 一 个 单位 法 同 量 
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为 n= 二- | grad F | , 它 大 于 零 ,而 且 


grad f = 5а. 


这 说 明 ,一 点 的 梯度 方向 与 等 值 面 在 这 点 的 一 个 法 线 方向 相同 ,这 个 法 线 方向 
就 是 方向 导数 取得 最 大 值 的 方向 , 且 从 数值 较 低 的 等 值 面 指向 数值 较 高 的 等 
值 面 ,梯度 的 模 就 等 于 现 数 在 这 个 方向 的 方向 导数 .而 了 在 这 点 沿 相 反方 向 
《 即 梯度 的 相反 方向 ) 的 方向 导数 达到 最 小 值 | атаа f || ,这 就 是 说 , 沿 者 与 
梯度 方向 相反 的 方向 , 孙 数 值 碱 人 少 最 快 . 进一步 ,梯度 是 与 坐标 藉 的 选取 无 关 
的 问 量 , 这 个 结论 在 К” (л 222) 上 都 成 立 . 

我 们 称 由 数量 场 了 产生 的 向 量 场 gradf = fi + fj + fk hb E Ba. 


| 1 5 > N | 
Ө, 


SS 


@ 14.5.1 


我 们 看 一 个 实际 例子 ,经 测量 某 积 雪 山顶 的 高 度 可 用 函数 z = /(т,у) 
来 表示 ,图 14.$.1 是 等 高 线 图 , 即 Fl(z,y)=c 的 图 形 . 当 雪 融化 时 ,由 于 重力 
的 作用 SIKERRE TERRA, П — grad 三 方向 流动 ,溪流 就 是 这 样 
形成 的 . 

通 量 与 散 度 

设 О 中 稳定 流动 的 不 可 压缩 流体 (假定 其 密度 为 1) 的 速度 场 为 

y = vr yt VT YT Tu (z,y,z)k, 

其 中 vw ,vy;v。 具有 连续 偏 导 数 . 设 王 是 只 中 的 一 片 定 向 曲面 ,由 单位 时 间 内 
通过 三 流 向 指定 倒 的 流量 为 


Ф= о, (хоу, 04у + vlr, y zìdzdr + о. (х,у, z)drdy 
5 


55 场 论 初步 . 335 ` 


ZE n = cos aí + cos Bj + cos yk УЕ #E(z,y, z) 处 的 ,在 指定 侧 的 单位 法 向 
E. 

85 ,Фо»0Ш Н ГРИНХЕЙ НТА > 的 流量 多 于 向 相反 方向 穿 过 曲 
iñi > RHE; Q < 0 或 有 =0 说 明了 向 指定 侧 穿 过 曲面 三 的 流量 少 于 或 等 于 
向 相反 方向 穿 过 曲面 三 的 流量 .如 果 三 为 一 张 封 闭 砷 面 ,定向 为 外 便 .那么 当 
D >0 时 ,就 说 明了 从 曲面 内 的 流出 量 大 于 流 人 量 , 此 时 在 内 必 有 产生 流体 
WIEGER) ЧФ < 0 时 ,就 说 明了 从 曲面 内 的 流出 量 小 于 流 人 人 量 , 此 时 在 3 
内 必 有 排泄 流体 的 漏洞 ( 汇 》. 

要 判断 场 中 一 点 M(x,y,z) 是 否 源 或 汇 , URED RD” REK 
小 ,可 以 作 一 张 包 含 M 的 封闭 曲面 (定向 为 外 侧 ), 考 察 三 所 国 区 域 了 收缩 


#J M AOV —> M 380) W, Ó = 小 . 45 MH BRAS у M PHS b —- 0, 
= 
所 以 实际 上 我 们 考虑 的 是 
fr -as 


_о 4 
үзмэү ум ту 
显然 ,这 不 改变 其 物理 意义 .由 Gaus 公式 ,并 利用 积分 中 值 定 理 得 
中 [, - dS = (КЕР + wdzdr + vdrdy 
z z 


дү. Оч, ea) [£ du, ди 
= = + + — |ахауах = | = 2 5| «эн. 
|| (5= ду де} Р Jr 2у де! ” 


EPM 为 VY 上 某 一 点 .因此 当 V 一 M 时 有 


A Uy + дт, + 24 
Jr ду д2 


йл lim Í 
мхм Ум 


Еа 


M 


Ov krys) дох, у=) до, (ж,у,х) 
= АШАТ | лум зыл. р —— зә =; 
dx ду Jg 


因此 ,可 以 用 


Ах dx 
来 判别 场 中 的 点 是 源 还 是 汇 ,以 及 源 的 " 湿 纶 ”或 汇 的 "大 小 ”. 
我 们 以 此 为 缘 景 引信 一 般 性 的 概念 ， 
定义 14.5.1 j 
а(тх,у,т) = P(r,y,=)i + Q(z,y,z=)j + R(z,y,z)k,(z,y,z) Є 0 
-AAEH , Plr, yz) ,Q(z,y z), Rr, yz) RH t tb ib p 3k > 538 
中 的 定向 曲面 , 称 曲面 和 分 


du (Ty z) Dryz) Gv (Ty,2) 


eh A өэ ..—-—- -- 
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ф = ЇЇ ‘ds 
Z 

为 向 量 场 а АКАН 5 的 通 量 ， 

M 为 这 个 场 中 任 一 点 . 称 

350М) + (М) + М) 

为 向 量 场 a {ЕМ 点 的 散 度 , 记 为 div a (M). 

想 一 想 刚才 举 的 流体 的 例子 就 可 理解 ,如 果 div a 大 于 零 , 则 称 在 M 点 处 
有 正 源 ( 源 ); 如 果 div a (М) 小 于 零 , 则 称 在 点 处 有 负 源 ( 汇 ) ;如 果 div a (M) 
= 0, 则 称 在 M 点 处 无 源 . 如 果 在 场 中 每 一 点 都 成 立 div a = 0,Ш а 为 无 源 
8. 

利用 散 度 的 记号 ,Gauss 公式 就 可 写成 如 下 形式 


Ї| ам ау = fa ds. 
设 M 为 这 个 场 中 任 一 点 . 作 包 含 M ЖЭЙ iE X ХХ 
V, УЯ ту. П У ВАЕ УРНИ, А Ф = о dS ЖА ҮЗ 
出 三 的 通 量 ,用 刚才 处 理 流体 速度 场 的 方法 就 订 得 出 : | 
定理 14.5.1 а 的 散 度 是 通 量 关 于 体积 的 变化 率 , 即 
fa -dS 


div а(М) = lim 2 


mV 
32) 3645, 3 E 3 ОН Б NAE. 

从 这 个 定理 可 以 看 出 散 度 的 定义 本 质 上 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 ,我 们 
PR EH [In] EL а 产生 的 数量 场 div a AWEH. 

向 量 线 

我 们 知道 在 稳定 流动 的 流 笨 中 质点 的 瞬时 运动 方向 是 该 点 的 速度 方向 ， 
这 就 是 说 ,流体 中 质点 的 运动 轨迹 的 切线 方向 ,就 是 速度 方向 ,这 条 轨迹 称 为 
流 线 . 在 一 般 向 量 场 中 这 就 是 向 量 线 的 概念 ， 

设 

а(х,у,г) = P(z,y,z“ + Q(r,y,z)j + R(z,y,z)k,(z,y,z) EN 

为 向 量 场 , 卫 为 口中 的 一 条 曲线 . 若 玉 上 的 每 一 点 处 的 切线 方向 都 与 场 向 量 在 
该 点 的 方向 一 致 , 则 称 P SIB SE a 的 向 量 线 . 静电 场 中 的 电力 线 磁场 中 的 
磁力 线 等 都 是 向 量 线 的 实际 例子 . 我 们 看 看 向 量 线 需 要 满足 什么 条 件 . 设 
M(x,y,z) 为 向 量 线 上 任 一 点 , 则 其 矢量 方程 为 


pp pp 一 - — mn 
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r= хі + yj + zk, 
那么 
dr = dzi + dyf + ахҝ 
就 是 向 量 线 在 M 点 处 的 切 向 量 , 由 定义 , 它 与 在 M 点 处 的 场 向 量 共 线 ,因此 


dx dy dz 
P(z,y,z) Q(z,y,z) R(xz,y,z) 
这 就 是 向 量 线 所 满足 的 方程 ,如 果 解 出 它 的 话 , 一 般 就 得 到 向量 线 族 . 如 果 再 
利用 过 M 点 这 个 条 件 ,就 得 到 过 M 点 的 向 基线 .一 般 来 说 ,向 量 场 中 每 一 点 
有 一 条 且 仅 有 一 条 向 量 线 通过 它 ,向量 线 族 充满 了 向 量 场 所 在 的 空间 . 
例 14.5.1 ШЕЕ У Coulomb 定律 ,在 位 于 原点 的 点 电荷 gq( 这 里 4g 
表示 电荷 大 小 ) 所 产生 的 青 电 场 中 ,任何 一 点 МО, у, х) 处 的 电场 强度 为 


E =—4—, 
Ате” 


其 中 + = V z? + y + М КЮЕ В, г = лї + yj + ek, eo HEF 
介 电 常数 . 
将 EE 具体 写 出 来 就 是 


= rok. 
drer? 4re0r3 dreg Areg r? 


由 于 


所 以 
а) аз) (авуз) 
= 0, x + y? + 0. 
1 设 S 为 以 原点 为 心 {йе R РКТ, E ӨГ ҢИЛ. zF ХЕЗ ЕКА S E 
IE 8 r = R, H. E BJ Jy Ej pR 8 S 的 外 法 向 量 的 方向 相同 ,因此 从 内 部 穿 出 球 
mi S 的 通 量 ( 称 为 电 通 最 ) 为 


И ag- [9 ас | 28 2 
Ф ЇЕ 48 1 заваа 4 Дес Rd gre R? 49 Ед 


2, 设 Z 为伍 意 一 张 光滑 或 分 片 光 滑 的 封闭 曲面 . 


divE = 


aum- р p А - ---— —- - =-= -- 一 -- ------ 
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(u) 如 果 > 内 不 含 原点 . 记 3 所 包围 的 区 域 为 2 , 则 由 Gauss 公式 ， 
[к "dS = | divEdY = 0. 
z 8 
(1) 如 果 内 含有 原点 ,那么 不 能 直接 用 Gaus 公式 .在 曲面 所 包围 的 


区 域内 取 一 个 以 原点 为 心 的 小 球面 g, 定 问 取 内 出 , 记 避 | 为 介 于 a 与 了 之 间 的 
区 域 .由 Gauss 公式 得 


Е.48-4 ||Е+4®/ = diy Еау = 0, 
z т ЦЭ 


因此 从 内 部 穿 出 曲面 Z 的 电 通 基 
e= [|E -as =- |E -as = 2 
Б, НӨ RE ZF B IT — PEB ЕЕЕ 


s0, 这 正 是 电磁 学 中 的 Gauss 定律 . 


此 外 ,利用 前 面 的 讨论 ,电场 强度 的 向 蔓 线 即 电力 线 应 满足 关系 式 
dr _ dy 4 


£ y z 


出 此 解 得 电力 线 的 方程 为 
一 Сх, 
z = Сох. 


ОХЕ ЈА А bn КАШ ВОЗЕ ГЭСС E 14.5.2). 


14.5.2 
还 量 与 旋 度 
设 稳 定 不 可 压缩 流体 的 速度 场 为 


v = Ur yt ə,(z,y,z)j + vr, yy, 2)k, 
其 中 va, vys u RA ERAT. 5 Molto yo zo 是 场 中 一 点 .如 果 在 МУН} 
近 有 有 旋涡 ,流体 以 角速度 o 旋转 (这 里 a ТЕДЕН АОН Е, ВОт ЕЛЕНА ВОЛЕ 


- 一 -一 一 = 一 -一 ~ 
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转 方 向 符合 右手 螺旋 定 则 ) .那么 Mu 附近 的 任 -一 点 М(х,у,=) КОЖ УНГЕ 
表 为 

= тох, 
其 中 vo 表示 在 点 Mo 的 速度 ,r ЖЛ М,М(5. 14. 5.3). 这 就 是 说 ,AM 点 
的 速度 vo 是 平移 速度 与 旋转 产生 的 线 速度 四 x< r ВО. 


图 14.5.3 


1б Ф = (о, ау, ), Vo = (оо, у Voy тоа) M M ARIER У = (оо, tys 
v) 为 
Ur = Uor + шуба — zo) — wly — yo) 
Vy= Ugy 十 m, (х 一 х0) 一 alz- zo) 


Us = Upg + TE т yo) 7 ME: Е ха) 


于 是 在 M 点 成 立 
Jos дц, д Posy, Әз, Pee 
ду ШЕН 291972, - 92 = 0293, 一 Зу? уЛЛА 
因此 向 量 
дт, зар Ён dy y Е ду ) 
一 | 一 一 十 一 z Ї 2 一 — = 
B Е 92 И gz Jx Әх Jy k = 20 


[Ж ЫА ЕЕ ARREA 23 11, ЖИИ B ЖШ ЖЖ БЕШ). ARAE 
测量 出 角速度 о. 

设 械 为 场 中 的 定向 六 曲线 ,由 Stokes 公式 
|у ав [в.а$, 


Г 


ER УГОН, EAST EARTEN, ВНТ ае 
| ,ds 也 与 流体 的 旋转 状态 有 密切 关系 ,我 们 以 此 为 背景 引 人 一 般 性 的 概念 


r 


定义 14.5.2 设 
а(х,у,к) = P(z,y,z)i + О(х,ууг)) + R(z,y,z)k,(z,y,z) Є 0 


ramas am i amme ee o- _—---—-— 
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是 一 个 向 量 场 ,Plz ,yz), Q(z,y,z),R(z,y, z) 具有 连续 偏 导数 . 
设 卫 为 场 中 的 定向 曲线 , 称 曲 线 积 分 


fa - ds 


为 向 量 场 a 洛 定向 曲线 厂 的 环 量 . 
bk M 为 这 个 场 中 任 一 点 . 称 向 量 


i j k 

2 22. (ак 20), (P aR). (Q әр), 
дж dy dz T 8,5 Әх JM Jz дх м Ë+ AR 
P Q Flu 


为 向 量 场 a ТЕМ 点 的 旋 度 IA rot a( M) # сип a ( M). 

出 向量 场 a 产生 的 向 量 场 rot a 称 为 旋 度 场 . 如 果 在 场 中 每 一 点 都 成 立 
rot а = 0,984 a ŻE. 

于 是 ,Stokes 公式 可 以 写成 


Jota- as = [а as, 
£ 


gz 


可 以 对 旋 度 必 类 似 于 散 度 的 解释 .在 场 中 一 点 M REI S I] n, fE 
ЛОГИ ЖМ 点 且 以 于 为 法 向 量 , 并 按 右手 定 则 取 定 22 ВГА]. іо Е ВУ 
HA mE ЛЭЭ 5 收缩 到 点 M 时 ( 记 为 王 一 М), 


ja . ds 


ах 


тХ 

的 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 向 量 场 a ТЕМ 点 沿 方向 号 的 环 量 面 密度 . 它 是 环 
量 关 于 面积 的 变化 率 , 即 沿 平面 上 单位 面积 边缘 的 环 量 . 

定理 14.5.2 ”向量 场 g 在 M 点 处 的 旋 度 就 是 这 样 一 个 向 量 :a 在 M 点 处 
沿 族 度 方向 的 环 量 面 密度 最 大 ,而 且 最 大 值 就 是 | хоса(М)1. 

证 ”对 于 包含 M(z,y,z) 的 小 平面 片 2, 设 它 的 单位 法 向 量 为 n = 
(cos а ,cos 8.Сов y), 由 Stokes 公式 ,并 利用 积分 中 值 定理 得 

(а " ds = [Pdr + Qdy + Мах 


БЭЭ 2 


JUGE m. Bee (8-8) 


ду dz де Ах 


x 
UE Reor (E-e (8-1 SE = 


-om хэжэ. rar mr с-з а 5 
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ЯФ МУ LRS, НУУ МЕ, a EM 点 沿 方 向 kn 的 环 量 面 密度 为 


_ [aR 3QY /ap әв aQ ЭР 
= (зу ajose t (5 as )}®й* (э; вэ, 


= 
= | rot a( M) | + cos (rot a(M),n) = || rot a( MO |L, 
因此 a ТЕМ AAR he PE b pl BJ PRE К, HS NË | rot atM) |. 
СТ 
以 前 面 提 到 的 流体 速度 场 为 例 , 它 在 与 rot a 垂直 的 平面 上 , 沿 单位 面积 
边缘 的 环 量 最 大 (这 显然 符合 实际 ), 达到 角速度 的 模 的 两 倍 ， 
由 定理 易 知 旋 度 本 质 上 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 . 
#1 14.5.2 设 一 根 无 限 长 直线 导线 载 有 电流 1{ 见 图 14.5.4). 由 电磁 学 
知 ,这 电流 产生 的 磁 感 强度 В 的 大 小 为 


这 里 > 为 观察 点 到 导线 的 距离 ,wo JASER. 而 磁力 线 是 围绕 该 导线 的 
Вэ Л ,半径 方向 和 伐 感 强度 的 方向 成 右手 定 则 . 


| 
| a 


图 14.5.4 


BERRY z 轴 , 电 流 方 向 为 z ИНЕП. 任 可 一 张 重 直 于 导线 的 平面 为 
zy 平面 .那么 在 点 M r, yz a? + х7 Z 0) 的 磁 感 强度 为 


rr 
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ден, -= у. FE 


ср 


де = 0, хожуу = 0. 


1, 对 位 于 垂 喜 于 寻 线 的 平面 上 的 .围绕 导线 的 任意 简单 团 曲 线 卫 , 如 果 我 
们 取 它 的 定向 为 从 上 往 下 看 是 道 时 针 方向 ,从 例 14.3.5 8 B iñ Г ORRA 


[B -as = B. 4 = 507 [E pol 
r r л r T ty 
z 
Е 
ав 
г 
14.5.5 


2. 对 于 空间 中 任意 一 条 简单 闭 曲 线 ГОТ ЕТЕУ А БЕ F 8 E В 
针 方 向 ) 以 及 以 本 为 边界 一 张 则 面 2, 取 芋 的 定向 与 了 的 定向 符合 右手 定 则 ， 
(i) 如 果 导 线 不 穿 过 曲面 Z, BE Z 
[в "ds = ЦЕ: :ds = 0. 
Г p. 
(1) 如 泉 导 线 穿 过 曲面 三 一 次 ,这 时 不 能 直接 用 Stokes 定 理 .适当 取 一 张 
王 直 于 导线 的 平面 使 得 它 与 X 的 变 线 C 为 围绕 导线 的 简单 闲 曲 线 ( 见 图 14. 
5.S, 我 们 只 考虑 这 种 情形 ,其 它 类 似 ). ЗНУ ГАС У. BE 


Z, Ѕіокеѕ 定理 
|B -ds + [B -as = [зов as = 0, 
Г С $i 


注意 C 的 定向 取 为 :从 上 往 下 看 是 顺 时 针 方 向 .因此 利用 (i) 的 结果 可 知 
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je. ds =- р- ds = pol. 


综 上 所 述 ， тэтгэнэ" THRE ы ЗАН £ PH НЯ BH ТАТ А FB, ИС 
了 成 正比 ,部 


[B -ds ааг, 
r 
这 就 是 Ampère 环 路 定律 . 
Hamilton 算 子 
为 了 方便 ,我 们 介绍 Hamilton 引进 的 微分 算 子 
. а ЯГ: 
У = i Jz tjay Ез; 


记号 V ed Мана”. 
FRR yo MAEA alr, у.х) = P(z,y,z)i+ Q(z,y,z)j + 
R(z,y,z)k 在 区 域 人 2 上 满足 所 需 的 可 偏 导 条 件 , 则 有 


Wh 


сеч 2. эн 2) (Pí + Ој + ВК) 


38 ӘК _ 
= 55 +59 +9 Ер = div a; 
li j k | 
Уха-(! 22573575 с |х (Pi + Qi + Rk) = 2 Т 3: 
|Р Q R 
„ {98 _2Q\ ӨР ав}. (д6) _2P y _ 
= (5, АС дт + (58 - зуд = et a. 


显然 ， 
М V £= VN + {grad f) = div(grad f) = 


2 2 
这 里 记号 A = V. V = 27 + 25 称 为 Laplace 算 子 .满足 Laplace 方 
# 
_ и Pu Fu 
Âu = 2:27 2у 十 -250 
(б R BOE. 


这 样 ,Gauss 公式 就 可 表示 为 


ea va, 


df} 


Tn -一 
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Stokes 公式 就 可 表示 为 
[Ж ds = | (7 ха). ds. 


HRR f, шин 阶 连 续 偏 导数 ， 容易 验证 等 式 
(ФУР) = Vg: V f ВАР 
成 立 .如 果 置 a = БАГА Gauss 公式 就 得 


lI (ит V f + gzAf)dV = || vevpav = g V f ` ndS 
n 80 


гол n)dS = zz fas. 
同样 置 a = fV , ЖЗ 
| (Vf: Vg + fAg)av = [/ 9з. 
这 两 式 相 减 就 得 到 
[| оме -вадау = | (798 - в 35 )ds. 


最 后 两 个 公式 分 别称 为 Green 第 一 公式 和 Green 第 二 公式 ,在 数学 物理 中 有 着 
很 多 应 用 . 

下 面 不 加 证 明 地 列 出 场 论 中 的 一 些 基 本 关系 式 { 第 二 式 是 将 第 一 式 的 结 
Ф. Hamilton 算 子 表示 ,读者 可 结 台 乘积 的 求 导 公式 和 向 量 的 点 积 与 叉 积 公 
式 来 帮助 记忆 并 自行 征明). 设 @ = ай + aj+ak,b = bi+ bj + bk Ai 
量 场 ,其 分 量 函 数 aaya brb, b 和 了 均 具 有 所 需 阶 的 连续 偏 导数 ,,& 
为 常数 ， 

(1) div(àa + рр) = Афу а í идйуф 

V (да + ub) АСУ за) (у * B); 

(2) rot (Аа + иф) = Arot а + prot b; 

V x (да + zb) = АСУ ха) + „(У хь); 

(3) div( fa) = fdiv a + grad f ° a; 

2.00) = f(V 'a)+ (V f) ` a; 
(4) rot( fa) = frot a + grad f x a; 
ух (да) = (V xa) + (У р) ха; 

(5) divta x b) = Bb * rot g — a * rot Ё; 

У. (ах) = b+ (У ха) -а ‘(У х b) 

(6) rot(grad f) = 0; 

ух (ур) = (V x V)f = 0; 
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(7) drao: а) = 0; 
. (V x a) = 0. 
мэн 下 公式 (3) 的 应 用 ,从 公式 (3) 得 
div a = div( fa) — gradf а, 
两 边 积分 便 得 “分 部 ”积分 公式 


[| з adV = | div( fa )dV — [| grad f - сау 
й 


- Jass- 1 grad Га adV. 


这 说 明了 对 a ауа, 利用 Gauss 会 式 可 以 转移 到 可能 具有 较 好 性 质 
的 函数 的 "导数 "gradf 上 .读者 在 后 续 的 课程 中 会 看 到 ,这 是 偏 微分 方程 中 
“TO RECA” 的 基础 ,也 是 广义 导数 的 引信 思想 . 

ж Еа 

EX 14.5.3 Ж 

а({(х,у,®) = P(z,y,z)i+ Q(z,y,z)j + R(r,y,z)k,(z,y,z) € ñ 

AGEA, КФ Plr, у,х),О(х,у, х), Riz, y КВО БЕ}. 2 # 
Ж (х, y r) Ж a = раі, Ше а 为 有 势 场 ,并 称 函数 VV= 一 U 
9:1:1::1:8 

从 定义 看 出 ,有 势 场 是 梯度 场 . ЛЭ ЗЭР ЖН LASA BEENA 
只 相差 一 个 常数 ， 

ЕУ 14.5.4 ЕФТ О 内 性 意 两 点 AA,B, 积 分 值 


[рад + Оду + Rdz 
只 与 和 ,日 两 点 有 关 , 而 与 从 A ВЖЕ ВА ДВАТА) AR, S 
ERARA [Pdr + Оду + Rdr Беж. 
L 


如 果 在 向 量 场 a 中 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 则 称 a 为 保 
守 场 . 
显然 ,这 等 价 于 沿 Q 内 任意 闭 曲 线 的 积分 值 为 零 . N 
若 对 区 域 Q 中 的 任何 简单 闭 曲线 工 ,都 存在 完全 在 了 N 
中 的 曲面 片 , 它 以 工 为 边界 , 则 称 0 为 一 维 单 连通 的 .注意 
一 维 单 连通 与 二 维 单 连通 毫 无 关系 .如 空心 球 { (zx,，y,z) | 
1< z2+ у?+&5*<3}( 14.5.6) 是 一 维 单 连通 的 ,但 不 14.5.6 


是 二 维 单 连通 的 ;而 环 面 的 内 部 (图 14.5.7) 是 二 维 单 连通 的 ,但 不 是 一 维 单 
连通 的 . 
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<=> 


14.5.7 


关于 保守 场 与 有 势 场 的 关系 有 如 下 定理 . 

定理 14.5.3 W Q C R 为 一 维 单 连通 区 域 ,在 人 上 定义 了 向 量 场 
а(х,у,2) = P(z,y,z)i + QE ry zr) + R(z,y z)k,(z,y,z) € 0, 
В. P(z=,y,z),Q(z,y,z) R(z,y,z) 在 中 上 有 具有 连续 偏 导数 . Л] 以 下 三 个 
命题 等 价 ， 

(1) а 是 保守 场 ; 

(2) a 是 有 势 场 ; 

(3) a 是 无 旋 场 . 

事实 上 ,这 三 个 命题 再 加 上 “ 沿 G 内 企 意 陆 曲线 的 积分 值 为 鹤 ”, 就 是 定 
H 14.3,2 关于 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 四 个 等 价 条 件 的 三 维 形式 ,请 读 
者 仿照 其 证 明 方 法 并 应 用 场 论 的 有 关 定 义 , 从 (1 一 (2) 一 (3) 汪 (1) 的 思路 证 
H HEER, TAG) (1) 需要 利用 Stokes 公式 . 

定理 14.5.4 RARP, y, h Ө(=,у.2) 9 R(z,y,z)jk ЁЁ (y _E 
连续 ,车 Utr,y,z) 是 1 一 形式 Pdx + Qdy+ Rdz 的 一 小 原 国 数 ( 即 在 只 上 
AdU = Рах + Qdy + Rdz), ШТО АЕ А(тд,уд,кд),В(ер, 
Ув Ев) 成 立 


[Paz + Оду + Rdz = U(za,yn zn) — О(ха, уа, 24), 
其 中 AB 为 从 A 到 B 的 任意 路 径 ， 
例 14.5.3 设 在 坐标 原点 处 有 -质量 为 m 的 质点 .根据 万 有 引力 定律 ， 
它 在 r = 和 旭 + 好 十 十 点 产生 的 引力 ,其 方向 指向 原点 ,大 小 与 它们 的 距离 的 
平方 成 及 比 .因此 质点 的 引力 场 可 表 为 


KRihr = Vz” улс GASHKA. 
容易 验证 U(x,y,z) = Ë 满足 grad U = F, Ait F AAR, ТИЙ — 


MARBH У(х,у,к) =- бт. 
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将 单位 质量 的 物体 从 A(xa YA ZA) 处 沿路 径 L Ё] В( хв, ув, zp) Ж 
引力 所 作 的 功 为 


W = a dr ЛЕ “dz + -3dy + заз, 
这 里 dr = dzi + dyj + ФЖ. 由 于 下 为 有 势 场 即 保守 场 ， 因此 W 与 路径 无 
X. RR,- +( 它 与 V(r,y,z) 只 相差 一 个 常数 因子 ) х + dy + -dz 
的 一 个 原 聊 数 ,于 是 
(roza) y 
W=- бт | " dz + Дау +de =- Gm| = + | 


ама) Р БИЛЛ 


{rpryp tp) 


1 1 

m ws 

д 1 — FRAR М(х,у, х) 的 物理 意义 .在 这 个 力 场 中 , 设 质点 在 无 

穷 远 点 的 势能 为 0, 那 么 一 个 单位 质量 的 质点 在 点 M(x,y,z) MARERE 
它 从 无 穷 远 点 oo 移 到 点 M 时 ,克服 引力 所 作 的 功 , 即 


M M 
| ~F- dr = Gm | Zaz + ®ду+ z | =- Әт „- M, 
Й 17 r r ма? + у + z2 r 


ІЕЕ 3 УС, у, х). 
| 14.54 我 们 已 经 知道 ,位 于 原点 的 点 电荷 9( 这 里 g 表示 电荷 的 大 
小 ) 产生 的 静电 场 的 电场 强度 为 
Lop = i t Q j+ 9 k.,r = / z2 + y2 + z2. 


4mrenr3 drear 4лЕр” 4лєору 


容易 验证 ， 


E =- “ширээт! drer’? 


HEERA 995, IET. 

均匀 带电 直线 的 电场 模型 

设 工 是 一 条 无 限 长 均匀 带电 的 直线 ,电荷 分 布 的 线 密度 为 9. 现在 考察 它 
所 产生 的 电场 中 的 任 一 点 的 电场 强度 E. 

取 这 条 直线 为 z 轴 , 直 钱 上 任 取 一 点 为 坐标 原点 ( 见 图 14.5.8). Р(х, 
ух) 为 空间 上 的 一 个 点 .由 于 工 是 无 限 长 的 ,因此 由 对 称 性 ,P 点 的 电场 强度 
的 垂直 方向 分 量 E, = 0. 

11 E Ee ЭБУ ЛАА Е,, E, КАРИЕ, E, 任 取 带 电 直 线 
L EKAT di ,那么 它 所 带 的 电荷 为 gdi. 若 设 di 的 坐标 为 (0,0,a), 周 由 
Coulomb 定律 , 它 在 P 点 产生 的 电场 强度 为 
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图 14.5.8 


_ 1 44... 1 дү... 
4К = meo p? | T дле r? (zi + уј + (z — a)k), 


其 中 r APAS d 的 距离 ,r 为 从 di 到 PP 的 向 量 , 因 此 dE 在 x Уу 
的 分 量 的 大 小 分 别 为 
dE, = 4 94 ДЕ. = _— 94 
TED 


ЖЕ = уу, = 5 ,其 中 6 为 过 di 和 P 两 点 的 直线 与 过 PP 点 且 
平行 于 ху ЖШ О У.Б} ЖШ. 113510 di 与 点 人 0,0,x) 的 距离 
(Bl l a — х1) 07 7,962 2 = Ran, TE 


48 


а! = . 
сов 0 


所 以 
_ _1 gz _ _1_чу 
dE, = Ire, 6295 849, dE, = Jre, RIS 840. 


ат НЭХ K, IS АЛУ 0 BOB a ДЕ С-л/2,х/2), TE 


qr = 1 
mof AREG Taa, р? 05 040 = 2, REE К Б? 04 = 2лє0 R 
-3 -3 


于 是 ， 


1 ar. 1 qar, = -+ 
p neg R2 T 2meo RIT ши. 2кє0 х2 + у? 


这 说 明 一 点 的 电场 强度 的 大 小 与 电荷 分 布 的 线 密度 成 正比 ,与 该 点 到 带电 直 
线 的 距 高 成 反比 , 场 强 的 方向 与 带电 直线 垂直 . 
由 于 
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i j k 

a ә а 

roth = Te, 3z д dg 
= 

z2 + у? х? + э? 


B k E 23681018 SH со тания 


U = q [ө 


Этвү 542 + т? + сс + Ü ` dz 


(т, гада? 5 
q rü + уф 
dneo n х? 十 уг 
这 里 rit 3165 -1-2-16:1:5 328 线 方 程 为 
х? 十 y? = C. 
再 来 求 E HAJR. ДК 
ах Ш dy 


-1- £ -4 
2neopx + у2 2meoz2 + у? 


= Сүх, 
即 可 解 得 电力 线 方程 为 | Нэн 
2: 

图 14.5.9 是 zy 平面 上 的 电力 线 与 等 电势 线 的 示意 图 (任意 与 其 平行 的 
平面 上 的 电力 线 和 等 电 劳 线 也 都 是 这 样 的 形状 ), 其 中 射线 为 电力 线 ,图 为 等 
电势 线 . 


els 


图 14.5.9 


ктш 

E U(x,y,x,!) BR BHSE ER о) 上 的 无 热源 的 渔 度 场 ,显然 它 是 数量 场 . 
Ea 为 场 内 尾 一 个 区 域 .边界 的 定向 为 外 出. 任 取 30 上 面积 为 45 曲面 油 元 , 设 它 在 指定 
钢 的 单位 法 向 量 为 n ,我 们 先 看 在 时 间 d: 内 流 过 这 个 曲面 微 元 的 热量 . 由 热学 知道 , 热 是 


mr 
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从 分 质 的 较 热 部 分 流向 较 冷 的 部 分 , 且 诅 庆 减 低 得 越 快 , 流 得 也 越 快 ,这 就 是 说 热量 向 
~ gradU F EMS, HIPER- gradU 成 止 比 .因此 在 时 间 dt 内 这 过 这 个 曲面 微 元 的 热 
量 为 ( 参 抑 关于 流 基 的 计算 》 

U dU 314 


dQ =- k(madU) « ndSdt =- b [eos a t був A + бро» y jdsdt， 


其 中 cos о, соз 2, соз y 为 中 的 方向 余 纺 ,大 为 介质 的 热 导 率 . 这 样 一 来 ,在 时 间 dt Ч НОЗй 
过 90 向 外 流出 的 热量 为 
U aU 3U 


Q=- ын (оро а + 25у 05 cos Й + ZU в у |48 三 一 kdr [| gradu - ds 
ай 


— – ёі | div(grad UYd V, 
最 后 -- 步 是 利用 了 Caus 公式 .由 于 场 内 无 热源 ,那么 时 间 ас ARAA KREY 
kde || авта 7)аУ, 
жЕ О ШЕЕ 


另 一 方面 ,对 于 Q 内 体积 为 dV 的 立体 微 元 ,在 时 间 dt HERRE AdU = Ear 所 需 
要 的 热量 为 


cdLodWw = c арау, 


其 中 с 为 介质 的 比热容 .那么 在 时 间 dt 内 的 温度 改变 就 需要 df || о Eav 的 热量 . 
出 于 场 内 无 热源 ,所 以 流出 与 流 人 的 热量 必 相 等 , 即 1 
нае || divgradtDav = ае | 21-12 
因此 | 
| Ён - kdiv(gradU) Jae = Ü. 
由 于 O 是 场 内 的 任意 区 域 , 在 场 内 必 成 立 
ср ZE — kdiv(gradU) — 0. 
注意 到 div(gradU) = AD. 那么 上 式 就 可 表 为 
ZU = аду, 


其 中 а? = 法. 这 就 是 说 ,函数 U 必 满 足以 上 方程 , 它 称 为 热传导 方程 ， 
当 温 度 场 U 为 稳定 场 ( 即 与 时 间 无 关 的 场 ) 时 ,以 上 方程 就 是 Laplace 方程 
AU = 0, 


这 就 是 说 ,IT 是 调和 函数 . 
例 14.5.5 ШЛ О 为 稳定 场 ,那么 从 以 上 的 讨 沦 知 道 AU = 0. 
设 吕 为 场 中 一 个 区 域 .如 果 我 们 将 党 3 人 Q 的 单位 外 法 向 方向 # 的 方向 导数 记 为 了 , 那 
Z, 品 就 满足 方程 


ha wm... ай х s. ооч оч 
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AU = 0,# f th; 
2U = жәй. 
我 们 看 看 函数 mwa wit. 由 Gaus 公式 得 


0- 1 AUdy = || div(grad 0)4у = | gredU + ndS 
ап 


= 2 46 一 ms 
naw /必须 满足 | 7as = о, клн ды. KARERE аж, в [а = 
Ч ап 


5448 就 是 单位 时 间 内 语 80 的 外 倒流 过 90 的 热量 ,注意 到 U 是 无 热源 的 稳定 场 , 它 
їй 
当然 是 0， 


习 题 


1 Жа = 3i +20/ — 15k ,对 下 列 数量 场 f(xz,y,z), 分 别 计算 grad f 和 
div( fa): 


(1) (х, yz) = (z? + y? + 2) 2; 

(2)f(z,y,z) = z2 + y? + z2; 

(3)f(z,y,z) = nfz? + Уу + 7). 

2. 求 向 量 场 a = z2i + уёј + 226 ЕЛ т? + y +z% = 工 在 第 一 封 
限 部 分 的 通 量 ,其 中 球面 在 这 一 部 分 的 定 同 为 上 侧 . 

з.йг=длї+уй+ zk,r =|r 1, 求 ; 

(1) 满足 а f(r)r] = 0 рй for); 

(2) 满足 div[eradf( -)] = 0 的 函数 fir). 


4. 计算 向 量 场 a = grad [aretan 2 } 沿 下 列 定向 曲线 的 环 量 ; 


(1) MEC – 2} + (y-2) = 1,2 = 0, HA EA ni; 

(2) AB х2 + уг = 4,z = 工 定 向 为 顺 时 针 方 向 ， 

5. 计算 向 量 场 r = zyz(i + y+ k) 在 点 М(1,3,2) 处 的 旋 度 ,以 及 在 这 
点 沿 方 向 n = í + 2j + 2k 的 环 量 面 密度 . 

6. RAER a= ай taj + dk,f(x,y,z) 为 数量 场 ,证 明 :( 假 设 西数 
araya, ASRA GEERF) 

(1)div(rot a) = 0; 

(2 )rot(prad Р) = 0; 


-一 ”一 一 — a o nem- -- - 
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(3)grad(diva) — rot(rota ) = Aa 
7. 位 于 原点 的 点 电荷 3 产生 的 静电 蕊 的 电场 强度 为 下 = тз 十 好 
кєп 


+ zk), НФ = м ж* + y? + z2,¿ 为 真空 介 电 常数 . 求 rot E. 
8 i a ARER, г = zí + yj + zk iE: 
(1)V + (qa x r) = 0; 
(2) X (a Xx r) = 2а; 
(3)V fr r)a) = 2r + п; 
9, KEMAH r? – 2yz)dz + (у? 72—90 + (22 — 2zy)dz 的 原 函 数 . 


10. 证 明 向 量 场 a = үггүй + É Юу 22310 > 1,y > 1) 是 有 势 场 ,并 求 
ЭРЕ ST. 

11, EHEH a = (2z +y + z)yzi + (x + 2y + z)zzj + (z + y + 
2z) zk ЖУ, КНТ НА. 

12. 验证 = у – 32у 为 平面 上 的 调和 函数 . 

13. 设 w(z,y) 在 RR 上 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,证 明 w 是 调和 沙 数 的 充 要 


条 件 为 ;对 于 R 中 任意 光滑 待 闭 曲线 C ,成 立 Е: Sas = 0, РЭН 为 沿 C 的 


外 法 线 方向 的 方向 导数 . 
14. ËP a = и(х,у) Ч о(т,у) ЖУРА БАЕ. ЖЕ = 
V u2 + v ERY p 2t, E F 0 的 点 成 立 
АСР?) 2: 0. 
z = rcos 0 
15. 可 以 知道 ， samasa = rsin 8 中 每 一 点 (x ,0,z) 有 三 个 相互 
z = z 
正 交 的 单位 向 量 e, ,ey ,e: ,它们 关 寸 (r,8,z) 具有 连续 偷 导数 . 设 了 为 数量 
场 ,了 = ое, + рев + ye, 为 向 量 场 .验证 ; 
grad f= а + 1 ар + 9% 


ar ав де? 
div P= + Ire) „28 
= 1 34-41: 0582). 
are е арза Sk 
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$1 ВВС ХҮ 


含 参 变 量 常 多 积分 的 定义 
Ж 亿 x,y) 是 定义 在 闭 矩 形 [a ,6b]x[c,d] 上 的 连续 隙 数 ,于 是 对 于 任意 
圈定 的 y Elec,dj,flz,y) 是 [a ,5 工 的 一 元 连续 落 数 ,因此 积分 存在 , 且 积 


分 | (суух 值 由 唯一 确 定 . 也 就 是 说 ， 

Қу) = | камудах,у Є [c,d] 
确定 了 一 个 关于 y 的 一 元 函数 .由 于 式 中 的 y 可 以 看 成 一 个 参 变量 ,所 以 称 它 
为 含 参 变量 y 的 积分 , 则 更 可 定义 售 参 变量 x 的 积分 1(x) = | f(x,y)dy. 它 
们 统称 为 含 参 变 最 常 义 积分 ,一般 就 称 为 含 参 变量 积分 . 


y 


图 15.1.1 


2 2 
实际 应 用 中 经 常 遇 到 含 参 变量 积分 ， 如 在 计算 椭圆 :5 + 32 =](b>a> 


0) 的 周 长 时 ,利用 椭圆 的 参数 方程 x = a cost, y = b ып 1,16 L М 
第 一 象限 的 部 分 , 则 所 求 周 长 的 四 分 之 一 为 


Ё! = 
| ds= f y a? sir z + b2 cos? tdi = |; ма? зіп? t + b2(1 — віп? ғ)? 
L 0 
2 b – а? š >», 7 
=» f? 1 一 2 sinê tdt = b | 41-48 ain“ ё dz 


b 


和 + T wam ar r Ia PA ш r гт "4 
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ишкба тетт di 就 是 含 参 变量 的 积分 , 称 为 第 二 类 


完全 椭圆 积分 . 但 遗憾 的 是 ,这 里 的 被 积 函 数 v 1 — А sin? + 的 原 函 数 不 能 用 
初 靠 函数 表示 .因此 计算 这 个 积分 ,通常 只 能 采用 数值 计算 的 方法 . 

含 参 变量 常 义 积分 的 分 析 性 质 

经 然 祝 参 变量 积分 是 参 变量 的 函数 ,就 应 该 研究 它 的 分 析 性 质 ,诸如 连续 
性 .可 微 福 和 可 积 福 . 

定理 15.1.1(Ж Б ЕН) H f(z,y) AMER D = [a,b] xLc,a] 
上 连续 , 则 函数 


Ё 
ily) = СО 
在 [c,d] 上 连续 ， 


Ш ЖНА, (х,у) 在 中 上 一 致 连续 .因此 ,对 于 任意 给 人 定 的 e > 0.# 
Æ è > 0， 使 得 对 于 任意 两 点 (тү,уу), (х,у) € 品 ， 当 
V (zi = 22) + (у — < 8 BF, k sr 
| f£(zi,yi) — УСжэ.ул) |< є. 
因此 ,对 任意 定点 yo Є [e.d] АЖ | v — y |< ë В, HA 


| I(y) — Ily |= лг.) - Р(х, уд) lde 


«| IR) - f(z,yo)| dz < (b — a). 


这 说 明 r(y) ТЕ[с,4] 上 连续 . 
证 毕 
由 这 个 结论 可 知 
b 8 
lim| f(z,y)dr = | lim f(z,y)dz, уд Є [cd]. 
即 板 限 运算 与 积分 号 可 以 交接 ， 


81 15.1.1 Жин. dz 


20701 + т° cos ax 
解 ШГ 3 
1 


1 + zš cos ах 


fiza) = 


ЕНЕ О 91, -方式 a 所 计 上 连续 ,因此 由 定理 15.1.1 得 


i Гаа араа ся 
030301 + zŠ соз ох 0 amt 1 + х2 COS аг о1 +2? 4' 
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定理 15.1.2( 积 分 次 序 交 换 定理 ) Hf, Æla, Б] хс, а] 
жя А] 


[ау [у= ,yjdz = faz K 


证 dHT/(z,y)feE[a b] x [c,4] HER, H АЯТ 
式 可 知 


| | fz,y)dz = | f(zr,y)drdy = [ас 2222 


la bixi d] 
ДЕЕ 
| 1 у? 一 z 
# 15.1.2 HHI = | “Ч dr,#rB b > a > 0. 
0 n x 
E 由 于 
ирэг 
j= dy = m= ’ 
因此 


I = | dz | очу. 


而 Р(х,у) = т> ЖЖ 2 ОС а 1,а усь EER, АНКЕ 
变 搞 , 即 
1+ А 


1 b у Е Ë 1 _ b 1 _ 
I = | az | > dy = | 4 | гах = | l+. + уу = шүүрч т 
定理 15.1.3( 积 分 号 下 求 导 定理 ) 4 f(x,y),f,(x,y) ЖЕЕ И] ЕУ 
[a,b] x[c,4] Kk Ep W| 1(y) 在 [c,d] 上 可 微 ,并 且 在 [c,d] 上 成 立 


b 
ы) = | ахуйг, 
证 ”对 任意 给 定 的 yE ic,dj, 当 y+AyEfcz 时 ,利用 微分 中 值 定 理 得 


Цу+Ау) – Ку) Pry +Ay)- f/(z,y) 
Ау -| Ау dr 


a 


= КАРЕ + дбду)й х (0 < 0 < 1). 


由 定理 15.1.1, 即 有 
А 
абу) _ iim Ily + Ау) Ту) lim] (2, + бАу)У4х 


dy Ау >ü 


b b 
= | Пт f,(z,y + BaAyjdz = | Байх, 
证 毕 
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这 个 定理 的 迁 论 也 可 号 为 
b b 
£ [ясе = | a / (ахуйд. 


这 说 明 求 导 运 算 与 积分 号 可 以 交 摘 . 

定理 15.1.4 (х,у), (х,у) ЖИЕ Г а,Ь] x [cdj 上 的 连 
RRA, E aly) Б(у) EAL, d] СЕР, ME a Kaly < 6,с< 
b(y) = d , Де 


ЕО) = | Kayda. 
在 [c,d] 上 可 微 ,并 且 在 [c,d] 上 成 立 
Еу) = |” fey)de + БСУ) У) = fao), yla o). 
证 ”将 FF(y) 写成 复合 函数 形式 
FO) = [Cz.)ar = Too w= абу), v= (у). 
由 定理 15.1.3, 
а (w, = | Ce, y)az. 


容易 验证 3 uv у) 是 连续 函数 , 由 积分 上 恨 函 数 的 求 导 法 则 得 


эу == f(u,y), 3E = f(o,y), 


它们 都 是 连续 的 .所 以 函数 【(y, и, о) 可 徽 , 于 是 按 复 合 函 数 的 链 式 规 则 得 到 


; _ Əl ағады 9140 
F (9) = ay tau dy 7 3v dy 


(y) 
` PRAET +7|b(y),y]6 (у) — Рабу), yla (y). 
证 毕 
注意 这 时 我 们 顺便 得 到 ;函数 РСу) Eled] 上 连续 . 
8|1513 5 
F(y) = |, 0+2) dz, y>0. 


ЖОЕ (у). 
解 
a ln {1 + у2) y dr 
Ё (y)= y + о1 + £y 
2 
-nU + >) H «| хэ) ин Наэ: 
0 


81 会 参 变量 的 常 义 积分 * 357 · 


例 15.1.4 ИЖ 
100) = [mC + 8 cos z)dz (1 0 1< 1). 


М ЭГНЭЭ (061 < 100, ЯГ аї 8191! ас1Л (Е, 
0) = In{] + B cos r), AA Ё(х,9) 5 
cos = 


Jalz.0) = 1 + д cos > 
ЭРЇЕН1 ЈЕО е Фя, — a 0 «а ЕЁ НЕЕ 15.1.3 Ж 


шатн 13882057 51(1- гга уу) 


T 53-21 159252: 
对 于 最 后 一 个 积分 , 作 万 能 代 换 г = tan > 就 得 
pef 2dt 2 a 
ol+0coz Jo 1+22424801-42 1+8% (-124д 
1-0 


于 是 


再 对 日 积分 得 
10) =т1һ(1— 22)+ С. 
H I(0) 的 定义 知 1(0) = ОВА ЕХ С = 一 nin2, 于 是 


_ дё 
9) = n n HAE, 


本 例 对 参 变量 先 求 了 一 次 导数 ,然后 又 做 了 一 次 积分 ,但 我 们 并 非 馈 到 
了 原来 的 出 发 点 ,而 是 解决 了 问题 . 这 与 例 15.1.2 中 展示 的 通过 交换 积分 次 
序 来 求 积分 的 处 理 过 程 都 是 重要 的 方法 . 


习 题 
1. 求 下 列 极限 : 


. 1+а dz 1 
0) И 1 + x? + о> 
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2. 利用 交换 积分 顺序 的 方法 计算 下 列 积分 : 
(1) | sinfin 1) — р (b > a > 0); 


х Inz 


л . 
(2) КУЕ sin: de (1 >a > 0). 


о l-a singsing 
3, 求 下 列 函数 的 导数 ; 


(1) Ку) = | edr; 
-y 


Dr) = | Sar: 
з) POD = |i de isna? + y? = Day, 

4. RIO) = (z+ yz)dz, 其 中 三 为 可 微 画 数 , 求 (y). 

5. 设 Fy) = f(z) 1y -= 1dz (a < b) JER (z) DTME R 


Еу), 
6. ЕЖ f 具 有 二 阶 导数 ,F En] tk BJ , ПЕНЯ АЖ 


а(та)-41/Е-а0 + [бе + ay] + э ЕО) 
满足 纺 振 动 方程 


Ju 293, 


= й 
а;? ах?’ 


以 及 初始 条 件 и(х,0) = flr), (7,0) = P(x). 
7. 利用 积分 号 下 求 导 法 计算 下 列 积 分 ; 


(1) KEG -sinz)dr (а > 1); 
(2) [аа - 2a cos z ба 4 (lal< 1); 
(3) [nta sin? z + b? соз} ж). 
8. 证 明 : 第 二 类 糙 圆 积分 
Е) = | VI Ps tdt (0 <k <1) 


-ru g ampa a = r. 
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满足 方程 


E) 44 (8) + ER = 0. 


9. fir) Е[0,1] 上 连续 ,上 且 f(x) > 0. ВРС 


的 连续 性 . 
52 22242588) 542) 

合 参 变量 反常 积分 的 一 致 收 全 

合 参 变量 的 反常 积分 也 有 两 种 :无 穷 区 间 上 的 含 参 变量 反常 积分 和 无 界 
西数 的 含 参 变量 反常 各 

先 考虑 前 一 种 情况 . 设 f(z,y) 定 义 在 Fa,+%)x[c,qd] 上 ,车 对 某 个 yo 
E [c,d], 反 常 积分 | Feyder 收 策 , 则 称 含 参 变量 反常 积分 | C, 
y)dr Жуу ЯИК, ус 为 它 的 收 伍 点 . 记 王 为 所 有 收 误 点 组 成 的 点 集 , 则 
Е 就 是 函数 

Ky) = | fGz,y)dz 


боле Ай Яо | (x,y)dxz ШШЕН. 

同样 ,我 们 要 讨论 函数 (y) 的 连续 性 ,可 微 性 和 可 积 性 . 为 此 ,需要 引进 
_ 致 收 伍 的 概念 (读者 可 以 将 这 个 概念 与 函数 项 级 数 的 一 致 收 伍 概念 相 比 
较 )， 

定义 15.,2.1 设 二 元 函数 r, p Ха, +оо) xle,d] +L ,BxHE 
意 的 3E ld ,反常 积分 | f(z,y)dz 存在 .如 果 对 于 任意 给 定 的 > 0, 
存在 与 y 元 关 的 正 娄 4， 使 得 当 A > Ao 时 ,对 于 所 有 的 yE (с,41,8,3 


| л,» | < E, 


则 称 | /(z,y)dr 关于 y 在 [c,d] Ii. 
同样 可 以 对 тЄ (—-е=,а]н у Є (— о, + со) 定义 -- 致 收敛 概念 
例 15.2.1 含 参 变量 а 的 反常 积分 | edr аа <+ oo 上 -至 
KAC а > 0) ,但 在 0 < a <+ co БЖ-ЭИ 
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Ж 。” 先 说 明 在 a a «оа <+ оо Е ЭХ. РУ ёс» an 时， 


t9 ах 1 全” ЯГ 1 аа 2 1 -aA 
0 = e “dr = 一 dz = е =< =° 0 
А аА 


а 


1 
hm е^ = 0, 
А+ Д0 


ВЕ РАМ РЕЖ e >0. 存 在 正 数 A, МА > Aht, 


— 


EYA 


AL <. 这 时 成 


+% 
N е = dr = 


el < E, 
ао 


这 说 明 НЭХ” ТЕво a <+ оо Е — 1091. 
再 说 明 在 0< а <+ оо 上 不 一 致 收 和 俩 ,对 于 任意 取证 的 正 数 A ,由 于 
W = la, 
A 94 
而 lim be% 一 + co 所 以 必 存 在 某 个 za4)E (0, + оо), 18 [eard 
amit @ A 
>. | еа 在 0< a <+ o Ст, 


对 于 无 界 范 数 的 售 参 变量 反常 积分 ,同样 也 有 一 致 收 伍 的 概念 : 
定义 15.2.1 ЕДЙ /(т,у)Ж X la, b) xic, d] 上 , 且 对 任意 


的 yE [csd] ,以 为 青 点 的 反常 积分 | f(x,y)dr 存在 .如果 对 于 任意 给 定 
的 上 E > 0, 存 在 与 ?无 关 的 B » 0, 使 得 当时 < G, 对 所 有 Eled] 成立 
Wa < є, 

мж | (zy)dz 关于 y 在 [c,d] bika, 
一 致 收 化 的 判别 法 
下 面 仅 以 “Az,y)dz 为 例 讨论 一 致 禾 煞 的 判别 方法 .对 于 无 界 函 数 


的 情况 ,结果 是 类 似 的 . 以 下 总 假定 反常 积分 | f(z,y)dx 对 于 每 个 € 


[ed] #9. 
对 于 一 致 政策 ,同样 也 有 Cauchy 收敛 原理 ; 


定理 15,2.1{Cauchy KARE) ” 含 参 变量 反常 积分 | Heyde x 


#2 гета ` 3⁄4 - 


于 y 在 [c,@j T — KK kuy XE TERA  єЄ0,445 Z, 
的 正 数 AA0, 合 得 对 于 任意 的 A' ,A > Ao, 


0а < e, уЄ [с,а] 
证 明 上 略 . 


由 Cauchy HARAY 8 Н, ЖЕТЕЛЕ со >0, 使 得 对 于 任意 大 的 Avo, 总 存 
E A,A > А ЖуЄ lc, di ME 


Асов ев, 


那么 | f(x,y)dz 关于 y 在 [c,d] 14-88. 


ХЕХЕ 15.2.2(Weierstrass 判别 法 ) ЗЕЛА Fir) 使 得 
DIr, y S Fl), a< z <+ °°, с< у< d, 


2) 反常 积分 | “Р(хдах жа, 
那么 含 参 变量 的 反常 积分 | F(x，y)dz 关于 y Ёс, 1 Ьай, 


ж ж | Feeda Bett, MEERA Cauchy 收 笋 原理 知 , 对 于 任 
意 的 。 > 0, 存 在 正 数 ho, 使 得 对 于 任意 的 АГА > Ло, 
[коч < e. 
因此 当 АГА > Ao 时 ,对 于 任意 vy Є [c,d1, 不 等 式 
|| Fasie | f Сеа: <e 


成 立 ,于 是 由 定理 15.2.1 知 | f(z,y)dz 关于 y € (с,41-30К8. 


证 毕 
例 15.2.2 і | 45 чаг 关于 a € [0, + =) ай. 
解 ”由 于 
0 < < =, 0бт<+®,ба<+, 
而 |” 二 -dz = S Шуй Weist ИЯНЕ, | а Та Є 
(0, + ©) ЯК. 


定理 15.2.3 ЖАЙ Flr, y) 和 (xX,y) ЖАУ 0044-23-48 
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参 变 量 的 反常 积分 
| fw)alr ,dr 
关于 3 后 (с,А| Rk ak. 
1. (Abel 判别 法 ) 
CD | f(x,y)dz 关于 y Є (с,41-8988, 


(2)g(x=,y) 基于 区 单调 , 即 对 每 个 轿 定 的 yETc,d],g X Tx AAA 
ж, 
(3)g(z,y) HER, PR ЕЙ 上 ,使 得 
ГиЕ(Ск,уу) IS L, аз «оо, c=. = d. 
2. (Dirichlet 判别 法 ) 


А 
(0) | f(z,y)dz 一 至 有 界 , 即 存在 正 数 了 ,使 得 


A 
ГЭЭХ 
а ! 


(2)g(z,y) £ J х 238,8854454-8ө yE [c d], e XZ T+ AAA 
ж, 
(3) 3z— оо ff (ту) Ту Є [с,а |-- TE, TEE е > 
0,245 у Х.Х ЕЖ A 1849 3 X = Аң 时 ,对 于 任意 y Є Led] Ж, Ў. 
Гбх, у) |< є. 
证 ”我 们 只 证 明 Abel 判别 法 ,Dirichlet 215130 ИЕНҢ 26. 
由 于 | (zsy)dz 关 于 yE Гс.) 一 致 收 贫 , 由 Cauchy 收 敏 原理 知 ,对 
于 任意 的 s > 0, 存在 与 у BARER A E АА > А В, 
| Аа 
| Reyd] < є. 
那么 当 A' ,A > Aht, ATER y Є (сс, 1, НЕ ЧАННЯ 


Г у(х. al ydr | 


= | СА. [Fayde + z(a.) | у(т,у)й 
=E ‚У "i TY T g Уу : х,у}ак 


Ё | , A 
=< |g(A,y)| aadz + |а(А',у)! |, Р т,у)ах | < 21е, 


(Hip € EA БА” 之 间 ) .于 是 由 定理 15.2.1 Я | Fae, yele, yde 关于 
yC [c,d] — 9%. 


aam аав налынын AA AR е а e 
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{15.2.3 证 明 | <= эшл 关于 a Є (0, + о) — ЦУ. 


в ш | Drar gk CHART a- REM BRA ХҮЙ 
ж.н 
О<е®&1, 0« ас «-0о, 0= xr < + о, 
Шон 一 致 有 界 . 由 Abel 判别 法 ,| еге ЭШ ах 关于 a Є (0, + о) 一 至 
ка. 
例 15.2.4 Ш | ЭЛ yq, 关于 y 在 [a,b](0<a<6<+m) 上 


ü 
ЗО, IB2E(0, + оо) EJE- вие. 
解 ” 先 证 明 | Золу 1. а,Ь) БЖК 由 于 


А _ 
|, sin жуйе = zeta] < 2 < 2, A=0,y € la,b], 


因而 一 致 有 界 .而 二 是 x ИЙН im L = 0, 由 于 二 与 y 无 关 , 因 
此 这 个 极限 关于 y 是 一 至 的 .于 是 由 Dirichlet 判别 法 知 | Sdr 在 y € 
[а,б] Е. 

再 证 明 |, sn dz 在 (0, + о) KERER ЭРЭЭН n, My = 


十 ,这 时 
?t 


Žan | Чиг 
|? sin гуу» | Зул Sin > 
ят x Р Зк 


ЯЛ 


RER eo = 之 , 则 对 于 任意 Ao, 总 存在 正 整 数 满 是 ax > Ав у = 1,8 


3 ал 
P sin Zaz! = z 
лт п 


时 成 立 || 
(0, + oo) 上 非 一 致 收 做 


例 15.2.5 jgn)" 0224. AF p 在 (~ 1, EARRA. 


证 ”要 证 明 的 是 :对 于 任意 给 定 的 [po,p11 己 (-1,1), | SEa 
Гро, рч) 上 一 致 收 敏 . 


+ 2 
注意 到 被 村 函数 cs T 在 x = 0 附近 无 界 ,我 们 将 | Лар нр 


han “ы 
Ë sin dz | > 2 = gp. 由 Cauchy ЦУ ЭУ ЛИ ЖИП |: е 在 
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+09 2 1 2 450 2 
COS cos = cos = 
| ак = | 88, | dz = h+ h. 
а? х? 


Xj = |, 
ОШ. 


先 看 = | SF de REMES RRRA ERNER E 
到 


cos T cos х? cos х? _ 
si dz 与 所 = | 080 убой, | 28342 


cos х? 
x? 


<< х?! Ü< x=1, ра p < Р, 


由 于 p < НИ | ŠZ kak. TEB Weaersrass #88 Г, = | SS Саш 
Жр, Р] 上 一 ”Ү?Э 
оо 2 
再 看 了 = | SEa PER: = 2 8 


+ 20 2 +% 
| era -二 | cos É J, 


д? 2 (Хол) 
由 于 
fiese =| ain À —sin1 1722, 14 A <+ oo, 
HJ — Pk Ж 9. IN PS ЖК 关于 RERE, НЕР pE Гро, pi] EZ 


Зон +1) 


l .c— 1 (| 


— = <+ 00, ру p= р), 
pt) чш ТРТ чы Pa == P = 1 


HT 加 >—- 1,34 + оо 时 ,一 一 一 Te 5 AT pE р! АТА. 于 是 由 


Dirich 判别 法 知 , |” Sa: lop] Е 806090, 所 以 1; = 


krn 1) 


+ оо 2 
| cos T ar 在 [po,p1] 上 一 致 收 敏 ， 
t х? 


ЕНЕ, |” Tar 在 (~ 1,1) AMA. 


定理 15.2.4(Dini Е) #/(т,у) Æla, +оо) х [c ,d] ERE 
Е p a S S bus 


Қу) = | zaz 


在 [c,d] 上 连续 ,那么 各 分 | f(x ydx 关于 y € [c,d] #4. 
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证 “用 反 证 法 .不 芒 设 /(z,y) 之 0. 车 | f(z,y)dr 关 于 yE [c,d] 不 


-HAA ,那么 存在 某 个 正 数 so, 对 于 任何 正 整 数 nn > a ,总 存在 nEle, 
d |, 使 得 


| Эх ул) х 22 eo. 


由 于 有 界 数列 1y,| BARATA, 45523814 у, ЧОН, ETC yo = limy, Є 
[esd]. 


由 于 反常 积分 |“F(z ,yo)dz ТОНЕ АС» a) 使 得 
| f(z,xa)dz < 2. 
并 且 由 ry) 20 HH z > A BJ, 
Гела Уа) dz 22 | ба 22 60. 

由 于 

| Z(z,y)az = | Сау) аа -| Friy)dz 

A y z У 4 Pay Í 
及 | fayde 的 连续 性 , 再 由 常 义 合 参 变量 积分 的 连续 性 定理 知 


J Aey de 也 连续 ,于 是 |” f(z,y)dx Ж. ИЕ limy, = yo Я 


| +00 Е += Ep 
на], f(z,y,)dz = Г (z ydr < 5 ， 


s|" f(x, 之 eo(n »АУРВ B) f(z,y)dz 关 于 yE [c,d] 
—#КЖ. 
证 毕 
еа 


MEWE ASAR ЯА ОГНЕЙ, ЗЕРНЕ P AEEA TERE. 
设 反常 积分 | f(z，y)dz МЛ Лу E [ed KA KEE X Y SN 


Ку) = | (zy)az，yE 10.4). 
任 取 一 列 严 格 单调 增加 的 数列 1a。1, 它 满足 ао = а 以 及 au -+ оо, 8 
u (y) = | /\х,у)дх, n = 1,2,.…, 
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302, 
| fry)ar = > f(z ,y)dz = Y u(y). 
利用 Cauchy 政策 原理 容易 征明 如 下 的 引 理 ， 
引 理 15.2.1 若 会 参 变 量 反 常 积 分 | f(x,y)dr 关 于 yE [c,d] 一 到 
кй, ЖД X T yC [cd] akt, 


ТЕЛА FRERE ЧТК Н E ЁНС5- 
定理 15.1.4[PEBEREEFE) (Е, у) а, + ооу х [с.а]. К, 


| f(z,y)dz 关于 = [ca] оа 84 


I(y) = | flz,y)dz 
在 [ec,@&] ЕФ, Яр | 
imf у(х, у)йдх = | шаах € [c,d], 
RAR Ua Бйз X-T dk. 
证 因为 | 7z,y)dz 关 于 yE [ca] НӘ BS 1518 15.2.1 


яи, (y) 关 于 y€ [cod] 一 致 收 贫 .由 于 fley) (асаа ЇХ(с.41Е 
连续 ,那么 由 常 义 含 参 变量 积分 的 连续 性 定理 知 
u, (y) = |А f(x ,y)dx 
连续 (n = 1,2,…) .根据 一 致 收 全 级 数 的 性 质 就 知道 ,和 函数 
Ку) = | yde = Уа) 


n—l 


连续 
证 华 

注意 ,Dini 定理 并 不 是 这 个 定理 的 道 定理 . Dini 定理 只 说 明了 在 (у) 
保持 定 号 的 情况 下 ,由 I(y) = | f(z,y)dzr 的 连续 性 可 以 推出 


[G ydr 的 -- 致 收 策 .读者 可 以 举例 说 明 ,去掉 “ 保 持 定 叶 "条 件 可 能 导 


致 Dini 定理 的 结论 不 成 立 . 
定理 4.2.5{ 积 分 次 序 交 换 定理 ] 设 f(z,y) 在 fa, +оо) х [c,d)-L 


连续 ， | f(z,y)dz 关于 y E [c,q] — kk , W 
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| | FG.) az  Квхэддэ, 
即 积 分 次 序 可 交 撞 ， 
证 ”由 假设 知 》 (у) 关于 y Є [cd] 一 至 收敛 .根据 一 致 收 化 级 数 
的 和 号 与 积分 号 可 以 交换 的 结论 知 
fay [` уа 


= ГО ин (y) ду - > oy 


m=1 


ЫГ Оэ)» jay = Х| М flix,y)dr 


= >] a [Hayd = ИСЕ Гс эда». 


其 中 第 二 行 到 第 三 行 的 推导 是 利用 了 常 义 含 参 变量 积分 的 积分 次 序 可 交换 定 
JE. 
证 毕 
当 [c,d] 也 改 为 无 穷 区间 [c, + оо) 时 ,本 定理 的 条 件 就 不 足以 保证 积分 
次 序 可 交换 ,但 有 下 面 的 结论 ; 


定理 15.2.5 H fley) Hla, +0) x Le, +0] БЖ, Н | f(z,y)dz 
关于 yE le, C] -ake < C <+ оо), СЭ 关于 Є [а,А) 


一 致 收敛 1a < А <+ co) ,进一步 很 请 | dz | | f(z,y) | dy 和 | dy 
| 1/(z,y) Ide 中 有 一 个 存在 ,那么 


[^а суа = ИСЕ | f(z,y)dy. 


这 个 定理 的 证 明 较 为 复杂 ,这 里 略 去 . 
定理 15.2.6{ 积 分 号 下 求 导 定 理 ) 设 Ar,y), 户 (zy) 都 在 La, +оо) 


x [e d] 上 连续 , ж | (zy)dz 关于 y € [cd] жа 进一步 假设 
让 (zsy)dx 关 于 y€ [ea] sika. y) = | f(x,y)dz 在 [ed] 
上 可 微 ,并 且 在 | c ,gj LRE 

Г(у) = | hss)dr, 
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Ер 
| zy)ds = W Уба уба, 
就 是 说 , 求 导 运算 与 积分 运算 可 交换， 
证 BO) = | fCzyy)dr, 由 | f(zwy)dz 关 于 yE [c,d] 一 致 收 
REREH AO) 在 [c,d] 上 连续 .于 是 对 于 yE [c,d], 由 定理 15,2,5 得 
зэв» - Га | (х,у) = |4 Jz)dy 


= | [zs — J(z,c)]dy = | Raya 一 Гея, сау 
= Қу) — Ке). 
由 于 #(y) 在 [ec,d] 上 连续 ,所 以 函数 | 8(y)dy 可 微 ,从 而 Су) ЗГ, РИ Ж 
导 就 得 
ГО) = #у) = | уубу). 
证 毕 
例 15.2.6 MERR ба) = | 14 “Эл 的 连续 范围， 


Ж ”注意 到 xz = 0 可 能 为 奇 点 ,将 积分 写 为 
Ila) = K + N BUH za, = hla) i bla). 


3 
RAH а 0+2. L AURA a -3<1 即 wk<4 时 Ti(a) 


TAR MERREM a > 工时 L, (a) ЯЯ. ВТР a) 的 定义 域 为 (1,4). 
我 们 现在 说 明 Ke ЖЖ ХЭЖ 1,4) 上 连续 .为 此 只 要 说 明 在 任意 闭 区 
[{а,ё]С (1,4) 上 ,1(a) 连续 即 可 . 
对 任意 闭 区间 [a ,8] 人 (1,4) ,由 于 


3 3 3 
паа) О ТЭРЭ ЛЭН ЭЭ (г 1,а аьа, 
2 2 л 


E |, Шан га, ш ж, P bk h Weierstrass 判别 法 ,i(a) = 


3 
[ИЧ + «Эа 关于 a € Га, 1-8088 „анинин ЖП © ко, 


1) х Га, 上 的 连续 性 知 ,I1(a) Æla, b] EER. 
由 于 


вв rm С сан ас с -PAETAE ода ИЯ з ичпе тт su аа се . ... 


$2 ёбем :369 - 


lnpf(1+z3| (1 + ж) nU + z 
ас g =° ч т" ! 


сл «4-0, 1< аа, 


н | Utaha 收 策 , 所 以 由 Weierstrass 判 别 法 ,| ”加 二 下 dz 关于 


a € [a,b] вока N ki авиан 在 [1, + о) x [a,b] 上 的 
连续 性 知 , (а) 在 fa,5] 上 连续 ， 
ЕРИ, Ко) = hla) + io 在 其 定义 域 (1,4) 上 连续 . 
Ё] 15.2.7 ЖЯ Dirichjet 积分 
I = | sh д. 
0 22 


解 考虑 含 参 变量 反常 积分 


Қа) = | = Satir (20. 
(这 里 引进 了 收 敏 因子 e RER ARAE Са 00-40 BE) E 


1, + = 0, 


显然 Гуа) 5 Alza) = — е “sin z 都 在 0, + со) х 10, + оо] EER. 
H Bl 15.2.3 知 道 | ce n <a, 关于 六 0 一 致 收 俩 ,因此 10а) #10, 
+ ©) 上 连续 ,从 而 
1-100) = lim F(a), 
为 了 找 出 I{a), 我 们 利用 积分 导 下 求 导 的 方法 .考虑 
W.A: 三 一 [e “sin хіх, 
对 任意 a; > 0, [оу + ©) Е, НЕ еіп z | е799(0 < z <+ оо, ao 
«о <+ о), Н | єк Ж, 内 Weierstrass 判别 法 知 | 天 (za)dz 


2 | е хіх 在 a C Тас, + оо) Бога, НЕЗ 15.2.6% 


‚ Ши _ [e (о sm z + osz) 1 
rla) =- |, е “sin rdz = a L. “|+ 
由 an 的 任意 性 知 , 上 式 在 人 0, + oo) 上 都 成 立 , 因 此 将 上 式 积分 得 
Га) =- arctan a + C. 


现在 确定 常数 C. 由 于 在 a € (0, + о) 上 


-Je кны а ruran er 5 ee ачыт саа r гн ат sn 
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+оо - 十 的 
| Ile) |= f есе itar | e “dr = 一 ， 


内 此 lim F(a) = 0, A C = 了 ,从 而 Қа) = — arctan а + 7-Р, 
жш, = 10) = m e) = m [ sena 8) Е 
从 这 个 结果 可 推出 一 个 有 趣 的 结论 : 


_ 2 | sin тї 
sgn(z) = = 7 


请 读者 自行 完成 证 明 
б6|15.2.8 计算 I(x) = | eos 21101. 
# iu /(z.,z) = e7 соз 221, £ Cx) = 一 2re "sin 2zt, 这 时 有 


2 2 
ДСНМЭ1 = |- 2ze sin 24:01  2:60), 
— 0 < z <+ 0, 0) = z <+ оо, 


而 反常 积 re dt rikt, h Weierstrass 判别 法 知 
| cz ,Edt 一 一 2 НЭГ: 2х144 
关于 - oo < z <+ оо 一 致 收 伍 . 应 用 积分 号 下 求 导 定 理 ,得 


+% жеоо» 
-2х | е‘ cos 2274? 
Ü Ü 


А + 09 2 2 
U (z) =— 2| te t sin 2ridt = е‘ sin 2xt 
0 


=—2zxI( x). 
将 这 个 式 子 写 成 
ГО 
HES = 2х, 
再 积分 得 1020) = Ce .由 于 10) = | ea, = 还 ,因此 C= T OFE 
Ка) = Ye — о < x <+ co 
例 15.2.9 计算 
[= |; за озб, 5 > a > 0. 
E ”利用 积分 次 序 交 换 的 方法 .由 于 
соз ат st 2. 4 
2 =, ыптуау, 


所 以 
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I = [az [ sin гу у 
‚ 9), хт . 


H8J15.2.4 аваг ан | Tdr 在 y € [ab] Ба, Т 


= [7% аны а, 7 зава, 


5) ХА 
LERTA ЗК УЗ RD ТЕЗ ЛЕ БН E-A: 


0) — dr, 


з +y 2 y = a = 0; 


о) |" "ҮН е йт, Оа < ap; 


tta 
(3) L х sin z? cos ardr, a «о < 6. 
2. i HH F pJ S 22 3 8 Бе AE E K EIE Зиг. 


k тт 0 <a < ®; 
wf $sin dz, Ü < a < 2. 
3. 设 FG) 在 + > 0 上 连续 ,反常 积分 | 2/(:)йг 当 = a 与 4 = bil 


Ak, HES O. 关于 A Є [а,в] й. 
4. fi РУБЛГА ВНЛ ЖУ. 
19 cos ry | 
0)|, үн dr, ÝE y 22 ур > 0; 
(2) | “өг dz Еа < a < b,Gi) о < a <+ о 
(3) [ar Ци гайх, 0) p ZZ po > 0, Gü) p > 0; 


+s 
(4) |, sin zde, Е(0а = o »0,(08 > 0. 


5. 证 明 函数 F(a) = | ss 
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6. WERE FO) = | - “ах 的 连续 范围 


7. а) = |" LSE dr 在 (- оо, + оо) БЯГЖ. 


1+ (x + 2) 
-ať _ а-г +% -ar _ „—йбъ 
8. 利用 一 一 = [ еду, Н |, ` 2dr (b > a > 0). 
, ШИГ b +5 ， _ 
9. 利用 型 bz = sin az | | cos лубу, Ж | e pr Sin e- ып ат, 
>0,b >a > 0). 
dz + dz 
10. 利 用 | 2-5 -a >0), 计 算 = стб ж 
ЇЗЭХ). 


11. 计 算 g(a) = NE кыы de. 


12.19: F(x) 在 [0, + ©) 上 连续 ， H lim fle) = 0, EH 
| Far) = КО, = 01:34 


13.(1) 利用 | edy = VE н Lle) = | юэ эв, = Tagi, 


(2) 利用 积分 号 下 求 导 的 方法 引出 于 = 一 2 上 L ,以 此 推出 与 (1) 同样 的 
结果 ,并 求 出 |, edy(a > 0,5 > 0) 之 值 . 


t” s (P 1 ， _ 
14. 利 用 | e dt = z+ -计算 了 = 2 
53 Euer 积分 


Beta HA 
形 如 


B(p,9) = | 2750-9816: 


的 含 参 变量 积分 称 为 Beta 函数 ,或 第 一 类 Euler 9). 
先 看 它 的 定义 域 .将 Beta А 


1⁄2 1 
一 ф-1 2 4-1 -1 — x ald -, 
В(р,9) |, t(l — zr)? х |. (1 — x) dx 


当 一 0 时 zf1(1 к) — ?1 所 以 只有 当 p > 0 时 右边 第 一 个 反常 积 
分 收 黎 ,而 当 了 一 1 时 mr101- 6) 一 人 -1 所 以 只 有 当 g > ОНА 
边 第 二 个 反常 积分 收 伍 .这 说 明了 B(p,g) 在 户 >0,ag > 0 ERa, BERNE 


I er аанча vam name а 
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ARA p > 0,q > 0. 
Beta 函数 的 性 质 : 
1, 连续 性 :Btp,9) Е р> 0,9 >0 上 连续 . 
证 ”对 于 任意 固定 的 po > 0,g0 > 0, щ p >> porq > qo Bf, 
x lz) lt ll - a)l, 0«(/«1, 


而 | ха ~ r) dz Я, REB pg) = | «^а 一 工 )5-1dz 在 [ po, + 
оо) х | др, + оо) E-B, ATEL ро, +) x (до, + со) 上 连续 . 

Ш Ро 0,400 的 任意 性 得 知 В(р,9) 在 P > 0,4 > © КЖ. 

2. 对 称 性 :B(p,g) = В{ф.р). 

证 WE r = 1- 就 得 到 


в(р,а) = |а в) dz = | (1 218 1dr = Bia, p). 
3. 递 推 公式 :B(p,g) = 5180, 9-1),р 20,921. 


证 ”利用 分 部 积分 法 就 得 到 
a dp tl 
Bo) = |, (1-14 = be д)! 


+ 21 [аға — х) ?dz 
_ i i 

= 7 а — r)? 2dz 一 |a _ ж)! | 

= 21806,4 一 1) 一 “——1в(р‚а). 


移 项 整理 后 就 得 递 推 公式 ， 
由 B(p,g) 的 对 称 性 并 结合 递 扒 公式 ,可 得 到 , 当 pp > 1,9 > 1 时 有 


(р-1Х4 4-1) 
Вр,9) = (p+q 1) (р+ад - 2)8(Р-1,9-1). 
4. HERR: 


а) 作 变 量 代 换 x = сов р 就 得 
В(р,9) = 21 сой lpsin рас. 


111. 
В| 292)” т. 


(2) 作 变 量 代 换 r = 一 ,得 


1-1 


据 此 可 以 得 到 


| Г" {1—1 Ї (8-1 4 u {171 d 
— = Тао.) Хржа 十 Таа pra : 
Вр.) 0 (1 + zjete 0 (1 + Ua. z£ 1 (1 + ЁЗ Ё 
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在 最 后 一 个 积分 中 再 作 变 量 代 换 := 1, на | ав = | 
u?! 
{тшу ЧЁ, 于 是 
B(p,g) = taa. 
Gamma A% 
形 如 


+= 
T(s) = |А = le "dr 


的 会 参 变 量 积分 称 为 Gamma 函数 ,或 第 二 类 Euler 积分 ， 
先 看 它 的 定义 域 ,将 Gamma AAEE 


Tís) = [=e saa + Wa. 
ШЕ ЖАШЫ ВОНГ, 24 5 «0 时 右边 第 一 个 反常 积分 发 散 , 而 当 ; 
> 0 时 两 个 反常 积分 都 收 全 ,因此 Gamma 函数 Г(5) 的 定义 域 为 > 0. 
Gamma 函数 的 性 质 ， 
1， 连 续 性 :1(s) fE s > 0 上 连续 . 
证 ”对 于 任意 区 间 [a b] С (0, + co), s € [a,b] 时 成 立 
TI ler 4 tte, т Є(0,1] 


而 | ateaz ШЭ, р Weierstrass 判别 法 知 ， f eleda XFsEla,b] 
一 致 收 敏 ,又 由 于 当 * EE [a,5] 时 ， 
хє де", + C [Ë, + oo) 


而 | ааг ЦОГ, Weierstrass 21517221, К le *dx 关于 s €C [а, 


5] -RRR таго) = | aede 关于 s € [ab] 一 致 收 外， 
AEN) Ele b 上 连续 ,由 区 间 [a,5] 的 任意 性 知 T(;) 在 s >0 上 连 
i, 
2. EAA: TOG) 满足 
Tis +1) = ғ1(5),5 20. 
证 ”利用 分 部 积分 法 , 即 得 到 


- 00 + >> 
Tis + 1) = р ae Tdr = = |, х л =- 67 


+ 
1! 


+œ 
+ $ |] Tile tde = 8Г(8). 
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特别 地 , 当 ;= п 为 正 整 数 时 


Г(я +1) = „Г(п) = nlan- Dran — 1) =з = n!r(1), 
而 T(1) = | ede = 所 以 
T{n+1)= я!. 
因而 Gamma 函数 可 以 说 是 阶乘 的 推广 . 


AFTO) = +10 рига) = 于 所 以 
| lim Г) =+ 00, 

з. 其 它 表 示 : 
(1) 在 T(s) 的 表示 式 中 作 变 量 代 换 > = 2,882 

I'{s) = 2 | eer dt 

据 此 可 知 
r(3 )= 2) еба = Үл. 

(2) 作 变 量 代 换 = atla > 0) 得 

(s) = |. че “dr. 


例 15.3.1 计算 1 = | ea, 
ü 
解 ”利用 表示 式 T(s) = 2 | e d minas Bi 
rf LTLr(2a=1+ 2а 144 
1= 3(9+5)= 2T| 2 +1)= 22 r [z EESE 
反复 还 礁 即 得 到 
р- Олт) Qs DI g, 


= эн 


Beta 函数 与 Gamma 函数 的 关系 
定理 15.3.1 Beta 函数 与 Gamma 函 教之 间 具 有 如 了 关系 : 
_ T(p)I(o) 
15(69:21:2 = ptg)’ p > 0,9 > 0. 
证 ”由 于 
Гр) = 2 | ear, Г(9) = 2 [ еа, 

зп = 105,1) 1052 < +оо, 0= <+ оо! ,利用 化 反常 重 积 分 为 累 次 积分 
的 定理 ,得 


i rr — 


` 376 ， 第 十 五 草 ” 合 参 变量 积分 
Г(р)Г(ә) = 4 ИСЕ [еа 
= 4 522167 {24-1675 464. 
J 
对 右边 的 反常 二 重 积 分 做 概 坐 标 变换 = r cos 6,t = r sin 0,18 
Tip)T(g)= 4 | rieta- lenr со 9710: 2971 04,46 


(r +оо 
02853 


“2 + 
= [2 i соо?” gsinz 1848 (| ета) 
0 


= В(р,)Г(р + q). 


15.32 计算 工 = [sins xost хіх. 
Ж AM Beta 函数 的 性 质 及 Gamma 函数 的 递 推 公式 得 


э \ ЭД 
了 一 | sin хос zdz = +B в(3 Эн 1 11212 
2-1272 2 Гб) 
_ 1 [3.1 F] 5.3.1 p] 3 
2: 413 21513 2 > 人 | = әб. 


例 15.3.3 ”计算 了 = [zy 1-4 4х. 
Ж “ 作 变 量 代 换 .zi = 上 ,得 


1 1 
r= |= 1 ове = 4 | 2Ут-14:-48(3,3| 
0 3 Jo 3 2 


_ 195) 21(3| 7 


3 ү 1 7 5 3 4(3ү.315 
г|2) 3.22 2 U|) 


证 毕 


关于 Gamma 函数 ,我 们 还 有 三 个 重要 公式 :Legendre 公式 、 余 元 公式 和 


Stirling 公式 ， 
定理 15.3.2(Legendre 公式 】 
KONE +3) J5 Г(25). 
证 HT 


B(s,s)= [та -х) ldz = [14 一 3 - z) | dz 
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i а 
СНЕ 
作 变 量 代 换 六 - z = t/r, 
B(s,s) = == Ku -3d dz = = В| 545) 


利用 定理 15.3.1 的 Beta 函数 与 Gamma Р #87, ЕИ 


1 
гэжэ 112197: лг) 


POs) 287 г» +3) 2 r{s +7) 
整 埋 后 就 得 Legendre 公式 ， 
证 毕 
定理 15.3.3( 余 元 公式 }) 
T(s)D(1 — s) = Яла” 0 < s< 1. 


在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 的 结果 ， 
引 理 15.3.1 证 区 间 [a ,5) 383884 TR [а (с) 点 态 收 笋 于 u (z), н 


pla) 在 [a,6) ETRO | p(z)dz 政敌 ). 进 一 步 设 


1) 0= ul Solr), ах < b,n = 1,2,:"' 
2) 42 2-8 35Ж ЕР 0,| и (х) #[a,b — Е] t-a. 
ЯА 


limf Са) = Е (z)dzx 


印 极限 适 算 与 积分 桂 号 可 交换 . 
证 ”由 条 件 1) Nl 
Our < фт). am r< b, 


所 以 | x(z)dz 8, 
根据 极限 的 定义 ,要 证 明 的 是 ; Ye > 0, 存 在 N € Nt ,使 得 当 m > N hj 
| Седа - КОП < e. 
由于 f 9(z)dz 收 第 ,那么 存在 一 个 正 数 ,使 得 | 9(z)dz < 生 -因此 
Ї u (jde < | (z)d= < 4. 
8-4 ЕТ ва 37 
й b Е 
Г «саг «|, жоош < 3: 
BF !ы,(х)1 Ela, b- 0] ЕР elr) 所 以 存在 正 整 数 N RH n> N B$ 


innan r Oo 
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É 


3 * 


rd И (х) | < 


这 样 一 来 , 当 hn > N PF, 
ЇЇНД - | (ad | 


= | C) _ | Стах |, Со 一 ОЛ 
< F (zjaz 一 | асаа + 11, боа + СЭ < e. 


lim | (de = | u(x)dz. 
: 证 毕 
注 :在 这 个 引 理 中 ,把 [a,58) Bila b] (а,5) 时 ,相应 的 结论 也 成 立 ， 
余 元 公式 的 证 天 ;出 定理 15.3.1 得 
[Җ%)Г(1—5) = ВС6,1-47Г(1) = Bls,- s), Ü < s < L. 


而 
_ + ос g7! _ i р! + 00 (21 
ныг 0 ват e = dt Ї 1314. 
saf a. шин HERBERT 


E Žepe 
且 右 进 的 级 数 在 任意 区 间 U < e= = 1 - £ < 1 E LRA. ВУ 
x l А _ r 
@< (т) = S C 1) +5 1 28-0-1-4/3 „а, О< < 1, 
ы!) 


14-14 


而 | tar 90, то 13 15.34 及 其 后 的 注 得 到 


mj u (tyd: = Г E ye. 


soltz 
但 
É wir . > [1 ы-1 
ш) „(г — lim > | (= 1р = У} (= Td 
kama i} ТЫ 1-0 0 
_ Є (— 1) _ A (= 1) 
7 > sti ` > stn 
于 是 
1 E 1 _ 2 《一 Ш 
1, [+ (3 2, жи? 
sm | car mata = 1 8 


аз 2-1 “1 -4 (1-:1-1 
Ё H 
| r e= [кт ;% = |, Ги 9" 


S CD уусан 


s— n 
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在 下 面 的 引 理 15.3.2 中 ,我 们 要 证 明 


x 1, S; afl 1 
sinas 6 TTR 1) [ 2-1) 
由 这 个 引 理 就 得 
Iis _ s=] +a g! 
ӘГ(ї—+}= | 去 二 + 13739 
_ „d ч „d 
24(-1) fit 060) - 
24 i 
038: "(= ОТ 
引 理 15.3.2 x 


HF z € (0,1) 成 立 


ж Lv "fl 1 
яалт Tz + ol 1) 2 +1) 
证 ”我们 知道 
= 2 
snz = x] (1-23), 
取 饮 对 值 ,再 取 对 数 得 


ln | sin æ l= lni æ |+ У 1- 
在 (0,m 上 和 逐 项 求 导 得 (请 读者 思 人 


二 + a 2з 
яп 2 -2 7 


1х2 — піл? 


л. г) 


z-ont кф nm 


2 
再 利用 


一 一 -一 =- 一 


HE re а а 5 4 
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1 1 1 
рУ (азат) 
ma 1 i 
- (треста рет) 


= 4 + DD (ta) 


ZT- пп + nn 


НЭЭЛЭЭ 
81 15.3.4 计算 IT= | 255 yaz 
" ro fr te _ тї! 3 5 
= 
„аз na i] a s уз 
Г(2) “sim 于 4 


例 15.3.5 计算 曲线 г = sin?0cos Ө 所 围 图 形 的 面积 . 


解 ” 显然, 它 在 第 一 象限 的 面积 的 两 倍 就 是 所 要 求 的 面积 ( 见 图 15.3 


1) .根据 定 积分 中 的 计算 面积 会 式 得 (用 极 坐 标 形式 ) 


А= 2. | віп? cost 640 = 581 3| 
г[2 г(2 
аа 
y 
x 
Ч 15.3.1 


Ë 15.3.6 WE o > 0,8 > 0, 使 得 反常 重 积分 


І = 上 D = ((х.у) | z 2 0,y 2 0! 


= m n ara кч. —ars ~ rr hp Tr Пээ 
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ШЕ, ТЕШНЕ НИН. 
ЮМ ЧЕ ра RE AERD EAE ЕКИН УЕ КИЛЕ, 


则 它 本 身 收 敏 ,所 以 可 以 采用 间接 的 方法 . 作 变量 代 换 工 wa,y = о fB 


其 中 也 = juv] u 2 Ü, Z 


т = rsin ð, 8 
І = 4 [ ra Sg й-10дндлхб 
= 8 1 g 22 908° Osing гах 
осе 
DE r< +оо 
2.21 
= -áf cos -1gsin 和 - bdrdzg | Z 27 dr. 
在 最 后 一 个 积分 中 作 变 量 代 换 r* = + 得 
+o 2 444 +1 
|, аА Tr dt, 
Фу 1,1 1,1 l l FA! 
ЕЕ tg Сана ва + gl- [T ty) ARER а 


>1,p> 1, 因 此 2 | сэг бол 1646 -811-8) 


于 是 当 =,B 满足 w+ g < 工时 ,反常 重 积分 


г= | ттеу 
Bi, A ° 
ааа (253) 


aal- (6 8) 
ЖЕ Н -— ET Gamma ВСАА. 
定理 15.3.4{Stirling 公式 ) Gamma 函数 有 如 下 的 渐 近 估计 


.8. 
{s +1) = 2 [£ ) е 2:052 0,0<68<1. 
X ç = n 为 正 整 数 时 ,此 踊 为 
в — 
nt = 12::164 ё2 081. 
这 个 定理 的 证 明 比 较 揽 茶 , 故 略 去 . 
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习 题 
1, 计算 下 列 积分 ， 
ОЛЕ а? — сов тіж; (2) ['-= ==: 


43-83) 
1 оо m-i 
з) | ——®—; а) >т > 0; 
0.71 — x" 0 l+z 
+ Ja 5. 1 
(5) й a гаруй, (6) Ї sin” reos? cdr; 


(7) р т"е-* аг, mn > 0; 


(8) Ka: = z) ldz, pgn > 0. 
2. 证 明 | еа - РЕС 为 正 整数 ) ЭН тъ | e“ dz = 1. 
3, 证 明 ГО.) 可 时 ,并 求 下 (5)， 


4. 计算 | lnr(z)dz .提示 :利用 (ага - zjdz = | inr(z)dz АЖ 


5, 证 明 | sinezdz = | cosrdz = 5815.9) (а > 0), 并 由 此 推 
H 
1) Ча 为 奇数 时 


x Ж 
| ада = | «е тах = 2 3 2 "РРА 1 5 
2) а МЇВ 
x 五 
[масш = КЕ =! 3:2: атт ! 2: 


6. 确 定 正 数 a,B,7 ,使 得 反常 重 积分 
I = [| drdydz 
Е 3 1434 + у + >, 
收 敏 ,在 收 化 时 ,计算 工 的 值 ,其 中 站 = х,у) | z220,y220,z 22 01. 
7. 证 明 


| sin Ф Ш dg 
ол + cos р 1 + Ё cos р 
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fr K K {0 
- 1 [ L+] -5-, є»0,0«686«1. 


sin ут 
8 805203 «1,1 n 2 3. WE 
Г # 1 
h п— | | 
|е уа я 2 h. 
И 2 п 
e(z) 


(提示 ; 作 变 量 代 换 上 = hu.) 
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Fourier 级 数 ( 三 角 级 数 ) 

古往今来 ,从 阿 基 米 德 开始 的 众多 天 数学 家 ,一 直 在 孜孜 不 倦 地 寻找 用 简 
单 削 数 较 好 地 近似 代替 复杂 泪 数 的 途径 一 一 除了 理论 上 的 需要 之 外 , 它 对 
实际 应 用 领域 的 意义 更 是 不 可 估量 .但 在 微 积分 发 明之 前 ,这 个 问题 一 直 没 能 
获得 本 质 上 的 窦 破 ， 

人 们 最 热 悉 的 简单 函数 无 非 两 类 .和 究 函 数 和 三 角 函 数 . 英国 数 学 家 Taylor 
在 17 世 纪 初 找到 了 用 大 函 数 的 (无 限 ) 线性 组 合 表 示 一 般 解 析 函 数 ftx) 的 方 
法 , 即 通过 Taylor 展开 将 它 化 成 幕 级 数 形 式 


F(z = $ а (7 ~ zo)”, 


经 过 理论 上 的 完善 之 后 ， 它 很 快 成 为 微分 学 (乃至 整个 函数 论 ) 的 基石 之 一 ， 
这 方面 内 容 已 在 前 面 有 关 章 节 中 作 了 介绍 . 

在 实际 问题 中 ,总 是 (也 只 能 ) 使 用 Taylor 级 数 的 部 分 和 , 即 f(x) 的 x 次 
Taylor 多 项 式 


flx) f(za) + f (zma)(z — zo) + 
+ zt о) 
好 


ш, 


一 х0}? + 
一 Zo)", 


这 样 做 ,要 求 Ar) RE n +1 К,А УКЖ ЗЕ] Ий ЖЕТА, Ka hh Т 
刻 了 (特别 是 在 发 现 了 许多 不 可 导 甚 至 不 连续 的 重要 函数 之 后 ); 同时 ,Tayler 多 
项 式 仅 在 жу 附近 与 fz) 吻合 得 较为 理想 ,也 就 是 说 , 它 只 有 局 部 性 质 . 

直到 18 世纪 中 叶 , 法 国 数学 家 和 和 工程师 Fourier 在 研究 热传导 问题 时 , 才 
找到 了 用 另 一 类 简单 函数 — TARRE) 线性 组 合 形式 表示 有 限 区 
间 上 的 一 般 函 数 了 (x) 的 方法 , 即 把 f(z) 展开 成 所 谓 的 Fourier 级 数 (或 称 三 
ЖЖ). 

与 Taylor 展开 相 比 ,Fourier 展开 对 于 f(z) 的 要 求 赤 宽容 得 多 ,并 且 它 的 
部 分 和 在 整个 区 间 都 与 (e) 吻合 得 较为 理想 .因此 ,Fourier RAE ШЛЕ 90 
更 有 力 、 适 用 性 更 广 的 工具 , 它 在 声学 、 光 学 热力 学 ,电学 等 研究 领域 极 有 价 
值 ,在 微分 方程 求解 方 曾 更 是 起 着 基本 的 作用 .可 以 说 ,Fourier 级 数理 论 在 整 
个 现代 分 析 学 中 占有 核心 的 地 位 ， 
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本 章 只 介绍 有 关 Fourier 级 数 的 一 些 基 本 知识 ,大 致 包括 三 个 方面 : 

， 如 何 将 一 个 给 定 的 函数 展开 为 Fourier 级 数 ( 称 为 Fourier 展开 ); 

，Fourier ARRA ЕЁ; 

` Fourier 级 数 的 性 质 及 某 些 相关 问题 . 

周期 为 2x 的 函数 的 Fourier RIF 

以 下 我 们 总 是 设 F(x) Æl- r,a] ЕНЕ, ЧА ВАНА, ЕЕ 
在 [一 7,x) 上 的 值 周 期 延 拓 到 (- оо, оо), у, fi z) 基 定 义 在 整个 实数 
轴 上 的 以 2 为 周期 的 周期 函数 (但 在 实际 计算 时 ,对 f( >) 的 延 拓 可 以 仅仅 是 
观念 上 的 .). 

Fourier 展开 的 基 而 是 三 角 函 数 的 正 交 性 . 

在 例 7.3.12 中 已 证 明了 函数 族 11,sin zyeos zr,sin 20,008 28.97, 
sin nr ,cos nz 上 是 任意 一 个 长 度 为 2r 的 区 间 上 的 正 交 函数 列 ， 


| сов mz cos nzdz = | sin тх sin nzdz = n* бах (m,n € N.) 
|" ов mr sin nrdz =0 (m = 0,12, € N.) 


й 1 “со medz = 2т* бил бт = 0,1,2,7). 
ABE х) AUER An РА 
fr) = 203 Ма, cos nz + b, sin nz), 
п=1 


且 等 式 有 边 可 以 逐 项 积分 ,38: 8831 АЗЕ osmem = 0,1,2,…) 后 在 [| - z, =] 
БЖ, ЗР ЕА ЈЕ ЗЕРЕК, 


|" f(z)cos тхйх 


-Г [5° + Ў) Can cos nz + b, sin яа |+ oos mada 


== | cos mrdr + Sla ГЭЛЭЭ sin на со8 medz 
л=1 一 n=} 7 


= аулбы, + Уалид, a = a, T, 
所 以 (将 下 标 m spa) 
= L [° Казах nzdz (л =0,1,2,—) 
同 理 可 得 
b, = 1f f(z)sin птах (п = 1,2,:--), 


` — wan л жериниз НИ PR HH а -- --+ = ----- 
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这 称 为 Euler-Fourier 公式 ， 
有 了 这 个 公式 ,不管 最 后 得 到 的 三 角 级 数 是 否 可 以 逐 项 积分 ,我 们 至 少 可 
以 形式 地 将 С) 展开 为 
fix) 一 23 37 Canco nz 1 bysin nz), 


右 端的 三 角 级 数 称 为 де 的 Fourier 级 数 , 相应 的 а, ЖЬ, ЖЕ FC) 的 
Fourier 系数 ， 

要 特别 指出 的 是 ,目前 在 f( z) 和 它 的 Fourier 级 数 之 间 不 能 用 等 号 而 只 
能 用 "一 ” ,因为 我 们 不 知道 右 端 的 三 角 级 数 是 否 收 敏 ;即使 收 伍 ,也 不 知道 它 
ETRAS Ar) 本 身 (参见 下 面 的 有 些 例 子 ). 这 些 问题 我 们 将 在 下 一 节 讨 


Ж. 
11, =€ |-х,0) 
11611 Л 10 +€, 
Е TPE flr) 的 Fourier 系数 ， 
о-у] яаах = 1, 


展开 为 Fourier 级 数 ， 


对 n= 1,2, 
1-1 1 [° . 
= — | flrs пах = 一 cos птат = — sin nr = 
T -z Tx nT л 
21 . 工人 24 ° 
b, = fix)sin птах = ып нг4Ж = 一 — eos nx 
д). п). пт Эд 
_ (—- D” — 1 
Е пт , 
于 是 得 到 f(x) 的 Fourier 级 数 
fix узук? CU lana 
_ 1 Е Z [sin r4 эп Эл + эп Эл 4 МО (24 a + |}. 


f(x) 的 图 形 在 电工 学 中 称 为 方 波 [ 图 16.1,1(a)), 上 式 表明 它 可 以 由 一 
系列 的 正 荡 波 ( 即 函 数 Asin(wr + gp) 表示 的 波形 ) 叠加 来 得 到 .但 显然 , 当 х 


= 0 和 x 时 , 右 端 级 数 的 和 为 方 ,不 等 于 /(:) ЖИЙ. 
图 16.1.1(b) 给 出 了 在 [- n,n] 上 ,f(x) 的 Fourier 级 数 的 前 若干 项 之 和 
的 逼近 的 情况 ,图 中 的 S,, 表示 


S, (+) = 2 十 Sla, сов пт + b, sin nr), 
这 就 是 (е) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 . 
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y 
1 
= O 元 * 
(а) 
16.1.1 
ТЕ SR $y T 5 


由 省 积分 前 性 质 ,车 f(x) ЕТ НАВИН a, = 0, 而 
b, = 2 | каэнт nzdr (a 1,269), 
这 时 ,相应 的 Fourier 级 数 为 
Кт) 一 Уп пх, 
称 为 正弦 级 数 . 如 在 例 16.1.1 中 , 令 gle) = 了 (x) – + (Ш fe) 的 图 象 往 下 移 


501), ас) EARR, УЕЛ НЗ, EA Fourier BA ERBA. 
同样 ,着 f(z) АВК ЖАЯ b = 0 和 


a, = 2 Faos nrdz, 
0 


相应 的 Fourier 级 数 为 
fz) 一 > + У! a, cos пх, 

称 为 余弦 级 数 . 

在 实际 问题 中 ,出 于 某 种 特殊 的 用 途 ,也 经 常 和 项 要 将 一 个 函数 展开 成 正 蓄 
级 数 或 余弦 级 数 . 

例 16.1.2 将 fz) – х(= Є(0,11) ЭЭЛ 312589 3911 5558 ЭХ. 

МЯ 先 考虑 余弦 级 数 的 情况 . 

按理 说 ,这 时 度 先 进行 偶 延 拓 
нм _ |, z Elm), 

fa) = -х, z€ [-т,0), 

但 实际 上 RERA RAR AR Fourier # ЭХ, ПЕ НКЕ ВАЗА 


maem -— s -- 
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йй FO z) 的 三 角 级 数 . 


算得 
ao = 2 [edr =% =т 
Цагд! х0 
而 对 п = 1,2,… 有 
4271 _ 2(изяЯанх|" 1 F. 
a, = zos nrd = 一 sin пхах 
TD т n о A 
0, = ЭЁ, 
= 2{°% az J= 2. GU " 
т\ n? |o п? Tp? n= 2k +1, 


于 是 得 到 f(x) НК У 


1 天 ч 
_ x 4 | соз 32 , ооз 50,  сов(2Ё+1)т ` ... 
- 2 t [sz + 32 + 52 + + Ok +1)? 十 ): 


RERA- АЎ] ЯК A ИК ЖЕЛП 01 ЖОНУ 85 18 08 СР 16.1.2(a)), АА 16.1. 
205) Aih, ЕЛЕНУ. 


у 
(а) 
Ё 16.1.2 
НАТЕ НОТЕ. 
Жи = 1,2, 
ba = 2 |". sin nrdr = 2| T CoS ng +1 cos 23 
л Ji т п 0 7 їр 
Е ? . 《一 1 n+l 
= - | 


于 是 得 到 Р(х) 的 正弦 级 数 
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fa) 2) САЙХ 
n=1 


єт Ж 
. siri i (- 1)" lsin 
= 2[s к — 2902 АХ... - AE L... 


Ё® ЛЖ Y —- Ж РП ТЕ ЗЕ ТЕ ИН Ж 218 ( 16.1.3(а)), 
HEALE 16.1.3(Ь). 5301 16.1.1 类 似 , 它 在 x =+ 5ВЇ {Н E 0,5 
f(z) 的 值 不 相等 . 


у 
1 ' 
1 I 
ни Oo Л x 
(а) 
Ё 16.1.3 


请 注意 ,这 两 种 级 数 的 表达 形式 虽然 大 相 径 许 , 但 我 们 在 下 一 节 就 会 知 
E, ERELLO, n) 上 ,它们 的 确 表示 同一 个 函数 ， 
任意 周期 的 函数 的 Fourier 展开 


ШИВ f(z) 的 周期 为 2T ,在 区 间 х € [- T, T] EPER z = T: Wl 
еб) = т) (a) 
就 是 定义 在 + € (— оо, оо) 上 的 周期 为 2r 的 函数 .利用 前 面 的 结果 ,有 


plr) 一 > + 2 (arcos n£ + b,sin лї), 
a={l 


代 回 变量 ,就 有 
а V „соз 785, b,sin = |, 
f(x) 一 ОЛС 8 а 
相应 的 Fourier 系数 为 
2, = 1f @(z)cos та: 一 ДК х )соз 2 下 了 gx (я = 0,1,2,0), 


1 
rl. 
b, = 二 СО піді = 于 上 Гах sin Fada (я = 1,2,+). 


TPR "ua — = = Хонь 200040 su ws з -- =. + 
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10, х Є [- 1,0] 
. : хә) = Fourier . 
例 16.1.3 É fix} 12 +€ [D.D 展开 为 Fourier 级 数 


Ж ”在 上 面 的 公式 中 令 T = 1,5 flx) 的 Fourier 系数 : 
- Ір Ш Ї 24224 
ао = т dz = 2241 = 37 
对 zn = 1,2,…, 利 用 分 部 积分 法 
а, = + | асов adz = Е илла = ялж 


T L 
b, = + | Kesin zd = ЕС тйл 


" (= 2. (— 1)" – 1 
ят пэл ' 
于 是 得 到 f(xz) 的 Fourier 级 数 
f(x) -6 十 22) МЕЖ ATE 
n=l 
SI t Piin = 1)"% -17 
+ Sin ИТУ. 


f( z) 的 图 形 及 由 一 系列 正 强 波 合 加 的 近似 情况 见 图 16.1.4. 


图 16.1.4 


1, 设 交流 电 的 变化 规律 为 E(t) = Asin wt ,将 它 转变 为 直流 电 的 整流 过 
程 有 两 种 类 型 : 
(1) 半 波 整流 (图 16.1. 5(а)) 


filt) = A (sin ай +| sin ot |); 


&1 MAÉ Fone 级 数 展开 . 391 > 


ҮҮХ, 
ГҮҮ VN 


ВА 16.1.5 


(2) 全 波 整流 (图 16.1.5(b)) 


fx( z) = А япон 13 


HE o = 1,4 (Е) 7545) El- w. w] 上 展开 为 Fourier ЖЖ. 


2. 


将 下 列 函 数 在 [ л, п] 上 展开 成 Fourier 级 数 ; 
(1) f(z) = sgn xz; (2) f(x) = Зып z + 4cos z; 
(з) у(х) = Š - Z (4) (z) =I os x l; 
_ |z, z&l-r,0), ах, x< €[-x,0), 
(5) Ах) = 0, х= Є 10,857: (6) bz, х Є [0,п). 
. Ж РУГЕ JE ЈЕ Ей. 
(1) х) = 1,z Є [0,я]; (2) у(х) -е х Є [0,1]; 
2x, £ = 10,7), 
(3) х) = А 
т, х6Є [ут 
соз О, ын € [0,1), 
(4) ж) = 2 
0, х Є [1,2]. 
РЯ Ў. 


(1) f(x) = х(п- х), х Є [0,9]; (2) 0х) = е, z € [0,r]; 


ып 2+, rē 10,2), 
(3) f(x) = коп 
6 (421 


(4) f(x} = z- 2 + z |, х Є [0,х]. 


‚ 推导 定义 在 任意 一 个 长 度 为 27 的 区 间 [a ,a + 2л] 上 的 函数 /(х) 的 


Fourier 级 数 及 其 系数 的 计算 公式 ， 


, 将 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 展开 成 Fourier 级 数 : 
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(1) f(z) = 55575, = Є [0,21]; 
(2) fiz) = 2 x € [0,2л]; 

(3) х) = sin? z, z € LO,z]; 
(4) ах) = zx -—[=z]. z € [0,1]; 


216 тЄ1-1,0), 
(53 ах) = 0, r€ [0.1); 


_ JC, rz€l-T,0) 
(6) flx) = " КЕТ) 
7. 某 可 控 硅 控制 电路 中 的 负载 电流 为 
к ‚=! 0, 0«(« Ту, 
sain wf, TS r < T, 


其 中 o JAAR, ЖИД T = = 


(C 是 常数 ). 


现 设 初始 导 通 时 间 To = (ЖШ 16.1.6),Ж I(t) ÆL0, T] 上 的 Fourier 
级 数 ， 


图 16.1.6 


8. у(х) * [0,32 } 上 可 积 且 绝对 可 积 ， 应 分 别 对 它 进行 怎么 样 的 延 
拓 , 才 能 使 它 在 [一 x,x] 上 的 Fourier 级 数 的 形式 为 


0) (z) ~ Saon Dr (2) Җа) ~ Эва: 


9.14 所 Xx) El- rr] БАНЯ ЯЯ, НЕА, 
(DO Үс Є-л, л ,成立 (х) = flirtar), a, = #з„—1 = 0: 
(2) A Vr C€ [8 rr] ,成立 (х) =— firt), Ша, = bzn = 0. 
10. 设 flx) 在 [- a,n] 上 的 Fourier 系数 为 a, ЖП 5, , ЖОК 34Ú PA 28 AI 
Fourier 系数 a, 15, : 
(1) (хт) = f(— z); (2) b(z=) = f(z + C) {C 是 常数 ); 


(3) Fle) = 1 |° FG) (z —)% ( 候 定 积分 顺序 可 以 交换 ) 


т rt 
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Dirichlet 积分 

仔细 观察 上 一 节 中 的 几 幅 图 每 后 可 能 会 产生 直觉 ;对 于 一 般 的 以 2x 为 周 
期 的 函数 О) ,除了 个 别 点 之 外 《看 来 是 不 连续 点 和 当下 一 oo 时 , 它 的 
Fourier 级 数 的 部 分 和 


Sal) = ° + > (a, cos их + bysin пх) 
n=l 


аена Ce), FERMA F 3184 4 la] Ei. 

955 Б, 45 Тауіог 级 数 相 比 ,Fourier 级 数 尽管 有 对 у(х) HERKES, A 
它 的 部 分 和 在 整个 区 间 与 f(x) 逼近 得 较 好 等 优点 , 但 在 收 伍 性 问题 上 ， 
只 要 讨论 余 项 的 收 和 全 情况 , 并 确定 收 敏 半径 就 行 
了 ,而 Fourier 级 数 却 要 复杂 得 多 ，. 

由 于 缓 数 的 收 繁 情况 就 是 部 分 和 式 的 极限 情况 ,更 此 ,下 而 的 讨论 就 从 部 
Лі S,(z) АФ. 

将 Euler – Fourier 公式 


F f(t)cos заг, 


1 
x 
Сар Ош ntdt 
КА Sale), 438 

S, (zr)= AE (tìdż + ЭШ пе сов пх 


+ (ова паі jan ях | 


- 1 х ЗОЛ + У) (cos nteos nr + sin ntsin яа) | di 
_ n=l 


= L AD 人 十 > es n (z -4)| dz 


当 8 天 0 时 ,由 三 角 范 数 的 积 化 和 差 公 式 , 有 


. т + 1 
sin 2 7 8 


+ + 22 cos n0 =- I 8 5 
n=l 2sin > 


而 当 8 = 0 时 , 若 将 右 端 理解 为 8 一 0 的 极限 , 则 等 式 依然 成 立 , 因 此 ,上 式 对 


б ap aau- EE nr "o m-  - - - “一 一 -一 
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EE g E [- пл,п) 都 是 正确 的 . 


于 是 
2m + 1 
1 (5 sn £ — х) 
8,023-2 | п) 2—6 (Е-е а) 
НЫ 28 
2 
. Zm + 1 
1 (7 ып t 
= 一 f(z + и) du 
т Si 了 
sin 2т +1, 
= 工 | Кх +u) 2 一 dx 
N a 2sin + 


后 一 个 等 式 利用 了 “周期 函数 在 任 一 个 长 度 等 于 其 周期 的 区 间 上 的 积分 值 
相等 ”的 性 质 . 
ЗОН ,就 把 部 分 和 转化 成 了 积分 形式 .这 个 积分 称 为 Diriehlet 积分 ,是 研 
究 Fourier 级 数 敏 散 性 的 重要 工具 . 
将 积分 区 间 [- nn) Г z,0] 和 [0,r] , 稍 加 整理 ,就 得 到 了 Dirichlet 
积分 的 惯用 形式 


sin 2 u 
Sal) = 11 [f(z + u) + fír- и)127———— 
28172 
НВ = f iq Жс. A 
т, 


二 上 一 一 一 ш du= Ф| [4+ Z cos nu jdu = 1, 


28172 = 


ЖҮРЕ olr) A 


1 (5 sin у н 
S (x) — (z) = x f(z +u)+ flr ш) -2cfz)] ——— —bx—. 


这 样 , 若 记 
Pelur) = f(z + u) + fir- u) — 2в(х), 
则 f(z) 的 Fourier АТКАРА olr) ЖЭ r F IR Pa 


22841 
9 sin „ы 
БАКАС du 


Энэ 
251 2 
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是 否 存 在 且 等 于 0. 
Rieman 引 理 及 其 推论 
下 面 首先 引进 一 个 重要 的 结果 . 
定理 16.2.1(Riemann 51 | HAX у(х) Ela, b] 可 积 且 绝对 可 积 ， 


} а I u й 


Ш ” 先 考 虚 ф(х) 有 界 的 情况 ， 
Ме > 0, (х) 可 积 ,由 定理 7.1.3, 存 在 着 一 种 分 法 
a = r< zm < r. < * < 2, = b, 


满足 
У аал < = 2 А 
这 里 Az, = х, 一 2,1,0, E (2) 在 [zx;_1,z;」 中 的 振幅 . 
固定 这 种 分 法 , 记 т, Eele) Elea] 中 的 下 确 界 5; | m, | 是 党 


数 ,因此 , 取 实数 = E(X 1 m 1)>0,% p > P 时 有 


2 (> | m; | |)< 5. 
于 是 ,Vs 0 存在 实 教 > 0, wp »РЫ,Н 


ЭГ: 229 - | > (= )sin pz dz 


х (z) 一 m;)sin prdr + н Ї sin 9 


i=] 


<D (х) — m;| -1 sin pz | dz + $ | m | ЇГ sin реал) 
i=1" 5—1 i=l 1 
«ЗГ | #(z) — т; ш £, (51 ) 
< ода ‚(5 | тн, | | )< 


再 考虑 plr) Аали. ЖЕБЕ bp E plr ) 的 唯一 奇 点 . 
出 无 看 函数 反常 积分 定义 ,Ye >0,38>0,5 n< 08, 


|,, | ple) Idz < 5, 
圈定 这 个 5,354 С) Ela, b 一 7w] 用 上 面 的 结论 , 则 存在 实数 P>>0, 当 p> 
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ся агаа | 5. 
因此 ， 
| Сыа pzdz|< S aisn prdz | + l, | glr )sin pz | dz 


= | (zjsin 20 十 N | 40(2)14х <e. 
а 5-9 
所 以 无 论 对 万 一 种 情况 ,都 有 
P 
КАКОЕ. prdr = 0. 
局 理 可 证 
| È 
Жо | g(z)eos pzdz = 0. 
证 毕 
由 Riemann 引 理 可 以 得 到 如 下 的 重要 结论 . 
推论 1{ 局 部 性 原理 ) ”可 积 且 绝对 可 积 函 数 (x) 的 Fourier 级 数 在 x 处 
Ж #ЖКЖДА® F(z) 在 区 间 (r 一 6,z+B) 上 的 性 质 有 关 ， 这 里 有 是 一 个 任意 
ЖЕ Ж. 
证 ”由 于 对 任意 的 6 > 0 fz н) + f(z u) 在 [3,n] 可 积 且 绝对 


281172 
可 积 , 由 Ricmann  1Е::8 
. 2m +1 
a віп su 
lim | Ге + u)+ fiz- u) ——— —¿úx = 0. 
то 8 2sin 3 


因此 , 若 将 S (zx) 的 积分 区 间 分 成 [9,8] 和 [5 x] 两 部 分 , 则 由 积分 和 极限 的 
性 质 , 当 m — co 时 5,,(z) ЖЕНКА у 


siti z£ 
1 [жа + u) + fle -ao 一 一 一 
To 2sin > 
有 关 , 而 这 个 积分 只 涉及 F(z) 在 区 间 (z 一 6,x + 5) EER. 
证 毕 
推论 2 AAA (u) 在 [0,8] 可 积 且 绝 对 可 积 , 则 成 立 
in 2 + 1 : si 2m +1 
| 5 51 2 м o In шилж н 
tafao аке ВМ 


ди. 


H 
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证 $ 
1 «эй, 
glu) = 2sin 7 
0, и = 0, 
容易 验证 glu) [0,2] ERIE AS, Н Riemann 引 理 , 当 ma 一 со 时 ,有 
] 1 
(u) |... u  uļ|sin| + Juda 
|, 2sin 5 | 7 | 


= [Ca )e(u)sin[ т + 2 Juda — D. 


pF E 
显然 ,这 里 的 可 以 取 大 于 零 的 任意 常数 ， 
Fourier 级 数 的 收 敏 判别 法 
以 上 推论 进一步 告诉 我 们 ,如 果 能 找到 适当 的 a{x), 使 得 对 于 充分 小 的 
定数 8 >0, 有 
21) (ACTES . sin H udu = 0 


meo и 
JJ fir) 的 Fourier ЖЕ Р alr). 
我 们 来 粗略 分 析 一 下 .显而易见 ,对 了 E [—х,х], REFERT ó > 0, 
使 
g, (u z) Бин) + fir- u) — 22_ >) 


H H 
在 [0,1] 可 积 且 绝对 可 积 ( 这 被 称 为 Dini 条 件 ) ,就 可 以 由 Riemann 引 理 导出 
上 面 的 结果 . 现 根 设 f(x) 在 [- rr] 至 多 只 有 第 一 类 不 连续 点 ,而 上 述 积分 


ЧЕЧЕ АДЕН) 当 x -> 0 时 的 性 质 ,显然 ,要 满足 Dini 条 件 首先 必须 


有 
[ип] f(x +и) + f(z — u) ~ 20(х)) = 0. 


或 者 说 
| _ f(z +) + f(z —) 
olr) = 2 . 
于 是 ,问题 最 终 转 化 为 研究 使 得 
lm | [fCz+ u) + {х — u) -2 f) t fr] sn ри gy =0 


成 立 的 条 件 一 一 这 是 探索 Fourier AA RAER EHE. 
德国 数学 家 Dirichlet 在 1829 年 Fourier 级 数 辣 志 约 四 分 之 一 个 世纪 


en  -- 
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之 后 ,首先 得 到 了 一 个 函数 的 Fourier 级 数 的 收 敏和 条件; 又 过 了 约 半 个 世纪 ，, 另 
一 位 德国 数学 家 Lipschitz 得 到 了 与 之 不 同 的 收 合 条 件 , 他 们 的 结果 经 后 人 完 
善 ,可 以 表述 为 如 下 定理 ， 

定理 16.2.2 ЖЖ flr) El- nrn] TRAAT, АБЕ ЕЈ 


个 条 件 之 一 , 则 f(z) 的 Fourier 级 数 在 r ka Р z 


(1) {Dirichlet ~ Jordan 判别 法 ) f(r) АЛК — ë ,z + 8 ]( ó > 
0) FE Z S E SJ 4525-44-28 Л 8846. 

(2)(Dini — Lipschitz 判别 法 ) flr) 在 点 x 处 满足 下 述 的 指数 为 a 所 
{0,1] 的 Hilder +. 

ВЭ Holder 条 件 ” 是 这 么 定义 的 ; 

定义 16.2.1 HAR f(z) 在 xz 连续 或 第 一 类 间断 ,车 对 于 充分 小 的 正 
教 和 ,存在 常数 工 >>0 和 eaE (0,1], 使 得 成 立 

| F(x + и) ~ fiz +) «142 (0 < < < 6), 

MAk f(z) Ж z Җ АЖА Hölder (5 a = 1 3⁄2 Lipschitz 条 件 ). 

我 们 先导 出 一 个 辅助 命题 . 

定理 16.2.3(Diriehlet 5| HAX (н) 在 [0,5] 单调 , 则 或 立 
im | 40и) — ф(0+) sin pu du = 0. 


Ü H 
证 ЛЮ (х) 单调 增加 .于 是 ,Ye > 0, FE р € (0,0), 4 и Є 
(0,018, 
05:0(:)-40-)«вює. 
将 积分 分 为 两 部 分 
| #60) -400-) 
Ü н 


- [9800 +), риди + Pea) 090 t)un Pudu. 
8 


Ü 
对 右边 的 第 一 项 ,由 积分 第 一 中 值 定理 .了 8 € 10,3], 
|, ини или риди = [ġ(7) - ф(0 +)]- [эг 


£ tt 


sin pudu 


Ї sin Ри, 


Ё t 


< 
利用 含 参 变量 积分 中 已 经 得 到 的 结论 


+оо ш, 
sh = 
7 
Ü ма 


=, 


х 
2 + 


可 知 | | ЖЫН в6) - 致 有 界 , 即 存在 常数 天 ,有 


$2 Fourier 级 数 的 收 作 判别 法 :309. 


| ядна < К, 


Ё и 


ВП 
< КЕ. 


| л өд ~ 60 + sin pudu 
0 ч 


而 对 右边 的 第 二 项 ,由 于 星人 二 此 0 二 在 [9,3] 上 显然 可 积 月 绝对 可 积 ,由 
Riemann 引 理 ,存在 常数 已 > 0,284 p > РИ, 
ao ~ po +02 Pa, < e. 


ЕВ ЕЖ, АИ У. 
uk Ë 
Dirichiet 5| 88 1 525385 е 3226 ffi zt 


. f? sin pu, _ K 
КАК? Pdu Жоо +). 


ШЖ (н) ЕЗ Ez SS 4 ВЭ 9125-21-27 Б 851335 3241, 5950 Dirichlet 
引 理 依然 成 立 ( 留 作 习题 ). 

下 面 证 明定 理 16.2.2. 

证 ” 当 满 足 条 件 (1) 时 ,由 Dirichlet 31%, 
ке pudu = 0, 


lim 
p—+ 


lim | Eea) Fro) pudu = 0, 


bt Ü и 
两 式 相 加 , 即 有 
lim | [ж +a) + f(r = a) -2 fz „з =] sn Ph gy = (). 
当 /(z) 满足 条 件 (2) 时 ,在 (0,8) 上 ,有 


一 + 
£ и zE) < L (O< < 1), 
H H 


所 以 ， 
pur) _ f(z+u)- f(z +). fr u) = f(z =) 


н 
ЇЕ|0,6| 可 积 且 绝对 可 积 , 由 Riemann 引 理 
. fir +) + fiz —) sin _ 
limf [е + a) +f- a) -2 + 2 | 下 名 du = 0. 


因此 元 论 哪 种 请 况 ,fF(zx) 的 Еопе Ж $ fE x БТ 
fett Кас! 
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证 毕 
由 于 “可 导 ” 强 于 “满足 Lipschitz 条 件 ”, 且 易于 验证 ,因此 实际 中 往往 使 
用 如 下 条 件 (2) ИО ЕЕ ORRA НИЕ). 
推论 #®/(х) Æl- rn] 可 积 且 绝对 可 各, 在 点 工 处 两 个 单 侧 导 数 
Р (х) (х) 都 存在 ,或 更 进一步 ,只 要 两 个 氛 单 侧 导 数 
lim f(x + h) — f(x +) 
h—0 h 


存在 , 则 f(x) 的 Fourier ЖЕ x ka ft) Г). 


Dirichlet-Jordan 判别 法 和 Tini-Lipschitz 判 别 法 都 是 Fourier ЖП 21089 Ж 
分 条 件 ,尽管 在 物理 .化 学 .工程 等 领域 的 实际 问题 中 ,出现 的 函数 一 般 都 同时 
满足 这 两 个 判别 法 的 条 件 ( 容 易 验 证 ,上 节 例 于 和 习题 中 的 /(х) ЮЕШ k), 
但 可 以 攀 造 人 重子 说 明 它 们 确实 是 互 不 包含 的 (参见 本 节 习 题 12). 附带 指出 ， 
直至 今天 ,还 没有 找到 一 个 判别 Fourier 级 数 伍 获 性 的 既 充 分 又 必要 的 条 件 . 

定理 16.2.2 告诉 我 们 ,车 收敛 条 件 满足 , 则 РО) 的 Fourier 级 数 在 连续 
点 收 全 于 陌 数值 本 身 , 而 在 第 一 类 不 连续 点 收 钱 于 它 左右 极限 的 算术 平均 值 ， 

所 以 ,对 [一 x,x] 上 的 连续 函数 Ох), ВО f(x) 与 它 的 { 收 笋 的 )Fourier 
级 数 间 的 “~” 改 为 “=”. 如 例 16.1.2 中 f(z) 的 余弦 级 数 可 以 直截了当 地 写 


成 
л 4 cos Эл cos ӛт cos(2k + 1) < 
і s эг p мый rr 十 = 
2 T [es z+ од f (2k +1)? + 


(2 € [0,т]). 
Ж ffz) 在 [- r,x] 上 有 第 一 类 不 连续 点 ,那么 展 成 Fourier 级 数 后 ,要 对 
这 些 点 予以 特别 说 明 ,画图 时 也 要 将 它们 的 函数 值 标 为 其 左右 极限 的 算术 平 
均值 . 


如 例 16.1.1, 应 该 写成 


1 21. япл3: |. _ sin(2 + l) z =) 
fa) ~ 7 Esin z + 3 + 
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1, r€ (—x,0), 
= 4, r= Ü, +x, 
10, х Є(0,к). 


Fourier ЖАВ 3:5 16.2.1. 
Bi z = 2 属 丁 Fourier 级 数 收 侣 范围 ,因此 有 
l _ 2 [sin t+ sin dz + snag +. + sin (2k 419х + =) 


2 л 28-1 х=й 
ур 
= 72) 9 
W Fil ТЕЁ В 351 ДА, 
zx; d, l o e Ї pas 
д 1-3 tnt рж 


这 样 ,在 Fourier 级 数 的 研究 中 ,我 们 殊途同归 ,得 到 了 与 在 y = artan r Ё 
级 数 展开 中 取 z = 1 时 的 相同 结果 . 
例 16.1.2 P f(x) HERAA MRSA 
HESE: 2 | sin = 一 эш z+ ++ + 1)"+! sm az + =) 

_ |z. z€ (—х,л), 

l е х= 0, + x. 
Fourier 级 数 的 图 象 为 图 16.2.2. 它 在 [0,x) БЫ л BJ |А) — tE 
数 , 这 正 是 上 一 节 中 指出 的 结果 . 


54 7 
-т 8 х 
х 


图 16.2.2 16.2.3 


mA 16.1.3 的 式 子 也 应 相仿 地 写成 


1,2У C 1) 

Г) 6 t зд os RTX 
ху 0" -1)7-11- 
тэвнэ 


i ——— -TU 
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0, z € (— 1,0], 
= 3, х 1, 
21, ж Є(0,1). 


Fourier 级 数 的 图 象 为 图 16.2.3. 
在 证 实 了 这 个 Fourier 级 数 收 熏 的 前 担 下 ,可 以 导出 一 个 非常 重要 的 结 
Ж. 
3: = 1 注意 到 这 个 点 是 f(z) 的 不 连续 点 ,其 Fourier 2 9 МО ГР 
Ка+оу+уа-0) _ 
1012-41-40) 2 ен Я cos nx 


7 - 
(= 1)", 第 二 个 和 式 显 然 为 零 ,因此 , 稍 加 整理 就 可 得 到 
1 1 
2222-1649 9д37 = =. 
由 它 还 可 以 导出 一 系列 类 似 级 数 的 值 ,如 
1 1 
АА 2 
等 ( 留 作 习 题 ). 


这 些 等 式 可 以 用 来 进行 某 些 特殊 的 计算 ,如 历史 上 曾 有 人 用 这 些 等 式 计 
算 过 x 的 近似 值 .而 对 某 些 原 函数 并 非 初等 函数 的 积分 ,如 | PC aas, 


ЖЖЖ БЖ Taylor 展开 , 易 知 对 任意 e C (0,1) ,该 级 数 在 [0,1 -el aJ nh 
积分 , 略 去 令 e 一 0 RRE, 8 
L]n(1 — 
| ваа = ОУ #—) 


(55 
Ци 


) 


这 正 是 98.1 关于 反常 积分 的 数值 计算 中 提 到 的 结果 . 
这 些 等 式 也 经 常用 来 检验 展开 的 Fourier 级 数 的 正确 性 . 比如 ,在 例 16. 1. 
2 的 余弦 级 数 中 令 x = 0, 


л 4 cos Зл cos 5л со8(28 + 1)z ) 
== — ээ — = 十 … 十 46 
2 л 5 rt g t g (2k + 122 0 
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_ 2 
就 得 到 了 上 面 的 最 后 一 ^а орк 258) 
还 可 以 获得 一 些 其 它 的 有 趣 结 果 , 如 cos х 的 全 部 零点 为 土 于 + 9л... 
2 1 
+ 而 
= 1 +5 1 
Pay) Е лын = | (2k 一 Ок] 
2 
4 _ 
2: 43) бр 2: 28 二 |， 
ВП cos z 全 部 零点 的 倒数 的 平方 和 怡 为 11 


习 题 
1. RA Riemann 引 理 的 推论 证 明 
гь = 
2. ф(х) 在 [0, + со) 连续 且 单调 ，lim у(х) = 0, 证 明 
ГЭНЭ prda = 0. 
3. RER plu) 在 (~ mr) 分 段 连续 , 当 u = 0 时 连续 日 有 单 侧 导 数 ,证 明 


сов 2 — cos 
2 


т pu т 
tim | (4) du =} ЁСОН 113222 


ре +50 т t 


2simn == 
2 
4. 证 明 Dirichlet 引 理 对 y(u) 是 分 段 单 调 函 数 或 若干 个 分 段 单调 函数 之 


和 的 情况 依然 成 立 . 
5, HER plu) El- 8,6] 单调 ,证 明 


limf 1004)-14(04)-4(0-01) 8 2 ав = 0. 


б. 证 明 Lipschitz 判别 著 的 推论 . 
7, 对 本 章 $1 中 的 习题 ,验证 它们 满足 收 合 判别 法 的 条 件 , 写 出 与 Fourier 
级 数 等 价 的 活 数 形式 并 作 图 . 


8. 利用 > 2, = © ,证明 
н-1 7 

1,1 1,,.24 1,1,1,,.25 
(1711-2253: ë+ = + (2) 1р t @ t Z + = ç 


一 一 а наьаа „л 
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9. Жаш + 全 部 非 零 零 点 的 倒数 的 平方 和 . 
10. EE FARAR: 
(1) *FO < z < 2n B a 0,9 
де! = ёч-э + > й св лз лып лг), 
(2) 对 0< z < 2z R a ЖАМ, 有 
_ эш 241 Так -5 a sin 2атсоз пх + cos 2ал-1)8п ла 


а? = n° 


(3) леч zr = -nA 
ав 1+2) 02) 


sin ах п? 


11. (1) 验证 函数 


f(r) = 4а 
0, £= 0 
满足 Dirichlet 一 Jordan 判别 法 条 件 ,而 不 满足 Dini 一 Lipschitz 判别 法 条 件 . 
(2) 验证 函数 


114 
на) шүлгэн «0 
0, z = 0 
满足 Dini — Lipschitz 判别 法 条 件 , (今后 会 学 到 , 它 不 满足 Dirichlet — 
Jordan 判别 法 条 件 ,在 此 从 略 . ) 


Š 3 Fourier 级 数 的 性 质 


Fourier 级 数 的 分 析 性 质 

不 失 一 般 性 ,假定 f(x) 的 周期 为 2r. 

首先 ,利用 Riemann 引 理 可 以 直接 得 出 

定理 16.3.1 Ж (5) 1-х, к] ЯН ря, Д] Сә 的 Fourier 
系数 

а,--0, b, ~Ü (n — 20), 

对 于 一 个 用 级 数 形 式 表 达 的 函数 ,总 要 讨论 它 能 否 亚 项 微分 和 送 项 积 
分 .对 于 逐 项 积分 ,Fourier 级 数 有 非常 好 的 性 质 . 

定理 16.3.2{Fourier 级 数 的 逐 项 积分 定理 ) flr) El- rn] ETA 
ЯВЖ, 


fir) 一 ° + >] Can cos nz + b, Sin ar), 
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则 fir) 的 Fourier AR TARRI, Чс,х € [r,r] 
[Fod = Г > dz + >a, cos nt + b, sin п). 


由 于 尚未 具备 足够 的 数学 工具 ,这 里 仅 对 e) Æl- rnr] 上 只 有 有 限 个 
第 一 类 不 连续 点 的 情况 加 以 证 明 , Р) 为 一 般 的 可 积 且 绝对 可 积 沙 数 的 情况 
留待 今 后 党 习 其 他 课程 时 解决 . 

证 528 


F(z) = |у) - 9] a, 
由 定理 7.3.1, 知 F(x) 是 周期 为 2x 的 连续 函数 , 且 在 f(x) 的 连续 点 ,成 立 
F'(z) = f(x) - 50. МНЯ V z € [— rn] Р(х) 的 两 个 单 侧 导 数 
Fa (z) = f(z +) = 
都 存在 ,由 Dini-Lipschitz 判别 法 的 推论 ,下 (x) BJ JF ВСЯКА Fourier 级 数 
Fír) = > + >a, cos nx + B,sin nr). 
利用 分 部 积分 法 ,并 分 段 使 用 Newton 一 Leibniz 公式 , 即 有 
А,= L |” F(z)eos nzdz 


х 


244 56910 + " ЛЭГ: nr d> 


=- 工 | IOR sin nedz = 名， 
类 似 可 得 
B, = =, 


F(z) = 20+ У (~ eos nz + “sin nz |, 
i 


o= 204 Y (бо яс + Sain nc}, 
两 式 相 减 并 整理 , 即 得 到 
F(x)= Ї ЁО -| dt 
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ЯП жк 一 Sn ne — со8 nT + cOS ИС 
= а t p, —— 1-1 
н п 


fr | 
= У] (а, сов nt + b, sin nt )dt. 
Ё 


з 
l: 
= 


证 毕 
这 就 是 说 ,只 要 f(e) 可 以 展 成 Fourier ARE? + > (a, cos nz + b, sin 
rz), 哪 他 这 个 级 数 并 不 表示 F(z), 基 至 根本 不 收敛 , 它 的 逐 项 积分 级 数 也 一 


ERREF | f(z)dz. 
由 定理 16.3,2, 我 们 还 顺便 得 到 了 判断 一 个 三 角 级 数 是 否 为 Fourier 级 数 
的 另 一 个 必要 条 件 . 


推论 > + >) (a, соз пх + b, sin nr) ЖАГ Н 5 88 sË 4884 
я-1 


Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 >， й К, 
нт 


ПЕНН Е fE 3J EH. 
因此 ,并 不 是 随便 拿 来 一 个 收 人 证 的 三 角 级 数 就 能 说 它 一 定 是 某 个 函数 的 
Fourier 级 数 , 比 如 对 


sin Ar 
— Inn 
由 级 数 收敛 的 Dirichlet 判别 法 可 知 它 是 点 点 收 敏 的 ,但 由 于 > --1-- 发 散 ， 
в=2 


+ Ku] BB hL Еа EI Н.2® ТЕ ра 32 9 Fourier 级 数 . 

但 是 ,Fourier 级 数 逐 项 微分 的 结果 就 远 没 有 这 么 好 了 .一般 说 来 ,Fourier 
级 数 是 不 能 逐 项 微分 的 ,除非 是 加 上 特别 的 条 件 . 

定理 16.3.3{Foarier 级 数 的 逐 项 微分 定理 ) H fir) 在 [- nn] Lit 
续 ， 


20 


ба) ~ > + Ye cos nz + b, sin пх), 
FO = f(x), 且 除 了 有 限 个 点 外 f(z) ТЖ, р(х) TREE TA, A 
f (z) 99 Fourier 级 数 可 由 Р(х) 的 Fourier 级 数 过 项 微分 得 到 , PR 


fi~ L [%)+ 2, (a, оов пх + b, sin лт) 


= >)(— a, nsin nr + b, псов nz). 


в-1 


证 ”由 所 给 条 件 , 此 时 Г (>) 可 展开 为 Еоцпнег 83k iE f (z) 的 Fourier 
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系数 为 а; 和 如 , 则 有 ， 
а= | Flade = Ш) - /(—)] = 0, 


а | з] 


ГА 
ч ч 


F f (z)cos nrdr = {әз пх |" + 


-Ж 


п |" . 2 — ... 
= ДЭГ: nrdr = nb, (n = 1,2,""-), 


b; = + I F(x)sin птат = – па, (n = 1,2,59, 
TE, 


f (z) 一 > C a, nsin zz + b, псов nz). 


r — 1 
证 毕 
Fourier 级 数 的 通 近 性 质 
现在 ,我们 来 讨论 Fourier 级 数 的 逼近 性 质 ， 
EX 16.3.1 设 5S 是 一 个 定义 了 内 积 运 算 (',:) 的 线性 空间 , 取 S 中 的 
范 数 为 
| | «40,933 
T RS 的 一 个 nn 维 子 空间 , 记 丁 的 一 组 正 交 基 为 Pi Pa Pn F 
T = spani Pi P2, Pals 
ЖТР кс S,# xr = суф topt e + ср, Є T È 
|x- xr| = піп! x - yl, 
ЖЖ xr 是 x ЕТ ФР {ЕЕ ЕЛЇШ Л.Ж. 
在 线性 代数 中 我 们 已 经 学 过 以 下 结论 . 
| 16.31 ÆRMET 
(1) Vx € S,x ÆT ФЕ Kik F 38 ЛК хт 疗 在 且 唯 一 ; 


[LES 


图 16.3.1 


(2) yr € TA x &T Pi R fit 3 3š t UK 6 k. LRA- ху 


+ 408 - 第 十 六 章 Fouer RA 


(х = хт,ф,) = Ü (7 = 1,2,,n), 
或 者 等 价 地 ,x 的 线性 组 会 系数 
_ (х.ф) 
2 (@,@) 
(3) KEE y i8 UE Мул Ж Л TE H < 
[x= xrl? = baf? ат] - xP- 207011, 
图 16.3.1 给 出 了 引 理 结论 的 一 个 简单 示意 ,请 读者 作为 复习 ,自行 将 本 
引 理 的 结论 再 证 明 -一遍 . 
现在 ,具体 地 取 
Sii- rr] 上 可 积 且 平 方 可 积 函 数 f(z) 全 体 ; 


(fa) = + | f(z)g(z)dz, 
|fl= СР, f): 
T: mm АА + У (Aos nz + Busin nz) EA ЖП 8313 
正 交 性 ,可 将 工 表示 为 


T = span {1,cos z ,sin z ,co8 27 sin 2g, ,С08 mr sin m=], 
这 时 ,有 | 112 = 2 和 
leos jel? = lsin jz l? =1 {7= 1,2,.…,m); 
由 引 理 16.3.1 及 求 Fourier 系数 的 Euler 一 Fourier 公式, 即 得 下 面 的 重要 结论 . 
定理 16.3.3(Fourier 级 数 的 平方 远近 性 质 ] Aar) Æl- an) ETH 
Я.Ф ТЯ, ДРЕ) ТРАЖЕ ИЛ Ж fa) 的 Fourier 级 数 的 
部 分 和 


(7 = 1 2 


Sale) = F + У (a,cos пх + b sin пх), 
n=l 


К аш чы 0 
[F~ Sal? = E [T соаг - [2 + $ Ca + ь1)] 
nr л -х ы 2 шар n н ' 
证 明 请 读者 自己 完成 


因为 | f 5, 22 0,228 т — co , 即 得 到 
推论 { Bessel 3828) TE у(х) ël- rn 可 积 且 平方 可 积 , 则 f(z) 的 
Fourier 系数 满足 不 等 式 
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х 
这 表示 Fourier 系数 的 平方 和 组 成 了 一 个 收敛 的 级 数 ， 
进一步 的 研究 表明 ,上 面 的 不 等 式 实 际 上 是 一 个 等 式 , 称 为 Parseval 等 式 
(又 称 能 和 量 恒等式 ) , 它 在 理论 和 实际 癌 题 中 都 具有 很 重要 的 作用 ， 
定理 16.3.4[Parseval 20) Жу(х)# —тх,‚л] TREFF TA, IA 
з, 


2 mo т 
> + У) (а2 + 55) ! | (zjdzr， 
n=1 -=T 


ай + 2, (aš + bs)= 1 222 
HEB АШ. 
定义 16.3.2 车 函 数 序列 满足 
limf fle) f(x) = 0, 


这 里 fr) 是 某 一 个 固定 函数 ,， 则 称 1, (z); 按 范 数 | + | FARS TF 
Сх), , (2) ЁЛ Т у(х). 

H Parseval 等 式 ， 

lm [7 - Sa |? = 二 | (ағ 一 Е. 十 > (а, + №) |= 0, 


即 得 到 一 个 精彩 面 重 要 的 结论 . 

推论 {Fourier 级 推 的 平方 收敛 性 质 ) 3 (Е) #1-т,л] 可 积 且 平方 可 
积 , 则 ir) 的 Fourier 级 数 平方 站 歼 于 (хт). 

而 对 一 致 收 策 ,我 们 不 如 证 明 地 引进 -一 个 同样 精彩 .同样 重要 的 结论 . 

定理 16.3,5(Weierstrass 第 二 逼近 定理 }) ”对 周期 为 2r 的 任意 一 个 连续 
函数 zx), 都 存在 т 阶 三 角 多 项 式 序 列 


mlr) = э + ХУА ав их + B,sin nr}i, 
E dalr) 一 至 站 化 于 了 (rj(m оо). 


= в 
1. 由 便 16.1.2 的 结果 
用 还 项 积分 法 求 z2 和 z 的 Fourier BUR. 
2. занй У) Эп жу) S Үс лац цал 
Fourier Ж Ж. 


sin nr (x€ (- nn)), 


- . Ee ---- “rr - 
-area — s. J 
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3. 证 明定 理 16.3.2 的 推论 ;2 232 Cascos ne + bnsin нх) 是 某 个 可 积 


Ваня С, Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 > ， 5423 
4. 1ЕН 512 16.3.1. 


5. 证 明定 理 16.3.3. 

б. 对 周期 为 2 本 的 可 积 且 平方 可 积 函 数 六 x), 避 出 它 在 [一 了 本, 了] 上 的 正 
3 — JJ £ Jl zÉ FF. $! | 1,cos Ае „sin "Ак ,cos Ёс „sin Эн | 下 的 Parseval 等 
3. 

7. ЖЇРЇЇ 16.1.1 的 结果 


Ш 1, <€ [-x,0) -4- anien 128 
4-1 z Є[0,т] 3 20-1 


和 Parseval 等 式 ,重新 证 明 等 式 
"1 _r 
> (26-17 8' 
8. 利用 例 16.1.2 的 结果 
_ x 2 一 1 
Ке) =1z1= + 2 11 COS пт (x € [0,r])， 


和 Parseval 等 式 , 求 


242 
> (2n — 1)! 
9. 设 /(z=),g(+*) El- r,r] 可 积 且 平方 可 积 , 它 们 的 Fourier 系数 分 别 
H а„,б„ 利 ayp, 则 成 立 等 式 
80804 ag + bb.) = + | Свода 
10. 证 明 对 周期 为 2r 的 任意 一 个 连续 函数 r), Үе > 0, 都 存在 m ЮЙ 
ZASTA 
фы\х) = 2, >a, cos пх + B, sin nr), 
使 得 
Са) - gule) | ёв < e. 
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Fourier 变换 及 其 逆 变 换 
以 上 关于 Fourier 级 数 的 论述 都 基 对 周期 函数 而 言 的 ,那么 对 于 不 具备 局 


-om 一 va ma re- 一 re 一 ar- 一 ' 
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期 性 的 天 数 ,又 该 如 何 处 理 呢 ? 

(- 0,00) 上 可 积 的 非 膨 期 轿 数 r) 可 以 看 成 是 周期 范 数 的 极限 情况 ， 
处 理 思路 是 这 样 的 ， 

(1) 先 取 F(x) 在 [- T,T] 上 的 部 分 ( 即 把 它 视 为 仅 定 义 在 [- T.T] 上 
的 函数 ), 以 2 了 为 长 度 , 将 它 局 期 延 拓 到 整个 实 轴 ; 

(2) 对 得 到 的 周期 函数 frix) ЇЕ Fourier 展开 ; 

(3) + 下 和 趋 于 无 穷 天 . 

下 面 来 导出 具体 过 程 .将 Evier 公式 


e + e 
cos 0 = — 5 —, 

#_ —  ， 
. е-е i ,， 
sin f = 5 & z Cel = e) 


RAARSTE SrCe) 的 Fourier 级 数 , 记 示 是 加 频率 (下 面 就 简称 为 频 
— пд 
率 ] a, 一 T?’ 得 到 
fr(z)— F + D la, соз шк + b, sin шык) 


_ 820 a, + 18, е^ Ч, хав, эв | 
= DAE 2 + 2 Ний ы н ` 


н-1 
记 

Ca T боо in = | roa = E-a (тп 一 0,1,2,-4, 
则 得 到 


万 (z) 一 281346 eez + ne or у= + ЮУ сле! 


2 二 


这 称 为 Fourier ажилах. 将 cx 的 表达 式 代 人 , 即 有 
frix) ~ 55 ЭШ тает, 1 е^, 
记 До = а, 一 on 三 таж Т ->+ оо 时 Au 一 0, 即 得 到 
= T А ‚ 
fee) = im fr(z) 7 imt D [f frear] e Aw. 
记 gr(w) = s: | frede MERTER 


fix) ~ lim > @T( o, ) Ао, 
EE LAIRE Riemann 和 的 极 限 形式 不 过 由 于 Aw 一 0 时 函数 gr(w) 将 随 之 


A s. нн 
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BF p(w) = 直 | f(r)e-iwdie*=, 因 此 这 并 非 真正 的 Riemann 和 .但 是 ,我 
们 暂且 不 理会 这 些 ,就 将 它 看 成 plo) ЯЕ(- o,o) 上 的 “积分 ", 于 是 (形式 
上 ) 有 
Ka = э ||| fe wd edo. 

我 们 将 方 括号 中 带 参 变量 о MRI ЖОН (z) 的 Fourier 变换 ,用 + 表 

示 积分 变量 шан 表示 “定义 为", 即 有 
Гр) Flw) = |, Jiz edr, 
再 将 760 代 回 原来 的 积分 式 , 便 可 得 到 一 个 形式 类 似 的 表达 式 ,我 们 称 它 为 
7(w) 的 Fourier 道 变换 , 记 为 
ЕЧ] ЖЭ 二 [е усов 
我 们 将 


F EFLI E [U [Aeae] еа 
— -4| “аш |` Flej t) dz 
A F(x) 的 Fourier 积分 .容易 想到 ,在 一 定 条 件 下 , 它 应 与 f(x) 相等 ,但 研 
究 这 些 条 件 已 超出 本 课程 的 要 求 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 以 王充 分 条 件 ， 
定理 16.4.1 证 关 z) 在 (-oo,oo)] 上 绝对 可 积 , 且 在 立 处 满足 定理 16. 
2.2 所 述 的 Dirichiet-Jordan 3) 91 8 Яе Dini-Lipschitz 判别 法 的 条 件 之 一 , 则 
Рх) 在 这 一 点 上 的 Fourier Ж (0) 及 其 递 变 撞 都 在 在 , 且 有 


(= E f do| уе“ | = fet) t ft =l, 


容易 看 出 ， Мун 结论 与 Fourier 级 数 是 类 似 的 . 
81641 ЖДҮЖ Е 


h, | = |= Š 
| ro = | | z |> 8 
(图 16.4.1) 的 Fourier 变换 和 道 变 换 ， 


Ж Мо, 
Flw) = | Kaja = h [еей 


Ё 
= рё | = ŽB sin (49), 
8 


— iw f 
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FO) = Í fz)dr = 2h8( = limP(o)). 


TARR ARAR | Saar = sgn(a) 至, 可 以 求 得 它 的 道 变换 为 


+= _: 
ЕЦ -二 | Fla do 一 3| ад 00) et diu 
A, 1а1« 68, 
+оо 2 
-2| sn (ад) a (ыды dA, xr =£ 
T Ју ш М 
0, 1124. 


BEH 16.4.1 条 件 成 立 ,将 Fourier 积分 的 实 部 和 虚 部 分 开 ， 
ба) = э | do | Aos wle- odt 


+ 二 | del (зп wlr — t)dt, 


gw) = о) «(х — tdr 
EARM, П 


def 


ГАСЭ O wlx — t)dz 
是 偶 函 数 ,由 此 得 到 f(z) 的 Fourier 积分 的 三 角形 式 ( 也 称 为 实 形式 ). 
fz) = 1 (ао оов wle = oat. 
当 (т) ЖАНЕ ВАЕ, Боа 
Ко) = Z | одо ий | сов айо 
( 留 作 习题 ) , 它 可 以 看 成 是 由 Fourier 余弦 变换 


opam nemame 一 
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+ б 


FLS] = рб) = |” f(z)eos wrdz 


及 其 逆 变 换 
ЕГ(7|- 2 1, Kodos wrdw 
复合 而 成 的 ， 
当 (т) 本 身 是 育 函 数 时 ,可 以 类 似 地 得 到 


f(r} = “Л, osin ша | sin 02:40, 
以 及 Fourier ERE 
ЕДУ] = бо) = | f(r)sin алах 
和 它 的 逆 变 换 
FPU = 2 |” Код uzdo. 


01 15.42 求 Az)= e *sin elz € [0, + œ) 的 余弦 变换 . 
E ”由 Feurier 余 弦 变 换 公 式 ， 


400 
| e *sin zeo тйл 
Зоо 
一 | e *[sin(] + дух + sin(]1 — wlr ldr 


e I[sin(l + wlz + (1 + eJ)cos(1 + о)х |] 
I +(1+ wY 


1+ (1 — x) 


_ 1 | l+ o + і — > 
211+(1+a) 1l+(1- ө)? 
Fourier 变换 的 性 质 
Fourier 变换 的 下 烈性 质 对 于 理论 分 析 和 实际 计算 都 很 有 用 . 
定理 16.4.2 B flx) gla) Fourier 变 拉 都 存在 , 则 有 


(1)( 线 性 性 )F[cir + сов] = clo) + со (о) (civcs 是 常数 ); 
(2}( 时 间 尺 度 性 ) FL r(az)] = —1 H): 


lal 
GOUERE) Е[1/| 2 | |= оо): 
(4)( 时 间 平 物性 ) F[ f(z 一 x0)] = Ро )е “9; 
(5)( 频 率 平移 性 ) Р(х) е] = Pw = ш). 


4 . 


Atu 
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证 上 明 留 给 读者 作为 忆 题 ， 
为 了 导出 Fourier 变换 与 微分 和 积分 有 关 的 性 质 , 先 引 人 着 积 的 概念 ， 
定义 16.4.1 设 关 rz) 和 Bftz) 在 (- coyee) 上 定义 , 且 积 分 
(7 * в)(ж)-®-|` ов ба -bd 
ФА, МЖ fxg 为 六 rz) 和 gz) 的 着 积 . 
显然 , 卷 积 具 有 对 称 性 , 即 fx e = рк f. 
定理 16,.4.3( 卷 积 的 Fourier 变换 和 Fourier FAHRER) 设 /(x) 和 
Е(х) 在 (- co,co] 上 绝对 可 积 ,它们 的 Fourier F 38.48 2# £ , WJ Ж 
(1) F[f* z] = ЕУ Flg]; 
(2) F[f + g] = FIF] * Flg]. 
证 Ж{(1),Ш ЛЯ, 
F[f* g] = 站 [| лән 一 4: | ейт, 
因为 f(z) 和 和 g(x) 绝对 可 积 , 积 分 次 序 可 以 交换 , 即 有 
Еу в) | ro gr - Deedr]d 
= [Гло [с - pje “Ad(r 一 e) | e i dz 


= F[z] ` [лей = FL f] - Flg]. 


利用 Fourier 道 变换 的 定义 可 以 燃 似 证 明 (2). 
证 毕 
定理 16.4.4( 导 数 的 Fourier 变换 和 Fourier 变换 的 导数 ) 
(1) R Flr) Я (2) 的 Fourier ТЖЕ, Н f(+ оо) = 0, 则 有 
FIF] = ie + ЕУ 

(2) Ж f(x) 和 zf(z) 的 Fourier ARAE, IA 

Fl- ix- f] = FI]. 
证 ”对 {1), 由 分 部 积分 公式 ， 

ЕГ ]= Wx 


fia Је: 


! 


— iw r /(х)е PZ dz 


іо * F[ f]. 


而 对 (2), 则 有 
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Жо 


Fl- ix- f]= | 27 izf(=)e dr 


+° d -jui — d 
= | гесе ]dz = EH] 
证 上 毕 
利用 定理 16.4.3, 可 以 得 到 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 { 也 称 能 量 异 等 
Å). 
ER 16.4.5 3 f(z) 的 Fourier 22-84, 0] 


Г аураг 2 12669124» 


证 明 留 作 习 题 . 

今后 学 习 其 它 课程 (如 偏 微分 方程 .控制 理论 .计算 方法 等 ) 时 会 知道 , 定 
理 16.4.3 一 EH 16.4.5 的 作用 非常 重要 .下 面 举 一 个 简单 例子 . 

例 16.4.1 СН (с) 满足 定理 16.4.1 的 条 件 , 未 知 函 数 ulr) 
满足 定理 16.4.4 中 (1) 的 条 件 ,求解 微分 方程 

ас (х)-и(:3) = f(r) (a >0,z € (— со,оо)), 
解 ”由 定理 16.4.4. 
Fi | = юЁ(Їи ] =- w Flu]. 
对 方程 两 边 作 Fourier 变换 ,整理 后 即 有 


117]. 


а + а 


F[u ] = 


利用 习题 4(1) 的 结果 Fle ] = К (а > 的 和 定理 16.4.3 的 结论 ， 


иба) Е 6 F[/]] Е [15| *F[F[/]) 
- же “lx — |е а. 
下 面 我 们 指出 几 点 


1. 实 形式 
Ка) = L [f ав | Сосове (а ed 


本 可 以 由 实数 形式 的 Fourier 级 数 按 上 述 思想 直接 导出 ( 留 作 习 题 ) ,这 里 之 所 
以 会 近 求 远 , 先 化 成 复数 形式 再 犯 回来 ,是 因为 复数 形式 的 Fourier 级 数 和 
Fourier 积分 具有 重要 的 实际 应 用 价值 , 在 许多 领域 ,如 热学 声学、 光学 .电工 


学 、 核 物理 学 等 等 ,都 需要 对 复 函 数 的 频率 o, = 至 ш | сү |= a} + b? 
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进行 计算 .分 析 ( 称 为 频谱 分 析 ) ЕАР АРАВ, 881154 ARAA T 8 
化 处 理 过 程 有 着 独到 的 优越 性 . 


2. 周期 郴 数 实际 上 就 是 频率 为 а = + ЙЧ B Wp РИ ЭС. Fourier 级 数 


fiz) ~F рну DES 


六 三 一 


HRT f(x) 可 以 通过 频率 为 o (PAE) КЕЗЕК sin ar 和 cos or (PRA 
基 波 ) 及 其 n 次 谐 波 sin narcos nar 用 加 来 得 到 ,而 谐 频 为 no 的 谐 波 的 振 
i 


T | 
Val+b =|c,|= +|| fr)e mdz 


可 理解 成 该 谐 波 在 整体 中 的 强度 
对 于 非 周期 函数 , 即 T+ oo 的 情况 ,这 时 基 频 o — 0, 因此 谐 频 由 离散 
的 | но! 趋向 于 布 满 整 个 实效 轴 , 或 者 可 以 说 ,此 时 任何 一 个 实数 ( 仍 记 为 w) 
都 是 它 的 “ 谐 频 ”. 因 此 ,Fourier 变换 
pom [шев анаа 
同样 表示 /(z) 可 由 频率 为 w “НЫ” ETR, СӘ un an вий. 
而 换 一 个 角度 ,从 Fourier 变换 的 定义 来 看 ,由 于 


1 f -iut 

Kel 1 pi y dz 
л x ' 
与 | c, | 的 表达 式 比 较 , 说 明 它 确实 能 看 成 相应 тн аваке 
种 “强度 ” ,与 上 面 移 结 论 相 吻合 . (请 读者 思考 ,这 里 用 Aw 除 一 下 的 用 意 何 
ЇЕ.) 

LARES MTER Fourier 变换 的 物理 意义 ， 

3. Fourier 级 数 和 Fourier 积分 在 理论 及 具 居 处 理 上 同 出 一 源 , 读 者 很 容 
易 发 现 它们 之 间 的 内 在 联系 ( 见 下 表 ) ,我 们 应 该 将 两 者 结合 起 来 理解 和 记忆 . 


| 


Fourier 变换 Еоцпег 系数 
Жә) = |) кедү Са = G, T ib, = -二 上 Бох)е!“4х 


一 - unii - Ci тах beh алтлаг err - - -- а аа 
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非 周期 函数 


Fourier 级 数 


周期 涌 数 ( 设 周 斯 为 2x) 


Fourier ИЙЛЕ 8 


f(z)- = [Ties 


2т 


Farer 级 数 


Fa) ~ É + У алов nz + bsin nz) 


=l 


Fourier 积分 ;指数 形式 
Ka) ~ з | дв (енеда 
三 角形 式 
Ох) — + | du Гэ wlr — tidi 


Fourier 级 数 的 积分 形式 


(z) | 2 十 Уа ДЕ -4)| 4 


一 上 


Fourier FAFE 
flw) = ЙГ arde 
JW ap pa 


fiz) — 4. 1, Або акс deo 


Fourier AAA ARN, 
ün T 4 ГКазож нх, 


余弦 级 数 


ап 


=) 一 > 


oo 
十 Уја,ооѕ HE 
a=] 


Fourier = #1 р 
ü 


Ка) 2 |” [7 же» agar | cos ado 


Fourier ТЕ 498% 
iwe) = [усә ахах 
ЖЕЛЕ 
Ka) — | _},(в)яп edou 
тоор 


《相当 于 将 ar 表达 式 我 人 余弦 组 数 ) 


Fourier Е 86 $£ $Ç 
b, = 4 ЇГ Кана пех 
ERAN 


Ра) ~ У) Бава пх 
т=1 


Fourier Е #1 


Ка) 2 [U [THe sinora | sn ardo 


习 


《相当 于 将 b, ЖЕҢ АЛЕК ) 


题 


1. 用 实数 形式 的 Fourier Е FH Fourier 积分 的 三 角形 式 


коа 


Уа) olz- ndt. 


2. 证 明定 理 16.4.2 纵 出 的 Fourier 变换 的 性 质 ， 
3, (1) 证 明 f(x) ERARI E Fourier 积分 
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fix) = z | 由 еә ши! | cos wr dw 


T 
(2) 证明 Fir) 其 奇 函数 时 的 Fourier 积分 
Fer) = 2 МИН: ага! | sin бХ dw. 


4. 3 FFIEC со, оо) РАЖ) Fourier 变换 ， 
(1) х) єє"! (а>0); (2) (х) = ee (а > 0) 


1 ш 


ana 
(6) flr} = ell cos z; 


(3) (х) = ze @ (а> 0); (4) fla) = 


л, х=й 

0, х <0' 
一 х? 2 

(D fiz) = e sin z(a >0);(8) х) = h , <1 


0, го, 

Asin wog, | 4, 

(9) /(х) -1 “о T SC (ao 天 0 是 常数 ,8 = 2), 
0 |z |> 8 ор 


5. Ж (х) =e (х € 10,9), а > 0) BB EZ УЛС. 
6. 利用 定理 16.4.4 的 结论 导出 ЕГ | (x)dz] 的 表达 式 . 
7. ВЕНН Fourier 变换 的 Parseval 等 式 ( 定 理 16.4.5). 


&5 快速 Fourier 变换 


(5) х) = 


离散 Fourier 变换 

人 有 们 则 开始 利用 无 线 电 技术 传输 信号 时 ,是 将 连续 信号 进行 某 种 调制 处 
埋 后 直接 传送 的 (图 16.5.1), 本 质 上 传送 的 还 是 连续 信号 (也 叫 模拟 信号) 
这 样 的 传输 方式 抗 干扰 能 力 差 ,失真 严重 ,尤其 是 经 过 长 距离 传送 或 多 级 传 递 
后 ,信号 可 能 面目 全 非 ,质量 自 然 难 尽 人 意 . 


图 16.5.1 


以 后 发 展 了 离散 的 传输 方法 , 它 不 是 传送 连续 信号 本 身 , 而 是 每 隔 一 段 时 
Е Az ,从 信号 中 提取 一 个 数值 脉冲 ( 称 为 数值 抽样 ) ,将 连续 信号 转化 成 数据 
序列 zx(0),zrfl),zft2) (N 一 1)( 图 16.5,2), 再 经 编码 后 发 送 , 只 要 抽 
取 的 时 间 闻 隔 足 够 小 , 这 列 数据 就 能 很 好 地 到 映 原 信 号 ,接收 方 通过 逆向 处 
理 , 可 以 复原 出 所 传递 的 信号 (图 16.5.3). 这 种 方法 称 为 数字 信号 传输 ,具有 


nr -一 一 
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抗 干扰 能 力 强 .信号 还 原 质量 高 .易于 加 密 和 解密 等 优点 ,问世 后 便 受 到 广泛 
的 重视 ,至今 方兴未艾 . 


x(0) х(1) x(N-1) 


“Lupe мн) wn Eei 


H 16.5.3 


可 以 想见 的 是 ,为 了 保证 接收 的 质量 ,At 必须 取得 很 小 , 即 N 非常 之 大 . 
因此 ,直接 发 送 这 列 数据 将 会 长 时 间 地 占用 传输 设备 和 线路 ,这 不 但 需要 支付 
昂贵 的 费用 ,在 情况 紧急 时 甚至 会 误 事 . 

所 以 ,在 抽样 之 后 需要 对 数据 序列 z(0),z(1),… z (N -了 进行 简化 和 
压缩 ,但 由 于 序列 中 数据 的 大 小 是 散乱 的 ,因此 一 方面 我 们 不 能 随意 舍弃 某 些 
数据 , 另 一 方面 压缩 的 将 果 也 比较 差 . 

后 来 经 研究 发 现 , 若 对 数据 序列 (0),xz(1),…,x(N — 1) 施 以 如 下 的 高 
Ё Fourier 变换 

X(j) = Yi z(a )e 288 (7-0,1,2,/--,М4-1,-4-1), 


就 可 以 有 效 地 解决 上 面 的 问题 (所 以 称 它 为 “离散 Fourier 变换 ”, 在 于 它 可 以 
看 成 是 Fourier 变 换 a) = | fC) izar 的 一 种 离散 的 形式 , 见 本 节 习 是 
1.) 


Ж ИХ 
16 -mt mE _ _ |1, 12-38 
N 24е Ne N = д, а = 0, j= k 


(请 读者 自 证 ) ,可 以 导出 离散 Fourier 道 变换 
N-1 : 
200) ENGR, (k= 0,1,2, М - 1), 
， 这 是 因为 
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М-1 N—1 


X) es - х x (n )e 2 ч 


imz 


4: 

N © п=0 

= Уо Уе гё] 
=й N = 

-1 


= S н), k = (8). 


也 就 是 说 ,着 发 送 方 将 z(0),z(1),…,z(N 一 ORTA Fourier 变换 后 传 
输出 去 ,接收 方 可 以 对 收 到 的 数据 进行 离散 Fourier 道 变换 ,再现 原始 信号 . 

从 表面 看 来 ,这 人 么 做 似乎 毫 无 必要 ,因为 变换 后 的 数据 长 度 仍 是 N ,并 没 
有 缩短 ,况且 还 要 额外 支出 两 次 变换 的 代价 ,其实 不 然 ， 

从 变 撞 公式 容易 看 出 ,变换 后 的 序列 中 的 每 个 Ху), ЫА 1 БОРЯНР 
所 有 信和 号 的 信息 ,因此 ,即使 丢失 了 某 些 和 (让 , 仍 可 望 由 其 余数 据 基本 正确 地 
还 原 出 不 始 数 据 .这 当然 使 得 传输 过 程 的 抗 干扰 能 力 进 一 步 提 高 ,但 更 重要 的 
是 ,这 可 以 让 我 们 通过 有 意 剔 除 某 些 其 模 较 小 的 数据 (通常 这 类 数据 数量 很 
大 ) її яа 8 ВУЛЕ ИСКО Eh (0), ХІ), ХОМ – 1) 的 排列 将 
很 有 规律 , 模 较 大 的 数据 往往 集中 在 序列 中 一 两 个 较 狭 窗 的 范围 内 ,易于 作 高 
ВУНЕ САН, 

(16.5.1 ХЇЁЕ 648059) | (8! Ж К Fourier 2 45, {ПЕ 
16.5.4(а) 中 的 “+” 所 示 , 变换 后 的 XO) HRA” 表示 (为 了 看 得 清楚 ,已 
做 了 适当 比例 的 压缩 }. 

从 图 中 可 以 看 到 ,|z(&)| 的 变化 很 太 , 有 高 低 不 局 的 四 个 起 伏 .但 做 了 
Fourier 变换 后 ,| X(;) 1} 只 是 在 序列 的 起 首 和 终止 处 附近 有 两 个 高 的 起 伏 ， 
而 处 于 序列 中 部 的 数据 ,其 模 的 波动 范围 是 不 大 的 ,也 就 是 说 ,1X(j)1 排列 确 
实 很 有 规律 ,易于 作 进 一 步 的 处 理 ， 

此 外 ,我 们 还 发 现 , ХО) 中 约 有 三 分 之 一 的 点 (虚线 以 下 ) 的 模 接 近 于 
零 .现在 我 们 将 这 些 点 全 部 强行 置 为 零 后 ,再 对 整个 序列 进行 Fourier HE, 
这 相当 于 在 序列 中 删除 了 这 些 数据 后 再 传输 出 去 ,让 对 方 仅 用 镁 下 的 那 部 分 
模 较 大 的 数据 进行 道 变换 . 图 16.5.4(b) 显示 了 所 得 的 结果 ,这 里 x(k)| {Л 
用 “+” 表 示 , 逆 变换 后 得 到 的 相应 什 用 “o” 表示 ,我 们 发 现 ,除了 极 个 别 点 误差 
稍 大 之 外 ,两 者 的 近似 程度 是 相当 令 人 满意 的 . 

快速 Fourier 变换 

尽管 早 就 发 现 离散 Fourier 变换 有 如 此 诱 人 的 好 处 ,但 在 一 个 相当 长 的 时 期 中 ,人 们 还 
只 基本 上 限于 纸上谈兵 ,这 是 因为 ,做 一 次 变换 需要 进行 N? 次 复数 乘法 和 人 N{N - 1) KA 
数 加 法 ,而 实际 司 用 中 的 N 总 是 极为 应 大 的 ,相应 的 商 尼 代价 令 人 望而却步 ， 

一 直到 230 世纪 的 年 代 中 期 ,Cooley 和 Tukey 发 现 了 计算 离散 Fourier РЕЖ (B| Bf 
文 特别 适合 于 计算 机 硬件 操作 ) 的 方法 一 一 快速 Fomrier Æ HM f FFT 一 Fast Fourier 


rs me 
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a) 0) 


图 16.5.4 
Transform) 之 后 , 它 才 真 正 获 得 了 生命 力 . 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,基于 FFT 的 离散 Fouer Ж 
换 技 术 , 是 当今 信息 传输 (图 16.5.5) ,频谱 分 析 .图 象 处 理 . 数 据 压 币 等 领域 中 最 重要 的 数 
学 工具 之 一 .目前 ,国际 上 任何 一 个 综合 的 数学 软件 中 ,必定 含有 FFT 的 计算 程序 ， 


图 16.5.5 
下 面 对 РЕТ 的 思想 作 一 简单 介绍 (出 于 逆 РЕТ 的 形式 与 FFT 完全 相同 ,因此 所 有 的 
方法 和 结论 都 可 以 平行 地 用 到 逆 FFT 125). 
É N = 2, j Жл 分 别 改 写成 


J = mji Jo; 


eN = (И) = (Wp) 09 ад 


= (W)C Wu) СМ) 2а С Wyo 
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= (— 1)” - (W, Улан (Wp) "wa, 
将 上 式 代 人 离散 Fourier 变换 公式 ,并 记 XU) 为 ХОА, Јо), 


М-1 
X(j)= ССНЭХЭЭЭГ ЭГ 
н-0 


= > 1)" про яд Wa jma], 


КЕ ЖЕЕ zinoga) MHR X(N = = 0,1,2 , N- 1) [ЖЯ 
进行 ， 
z( mü, Ja) = СЭЗ + нд) СУ, 1710 


1 
(но = 0,1, ja = 0,1,9, – 1), 
4 


1 
ХО.) = X- 1)3 + (лро) 
ү 


(л = 0,1, Jo = 0,1,8, — 1). 
实际 处 理 数据 时 ,因子 (W。)"0 和 ( Wy) oo 都 是 事先 算 好 存储 在 计算 机 内 的 .因此 ,在 第 
一 式 中 ,每 一 个 z(no,j0) 需要 进行 m KARREN m - 1 次 复数 加 法 ,第 二 式 中 ,每 一 个 
X(j1,jo) 只 需要 做 m — 1 次 复数 加 法 而 不 乱 要 做 复数 莱 法 ,所 以 总 共 需 要 做 mN 次 复数 
乘法 和 2(m - DN 次 复数 加 法 . 
EN = 20,00 т = 20-1 仍 是 偶数 ,因此 可 对 第 一 式 中 的 
m-l 
Dx(2n + na)( Wp)" 
лууг 
继续 进行 上 述 处 理 ,以 进一步 减少 计算 量 . 这样 一 种 反复 递减 ,直到 m = 2 为 止 的 过 程 称 
为 以 2 为 底 的 快速 Fourier 变换 . 《附带 说 明 ,任何 一 个 大 于 1 的 自然 数 者 可 以 作为 快速 
Fourier 变换 的 底 ,在 同一 个 计算 过 程 中 还 可 以 混合 使 用 多 个 底数 ,参见 习题. ) 
容易 推导 出 ,对 N = 2 执行 一 个 以 2 为 底 的 完整 的 FFT, 只 需要 进行 名 = 方 N 
ор N 次 复数 乘法 和 RN = N log 次 复数 加 法 .由 于 
У (у-н), 
因此 它 比 原来 需要 N ЕНЮНиНБЭ НӨ ЕТЕК ОЕ, ИВ tE 
入 ,比如 ,对 N = 21 = 1024( 对 于 实际 问题 来 讲 ,这 仅 是 一 个 很 小 的 数字 ) , 原 算法 的 复数 
乘法 次 数 就 超过 FFT 的 20081 
FFT 还 为 离散 Fourier 变换 开拓 出 了 许多 新 的 用 途 ,计算 数列 的 卷 检 就 是 一 个 县 型 的 
йт. 
З СЕАТ 和 1yCk)1 久 3 都 是 实 的 或 复 的 数列 ,定义 它们 的 着 积 为 


lm re a em 0С - 一 一 一 
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def S< Y ,, | 
хв) yik) == Ds —J)= z(k} (k=0,1,.,N—1), 


(SFERA ОЕ М - 工 范围 时 ,规定 (8 + N) = (А) В (£ + N) = x(Ë).) 这 与 上 
一 节 中 定义 的 通 数 的 卷 积 是 很 相似 的 ， 

显然 , 若 直 接 按 上 式 计算 ,楼 得 到 | xz 人)] 沁 1 总 共 约 需 航 2 次 运算 ,其 中 加 法 和 霖 法 
基本 上 各 占 一 半 . 这 与 用 直接 方法 做 一 次 离散 Fourie 变换 的 计算 量 是 相同 的 ,并 非 是 一 种 
有 效 的 方法 . 

考虑 到 函数 的 着 积 与 Fourier 变 换 的 关系 ,可 以 狂想 ,数列 的 卷 积 可 能 与 离散 Fourier 变 
摘 会 有 类 伺 的 关系 . 若 果真 是 这 样 ,那么 FFT 就 可 以 在 其 中 找到 用 武之 地 . 

Birli Ж] уб) 的 高 散 Fourier TRAAN а 和 | ҮСОЭ 11058 


XG) = Ми 0609, YG) «Уунд дт, 
册 它 们 对 应 项 相 滋 为 — lli 
XOY = ХУ (аут) Од =, 
利用 
AA WTW =, 


FERII YGA 的 离散 Fourier WER A 


ахуе 
м-1 N-1 5-1 
= м2 WW) 
一 4 Sr 23153 уос) е] 


= М2 x(n убт 


= DESNE - n) = z(k). 

Е MARSIE Foriri, 等 于 由 这 两 个 数列 的 元 数 Fomcier 变 拉 的 对 应 项 
滋 积 构成 的 数列 ,请 读者 与 定理 16.4.3 的 结论 加 以 列 较 . 

РЕ, НЯ (А) уе) 895248 ЕСА) 的 过 程 可 以 分 成 二 步 ， 

(1) ЭЭН: (51 81 уС)| 的 离散 Fourier BHIAL YG); 

(2) R XD YG) G = 0,1,- N - 1); 

(3) ЕХО) YOU) 的 离散 Fourier WER, A (в) |. 

上 述 过 程 需要 两 次 离散 Fourier 变换 和 一 次 离散 Fourier Ж ЛЕ GE) PREH 
算 量 可 以 忽略 不 计 ), 车 用 让 换 计 算 的 方法 做 变换 ,总 计算 重 将 达到 直接 求 状 积 时 的 三 们 ， 
无 疑 是 大 大 地 划 不 来 ,因此 尽管 这 个 结果 早 就 为 人 所 知 ,但 在 РЕТ 问世 之 前 ,就 实际 问题 
计算 而 言 ,从 来 就 是 无 人 问津 的 . 
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有 了 FFT 之 后 情况 立 凤 改观 . 因 {1) 和 (3) 用 FFT 做 ,总 共 只 需 4.5N logzN 次 运算 ,其 
中 仅 三 分 之 一 为 滋 法 TD 只 需 2N 次 运算 ,所 以 虽说 是 绕 了 一 个 圈子 ,计算 量 上 反倒 大 为 
减少 ,并 且 , 当 NN 很 大 时 ,减少 的 数目 是 相当 可 观 的 ， 

由 FFT 方 法则 爱 ,产生 了 很 大 一 类 基于 卷 积 计算 的 快速 算法 . 化 如 ,要 计算 两 个 4 次 


айтка) = Dat Male) = Dow 的 乘积 


rank) = Palanka) = a 


к 
(次 数 不 一 样 时 ,可 将 商 次 大 的 其 数 视 为 0) ,直接 求 系数 


а = Хаф; Ck = 0,1,,2n), 


150 
将 是 事倍功半 的 . 若 观 察 到 cx ВЕ УЗВАР КАНЯ ,进而 今 数列 | АС: AB) 分 别 
为 


‚ Kin, 
Alk) = “k = M 
0, n< k= 2n, 
b, D= ол, 
в) = |“ Зу, Sa M 


0, w*< k= 28а, 
则 不 难 验 证 16] FELAG) AIBO, 的 卷 积 , 于 是 前 面 关于 卷 积 的 商 效 的 计算 方案 可 
以 毫 不 走样 地 全 部 照搬 一 一 这 就 是 求 和 多项式 蒋 积 的 快速 算法 . 

求 两 个 级 数 的 Cauchy 委 积 的 处 理 是 类 似 的 , 某 些 类 型 的 惩 阵 乘法 也 可 以 从 卷 积 人 手 
导出 快速 算法 ,这 里 不 再 一 一 介绍 了 ， 


习 题 


N-1 „ 
1. 说 明 高 散 Fourier ЯН XG) = 》 x(n)e ?只 可 以 看 成 Fourier 变换 


flwm) = | “дасах 
的 离散 近似 形式 的 推广 . 
(提示 ;人 先 将 图 频率 w 写成 舌 率 形式 2xs ,再 对 充分 大 的 N, ERAL- N, 
М1 Ат 对 被 积 函 数 抽 样 ( 参 抑 图 16.5.2), 在 每 个 小 区 间 内 利用 惩 形 公 
式 近 似 代 蔡 积分 , 则 


ш) = N -2кс Дү 2 ` -2пз(пАкю)1 A > 
в) = | адедндас as D flnar)e 


再 适当 代 换 整理 ,就 可 以 得 到 离散 Fourier 变 撞 形式 .) 
2. 证 明正 交 关 系 式 
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3. 对 离散 Fourier 变换 导出 并 证 明 类 似 定理 16.4.2 的 性 质 ， 
. 证 明 离 散 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 


5 a0) = уз) XG) Ë. 


5. É N = pg (р, qE N) Н 15 OUP + 0N) 次 运算 的 Fourier Ж“ 
换算 法 . 
б. 对 N = 2 ,具体 写 出 以 2 为 底 的 FET 的 计算 流程 . 


计算 实习 题 
(在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 

1, 利用 现成 的 数学 通用 软件 (如 MATLAB Mathematica .Maple 等 ) ,对 于 
N = 32,64,128, 

(1) 生成 实数 序列 00 -03 

(2) H ЕЕТИЖ (5) 4 的 离散 Fourier А7 XG 03 

(3) Hie) ЖИ ХӨ) | 的 图 并 进行 分 析 ( 参 见 图 16.5.4); 

(4) BRE 50 >0, 将 1 XX(7) 1| 中 满足 | XG) I< 6 的 数据 全 部 置 为 零 ， 
EHS Fourier 道 变换 ,将 得 到 的 数据 与 jz(&)l 比较 ; 

(5) 改变 S, 的 值 ,重复 (4) ,分 析 不 同 的 ó, 对 着 变换 所 得 到 的 数据 的 影 
ni. 

2. WF N = 32,64,128, 

(1) 产生 两 个 实数 序列 |z() E ЕТ ЭЛЛА: 07 

2) 用 直接 方法 计算 1z( 有 1 和 | УГЕ) 的 着 积 | (ЮН, 

(3) Ж НЕН Fourier 变换 的 思想 ,用 FFT 计 算 1z(&)|; 

(4) 结合 N 比较 两 种 算法 所 用 的 时 间 ， 


1 п 27m 十 | 


3. 用 FFT 计算 多 项 СЭЭ рие рә Ср" 的 乘积 , 并 与 


эп 21 的 Taylor 级 数 的 相应 项 比较 ， 


mn 


Ж 


【名词 后 面 所 标 数字 分 别 为 首次 出 现 的 章 和 节 ) 


Abel 变换 9.4 
Abel 第 二 定理 10.3 
Abel 判别 法 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 
15.2 
Abel 判别 法 (函数 项 级 数 ) 10.2 
Abel 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 9.4 
Abel 引 理 9.4 
Bernstein 2 A 10.5 
Bessel 不 等 式 16.3 
Beta ЁК 15.3 
bBolzano-Weierstrass 定理 (高 维 )11.1 
Cantor 闭 区 域 套 定理 11.1 
Cauchy - Hadamard 定理 10.3 
Cauchy HF 9.4 
Cauchy 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 9.3 
Cauchy 收复 原理 (高 维 ) 11.1 


Cauchy k ЖЛЕ ЯВ ( # # 38 N DHT 
分 ) 15.2 
Cauchy 85:23 БН (84415834) 10.2 
Cauchy 收敛 原理 ( 数 项 级 数 ) 9.4 
Cauchy 余 项 10.4 
D'Alembert # A(R) 10.3 
D'Alembert #1915 (275097) 9.3 


Dini- Lipschitz 判别 法 16.2 
Dini 定理 ( 含 参 变 量 反 党 积分 ) 15.2 
Dini 定理 ( 画 数 项 级 数 ) 10.2 
Dini 条 件 16.2 


Tyrichlet 引 理 16.2 


5| 
Dirichlet-Jordan 判别 法 16.2 
Dirichlet 积分 15.2 


Dirichlet 积分 {Fourier 级 数 ) 16.2 
Dirichlet 判别 法 ( 含 参 变 量 反 常 积 
л) 15.2 
Dirichlet Ж ЭГЕ СВА Т5 0) 10.2 
Dirichlet 判别 法 { 数 项 级 数 ) 9,4 


Euclid 范 数 11.1 
Euclid 空间 11.1 
Euler-Fourier 公式 16.1 
FET 16.5 
Fourier 变换 16.4 
Fourier 变换 的 导数 16.4 
Fourier 变换 的 卷 积 16.4 
Fourier 积分 16.4 
Fourier 积分 的 三 角形 式 16.4 
Fourier 级 数 16.1 
Fourier 级 数 的 部 分 和 16.1 


Fourier 级 数 的 复数 形式 16.4 
Fourier ЖЖ ҤЕ J ЛЕШ 16.3 
Fourier 级 数 的 逐 项 积分 定理 ”16.3 
Fourier 级 数 的 逐 项 微分 定理 16.3 


Fourier 34 5518 16.4 
Fourier Ж 16.1 
Fourier 3:55 Жї 16.4 
Fourier 正弦 变换 16.4 
Gamma РЁ 15.3 
Gauss 系数 | 14.1 


‚ 428 。 


Green 第 二 公式 
Green 第 一 公式 
Hamilton 算 子 
Heine-Borel 定理 
Hesse 矩阵 
Haslder 条 件 
Jacobi Ж Ё 
Jacobi 行列 式 
Jordan 曲线 
Lagrange HUE 
Lagrange РЕ 
Laplace 方程 
Laplace 算 子 
Legendre 公式 
Leibniz 级 数 
Leibniz 判别 法 
Lipschitz 条 性 
Möbius 带 
Parseval 等 式 
Peano 曲线 
Poisson 积分 

p 级 数 

Raabe 判别 法 
Riemann 定理 
Riemann 引 理 
Schwarz 不 等 式 
Stirling 公式 


Stirling 公式 { 正 整 数 ) 
Taylor 公式 (多 元 函数 ) 


Taylor Ж 
Taylor 系数 
Taylor 展开 
Viete 公式 


5| 


Wallice 公式 9.5 
Weierstrass 判别 法 (函数 项 级 数 ) 
10.2 
Weierstrass #39 ЙТ xE 38 16.3 
Weierstrass 58-18 zg Ж 10.5 
Weierstrass 判别 法 ( 含 参 变量 反常 积 


分 ) 15.2 
B 
保守 场 14.5 
ЖШ В 13.3 
比较 判别 法 13.4 
比较 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 9.3 
HE 11.1 
ИЖ 11.1 
ПЕ ЕЕ R 11.1 
к 11.3 
边界 点 11.1 
标准 区 域 14.3 
部 分 和 数列 9.1 
部 分 积 数 列 9.5 
С 
场 14.5 
D 
单 侧 曲面 14.2 
单 连通 区 域 14.3 
道路 11.3 
道路 连通 H.3 
第 二 类 Euler 积分 15.3 
第 二 类 曲面 积分 14.2 
第 二 类 曲线 积分 14.2 


ж B! . 429 · 
第 一 类 Euler 积分 15.3 Р 9.4 
第 一 类 曲面 积分 14.1 А 11.1 
第 一 类 曲线 积分 14.1 ”光滑 曲面 12.5 
ЖБ 10.1 ”光滑 曲线 12.5 
ХЕ Т 2 14.2 
а-ин 10.5 Н 
多 元 函数 11.2 ватан 15.1 
多 元 函数 组 11.2 合 参 变量 反常 积分 15.2 
多 重 积分 13.1 БЖ 10.1 
E 函数 序列 10.1 
和 函数 10.1 
二 次 极限 1.2 8 14.5 
Т.ЙЛВЗЕК 12.1 
二 阶 微分 12.1 J 
二 维 单 连通 区 域 143 ”积分 次 序 交换 定理 ( 含 参 变量 常 闵 积 
二 维 复 连通 区 域 14.3 Л) 15.1 
二 重 积分 13.1 ”积分 次 序 交 搁 定 理 ( 合 参 变量 反常 积 
二 重 积分 变量 代 换 公式 13.3 27) 15.2 
二 重 极限 11.2 ”积分 号 下 求 导 定 理 ( 合 贿 变 量 常 闵 积 
F 99) 15.1 
积分 号 下 求 导 定理 ( 含 参 变量 反常 积 
法 平面 12.5 Z) 15.2 
法 向 基 125 ЖУКА 14.1 
反常 二 重 积分 134 积分 判别 法 9.3 
反常 重 积分 13.4 ”积分 曲面 14.1 
方向 导数 12.1 BRAAM 10.4 
分 划 13.1 ”积分 中 值 定理 (多元 函数 ) 13.2 
复合 映射 (高 维 ) 11.2 ”基本 点 列 ( 高 维 ) 11.1 
复 连 通 区 域 14.3 34 16.4 
Ж 16.4 
G 级 数 9.1 
高 阶 偏 导数 12.1 ”极限 点 9.2 
高 阶 微分 12.1 ” 极 值 (多 元 函数 ) 12.6 


mr pe re rr -1- - 


‚4340 ， = 引 
极 值 点 12.6 RETRAI 
几何 级 数 91 ” 零 边 界 区 域 
加 法 交换 律 9,4 M 
简单 闭 曲线 14.3 
交错 级 数 9.4 Ж ЩЙ 
ЖЭ 11.1 ЖД ЕХ 
紧 集 上 的 连续 映射 11.3 面积 
局 部 性 原理 16.2 ЕЛЖ 
RA 11.1 В 
卷 积 16.4 
绝对 收敛 9.4 N 
内 闭 一 至 收敛 
K 内 点 
T = 11.1 内 积 
开 集 111 拆 合 曲线 
开 区 域 11.3 Жи 
可 求 面积 13.1 p 
可 微 (多 元 函数 ) 12.1 
空间 曲线 的 参数 方程 125 ев 
快速 Fourier 变换 16.5 MFA 
奇 点 
L 切 平面 
累 次 积分 132 ” 切 向 量 
黑 次 极限 11.2 
离 数 Fourier 变换 16.5 Q 
离 数 Fourier W #F48 16.5 ВЖ 
连通 集 11.3 ”曲线 积分 与 路 径 无 关 
连续 函数 11.2 ”曲线 坐标 
连续 性 定理 ( 含 参 变量 常 义 积分 ) 曲线 坐标 网 
151 ”全 微分 
连续 性 定理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) R 
15.2 
连续 映射 (高 维 ) 12 ”任意 项 级 数 


12.2 
13.1 


10.3 
10.4 
13.1 
13.1 
12.7 


10.2 
11.1 
11.1 
12.6 
12.4 


12.1 
12.1 
13.4 
12.5 
12.5 


13.1 
14.3 
13.3 
13.3 
12.1 


9.4 


ZAHR 
КО 

散 度 场 

下 极限 

势 函 数 

Мег: 
Ш ат 

ШЕ T 
ка 

W ak hk 

数量 场 

数列 卷 积 
数 项 级 数 
双 侧 曲面 


梯度 

梯 虚 场 
体积 元 素 
调和 函数 
调和 级 数 
条 件 极 值 
ж 
通 量 
通 项 


外 点 
外 积 
外 微分 
微分 形式 


ee Hi 


索 5l . 431 ° 
稳定 场 14.5 
无 穷 乘积 9.5 
16.1 ХЭ ИН 9.5 
14.5 ”无条件 极 值 12.6 
145 ХМЖ 14.5 
92 HRH 14.5 
14.5 
10.3 x 
10.1 ”下 极限 9.2 
152 BEH 14.5 
10.1 115: = [8] 11.1 
152 ”向量 外 和 13.5 
14.5 BRER% 11.2 
16.5 [н] 8 (А РА 87) 12.1 
91 MRAR 12.1 
14.2 ЖЖ 14.5 
ЖЕН 29 14.5 
12.1 Y 
14.5 ”一 阶 全 微分 形式 不 变性 (多 元 函数 ) 
13.1 12.2 
14.5 ”一 维 单 连 通 14.5 
91 —B Sk ЕН( ЗЭ ) 11.3 
12.7 一致 收 合 ( 含 参 变 量 反 常 积分 )15.2 
94 — ОХИН (ВОН) 10.1 
14.5 ” 隐 函 数 存在 定理 12.4 
91 ”有 界 性 定理 (高 维 ) 11.3 
ве 14.5 
ЭЩ ЛЯ 13.5 
11.1 AFEN 14.3 
13.5 诱导 定向 14.3 
14.4 Жж 9.1 
13.5 RBAK 16.1 
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余 元 公式 
} РЫ Ж 
约束 条 件 


18:24:40 

正 向 边界 

正 项 级 数 

中 间 值 定理 (高 维 ) 
重 极限 


引 


逐 项 求 导 ( 函 数 项 级 数 ) 
逐 项 求 积分 (函数 项 级 数 ) 
逐 项 求 极限 ( 范 数 项 级 数 ) 
驻 点 

最 佳 平方 逼近 元 素 
最 小 二 乘法 
RAELA) 

最 值 定理 (高 维 ) 

坐标 变换 


10.1 
10.1 
10.1 
12.6 
16.3 
12.6 
12.6 
11.3 
13.3 


第 工 节 

4. (1) fx|-2<x<3}; 
(2) (х,уУх»0Ну»О 
(з) {x|0<x<1H8 xeQ); 


(4) |х=т+ ez], 


7. (1) 不 正确 。xg AB. xe АВК хеВ; 


(2) 不 正确 。 хєАУВсхє«АЖЛНХхЄВ. 
第 2 市 
2. (1) f:la,b]>[0,1] 


х-а 
b-a 
(2) f :(0,1) — (—,+oo) 


xe y= 


x > tan[(x — >z] 


3. (1) y=log,G2 一 3)， 定 义 域 ，(- oo,-V3)U (V3,+o0)， 值 域 ，(-o0,+00) ; 


(2) y =arcsin3”， 定 义 域 : (-оо,0|, 值 域 : foz], 


(3) y=|tanx|， 定 义 域 : Ue +S), 值 域 : |0,+oo); 
kez 2 2 
(4) y= <, 定义 域 : (-0,-1)U f, +0), tis: [0,1)U(1,+0). 


5. (1) ЖХ: (/(2Кл,(2К--1)л), (158: (—,0]; 
kez 


МУ 


(2 


定义 域 : U 2-2 + Z|, fäst: [0,1]; 


kez 


x 


(з) ELR: Hal R: 02. 


2 


3 
(4) 定义 域 : (~ %,0)U (0,+о), 值 域 : 


7. (1) /(х)=2х?—21х°+77х—97: 


2х+1 
(2) POR 
E EAN 
X 十 2 
X 十 2 
ДОРУ та 
2х+3 
Сое тете" 。 
SOLED , 10916: FOD иар, TOS на 


9. уб) = 
АЖ. 


-4x+3  хє(04| 
10. y=4—x—— хє(13| 


-2х-8 хє(34| 


l xe [1,2] 
2 
П. y= | 
тух +2х-1 хє(12| 
78.4х хє|05| 
12. Р(х)-498х-98 xe (5,9] 
1332.8x—11211.2 xe(9,11| 


x X 为 有 理 数 
1-Х X 为 无 理 数 


13. =} 


第 工 节 
m 


1. (1) 反 证 法 。 若 V6 是 有 理 数 ， 则 可 写成 既 约 分 数 V6 = 一 。 由 m? = би2, 可 知 m Æ 


На n 


数 ， 设 m=2k， 于 是 有 3n? = 2k?， 从 而 得 到 n 是 偶数 ， 这 与 之 是 既 约 分 数 矛盾 . 
n 
(2) 提示 : 利用 〈1) 的 结论 . 


第 2 他 


п? п? п? 


1. (5) 提示 : — < Беер. 
3” (1+ 2)" 2 C: 


n 5 п-5 
(6) 提示 : 当 n>5， 有 52) 


1 m 
D RR: 185 НЕ т, пиг” <[®) . 


п 2 
(8) 提示 : 证 明 不 等 式 0< 1 l + ` +(—1)” : Ээ 
n п+1 n+2 2n n 


6. 提示 : 证 明 并 利用 不 等 式 |VMz -Va| < ај. 


8. (1) 1; (D 1; G) 2; (4) 0 ， 提 示 : 应 用 不 等 式 2k > /(2К-102К-1) 


9. (1) 3; О) ын (3) 2, (43 0; (5) ЫГ (6) ы: (7) 0; (8) ыг (9) 1; 
2 3 2 2 2 


2 22 2 7 2 2 275 
ХЭСЧ” 1 1 1 2п—1 
HREM 得 到 х,-14-2(-4-24-04-01)-22-3, 
2 2 ЭЛ 2” 


= a, a a 
11. 提示 : ta, -生生 Sa Ар 
а 


п п-1 
12. (1) 提示 : ika +a, +:-+а, =S, ШУ Ка, =п5, – У 5, ， 再 利用 例 2.2.6 的 结论 ; 
k=l k=l 


(2) 提示 : 利用 定理 1.2.2 (1). 


13. 提示 : Фа„=а+оа„,Б„=Ь+/3,. 


14. 提示 : 注意 有 lim =a. 

п—›® п 
第 3 节 
2. (1) 提示 : ша, =+0, ШУС> 0,3, >0,Yn> Ni:a, >3G 。 对 固定 的 Ni， 

п-›со 

a +a,+: +a G 
3N>2NVn>N: 一 一 “< 二 ,于 是 
n 2 
а  +a,+:: +a, > Аура м2 t T a, q +а 十 十 QGN 3G G _ 
n n n 2 2 


_ k'a, +k''a,+' +a 
- т 


7. 提示 : йК=Я!, Wa, + Да ++ Аа 利用 Stolz 


Е а= m 1 
8. 提示 : 作 代 换 а, = A, _ А, , 得 到 


Dia) + рал T: T Pahan _ А А; (ро = ру) +А,(рз = р) +: +А, (р, = р) 


A Pn 
再 对 后 一 分 式 应 用 Stolz 定理 . 


第 4 他 
1. (1) Д. (2) е; (3) Ve ; (4) 1; (5) e; 提示 : 1122, Ж 


1+ | < тэн « at ; 
n+2 n n n 


2. (1) 依次 证 明 x， «2, {x ЇЙ}, lim x, =2; 


п->›со 


(2) 依次 证 明 x, < 2，{x} 单 调 增加 ，lim x, =2; 


n—> 0 


(3) 依次 证 明 x, > 一 1，{x,} 单 调 减少 ，lim x, = -1; 


Nn—>% 


(4) 依次 证 明 x, <4，{x} 单 调 增加 ，lim x, =4; 


n—> 0 


(5) 依次 证 明 0 < х, <1，{x,} 单 调 减 少 ，lim x, =0; 


п-›со 


2: 
>T 
F | 

п 
© 
A 
> 
= 

A 
— 
= 
= 
一 一 

| 

| 


(6) 


单调 增加 ， lim x, =1. 
Ñ= 


4. 42,-42, 提示 : 对 =1， 依 次 证 明 对 任意 n 有 x »0, “n22 x, > 2 Ж 


2 


x, = n+ <0， 即 人 fx,} 单 调 减少 有 下 界 ， 对 x = -2 ， 依 次 证 明 对 任意 元 有 


Х, 


> 


= 20, (о, PENNIE ЕЛ 


< -42 R Xn Хус 


п 


а-25 


pmu: 


7 一] 
; 提示 : 先 求 数列 х х, 0 Л 23 х, ын J (b-a), FEA 


Xn = Xi T (X2 р) T (X3 —X2) T+: T (X, — X, |). 


6. (1) 提示 : a<x, < Xna < Yn < y, SD: 


2ab a+b 
< < <X < x, < : 
Дыр Уп Уп+1 n+l n 2 


7. V2 一 1; 提示 : MA {ху } 单 调 增加 ， 数 列 fx } 单 调 减少 . 


(2) 提示 : n>2 时， 


—. 1 1 
13. (2) 提示 :证 明 不 等 式 y È ын 2 
К=п+1 1 十 ] 
14. (1) 反例 : ай у Бгз н, 
2: ›3 п 
(2) 提示 : Vm>n, НК х х, ||, х, ||, х, |+ ena xnl- 


15. 提示 : 利用 Cauchy 收敛 原理 . 
16. 提示 : 采用 反 证 法 。 不 妨 设 人 x, } 是 单调 增加 的 有 界 数 列 。 假 设 它 不 收敛 ， 则 


3 了 32, >0， VN >0, Ат,Ии» N: 


x 


т Xn 
WN, =1,3m >n, > №:х, — X, >60; 


WN, = m,,3m, > n, > N, : Xn, ZX, > 60 


WN, =m, ,Im >n, > N, : x, — X, > E0; 


FÆ x, Xn > KE0 — +оо (К — e) ， 与 数列 Ix, } 有 界 矛 盾 . 


第 工 节 
2 1 2 1 
2. d) =; (2) =; (3) =; (4) 5; (5) п; (6) —пт(п-т); (7) cosa; (8) 2; 
3 2 3 2 
(9) 4; (10) а 
2 


3. (1) 提示 ; ББ ыы дан 则 ls 


е : (ша mt 
п п+1 x 


1 1 1 
: 当 n <x<nt+l, Mja” «х <(п+1)". 


л 
N 
17 
Pasa 
ANI 
2 
Ё 


К К 
x 0149) | 
а* am! 
(2) 提示 : 令 Inx=t， 再 利用 (1) 的 结论 . 


5. (1) lim f(x) = +оо, 2152 lim f(x)=1, lim f(x)=4, lim f(x)=4; 
x>l- 2 x>l+ x—2— x—>2+ 


k 
4. (1) 提示 : 0< 利用 а 20.0, 


x—>0+ 


(2) lim /0)--1, lim f(x)=1; 
(3) D(x) 在 任意 点 无 单 侧 极限 ; 


(4) lim f(x)=0, lim f(x)=1. 


X 一 > 一 一 X 一 > 一 十 
А а <] 
6. (1) 0; (2) 不 存在 ; G) lim хіп = 41 а-1: 
X—+oo x 
二 oo @>1 


T 


(4) 不 存在 ; (5) 1; (6) 不 存在 . 
7. 存在 ; 提示 : lim f(x)= lim f(x) =1. 


10. (1) 3e >0,YN, 3n > №: |x,|> £0; 
(2) 3G >0,YN, 3n > М: x, < бу: 
(3) Ieo > 0, Y8 > 0,3x € (x0, X9 +8): |f (x) -A| 2 €o; 


(4) 3Go > 0,Y 6 >0,3x € (ху —ÓO,xo): f (x) < Go; 


(5) Яв, >0,vX >0,3xe (—o,—X):|f(x)- А|> в: 

(6) 3Go »0,УХ >0,3xe (X до): f(x) > -G9 
15. 提示 : Ухо e (0,+oo) ， 利用 f(x0)=f(2 xo) 5 lim f(2"xo)= lim f(x)= А. 
第 2 节 


2. (1) Лий (2) Ц Тан») кз) (-МД но), 


kez\ 2 kez 
(4) h|x>-1 x€ N*] 6) ооо) Цке2 keok; 


(6) U (kz,(k+1)z). 


kez 
5. 提示 : max{f,8}=3 (Он аб) +70) в 09]: 
min{f,8}=3 (0+ 80) |700) к. 


Е ОАЕ sue, 


(2) х= К (КЄ 2, +0), 28 


| 
Ф 
> 
ша 
$È 
2 
фэн 
Ir 


Еа: XY=0 ， 第 二 类 不 连续 点 ; 


(3) х= Кт (keZ,kz0)， 第 二 类 不 连续 点 ，Xx =0 ， 第 三 类 不 连续 点 ; 


1 Е" 
(4) шаг: 第 一 类 不 连续 点 
(5) XY=0 ， 第 三 类 不 连续 点 ; 
(6) X=0， 第 三 类 不 连续 点 ; 
(7) X=0， 第 一 类 不 连续 点 ，x = 1， 第 三 类 不 连续 点 ，x = -1， 第 二 类 不 连续 点 ; 
(8) X=0， 第 三 类 不 连续 点 ; 


(9) 非 整数 点 ， 第 二 类 不 连续 点 ; 
(10) 非 整数 有 理 点 ， 第 三 类 不 连续 点 . 


9. л Yxe(0,+0), 利用 了 (x)= f(x2"), шах? =1 Ж f(x) 的 连续 性 ， 得 到 
Ро) = fO). 
第 3 节 


1. (1) и(х) ~ 2х5 (x — 0); u(x) — x° (x — 00): 


(2) u(x) наод (х 0); u(x) x 一 оо); 


2 3 
(3) u(x) 一 X3 (x — 0+); и(х) ~ х2 (х +оо); 
1 1 


(4) u(x) — x8 (x—>0+); u(x) ~ x2 (х = +оо); 
1 
(5) цо) 20090): u(x) ~ 3х2 (х 一 +оо); 


(6) u(x) . (х +оо); 


1 
(7) u(x) — x2 (x — 0+); 


(8) и(х) ——2x(x— 0+); 
35 
(9) s. (х 0); 


(10) u(x) ~ х (х 0). 


2, (1) Int x (220), x* (920) а* (a>, [x], х": 


Ё! 
ly: 1 26 к (1 
0)|—| ,——, a * (а>1), x“ (4 0)». ln | 二 | (k>0) 
18 i 
a 
3. (1) Z, (2) 0, (з) 2 (4) 1, (5) аа, (6) аад", 


1 


sau оу Х109:6755 y О 183: 


2711. ЧГ 
sin 一 -一 Sin — 


a 
第 4 节 
в. ЁЛ: 
Н 1 p 1 ' " 
ч? fe (0,1) 上， < x, — = Xn = > X, X, - 0, ЇН 
пл Л x 
пл +— 
2, 
1 1 1 1 X — X 
ад, аа si L| |. а 
Х| Х, XI Xz a 


' Л " 1 1 
(2) #fE—co,+oo) Е, < x, = д X, EVAT, X, —X, — 0, fH 


sin(x, y _ sin[x; Ї =1; 


п 


x 


n 


二 下。 


在 [0,4] 上 ， 利用 不 等 式 |sin хе -sin x2| < |x? -32| < 2Aļxı 一 总 |. 


G) “利用 不 等 式 | -yx [а |. 


VC 
X2 
(5) ”利用 不 等 式 cos -со8./х,| < М |< «а =]. 


9. 提示 : МР REZ, WIA х НЈУ 0, Р 点 将 弦 分 成 长 度 为 (0) M L0) 的 两 线 


(4) ЯЛЖ аху -In x| = 


<|x, —x,|- 


Т 


10. 提示 : 6 Р(х) = /(х-1)-/(х)» ШЕ) = -Е00), 于 是 F(x) 在 [0,1| 必 有 一 个 零点 . 


м. алъ min (FO) HOD ЦЭНГЭЛ 


15. 提示 : 由 lim /(5)-А, Ve >0, ЭХ >а, vx',x">X:|f (x)— f(x") 


X—+oo 


<E. HT f(x) 


在 [a,X+1] 连 续 ， 所 以 一 致 连续 ， 也 就 是 30 < 5 <1, vx',x"e [а, Х +1]( 


хх" 


<ó): 


х'—х" 


Sœ- f(x)|< š 。 于 是 Vx',x"e [a,+%)( 


<ó): |f- f Ga) 


<€ 


第 工 节 
1. 1.12 yz. 
第 2 节 


501525 (хул 023 (хуу 5: 032053: 


з. 提示 : 证 明 f0)=0, /'0)=2. 
6. (1) 不 可 导 点 : x=kr (keZ), /'(Кл)=—1, f'(km)=1; 
(2) 不 可 导 点 : x=2kz (keZ), /'ОКл)=—/2, /!'ОКл)=\/2› 


(3) 不 可 导 点 : x=0, f'(O)=1, /(0)--1: 


(4) 不 可 导 点 : X=0， 广 (0)=-1， /0)-1. 


7. (1) 可 导 ; (2) a =b=0 时 可 导 , 其 他 情况 不 可 导 ; (3) 不 可 导 ; (4) a<0 时 可 导 , a>0 
时 不 可 导 . 


10. (1) 不 一 定 ; 反例 : 532777: lim f(x)=%, Fæ = +sind), 
x x X 一 >0 十 x x 
lim f'(x) = оо йЗ, 
(2) 不 一 定 ; 反例 : РО) = Jx. 
ЖЗ 
3. (1) ЕВ 1 


x FA 


(2) cosx—xsinx+2x ; 


(3) (2x+7)sinx+(x°+7x-—5)cosx; 
(4) 2x(3tan x+ 2sec x) + х2 (3sec2 x + 2 tan xsec x) ; 


3 
“yes І Ə: = 
(5) e (sinx+cosx)+4sinx-7x 2; 


2 5 
(6) (1+ 2соѕх-– 2" 2)х 3 -2(х+25іпх-2*)х 3; 


w |м 


sin x—1 
СТ — = 
(x + COS x) 


2(xsin x+ x” cos x — 2)(/х +D — Vx (xsin x — 20008 


(8) 
2x(Vx +1)? 
С (3х2 一 csc x)x]n x- x° —cotx ， 
ха? x 
ai -2(x +sin xcosx) 


(xsin x — cos х)? 


(11) (е* +— arcsinx +(e" pin l 
xln 


In3 Ix 


(12) — x°shx(cot xcsc x+ 3) + x(csc x – 31n x)(2shx + xchx) ; 
x 


(13) (1+ tan хѕесх)(х – сѕсх) – шаг Мн Ээ), 


(X 一 CSC х)? 


ауе н a a 


(1+ x2)arctan2 х 
5. фел: KUARA (Xo:X0)> f(x) =log,x, ЖІН (хо) = xo 5 7 (хо) = Н x 5a. 
6 

пэ е 
7. S = х, у)[абах? +bx+c— у)>0}, 

S, = (х, у)[ах? +bx+c-y=0}, 

S, = (х, у)[абах? +bx+c— y) <0). 
第 4 节 
1. (1) 2(2х2-х-41(4х-1): 


(2) e2*(3cos3x+2sin3x); 


3 А 
(3) -үх 0837) 2, 


2. 


201) ХЭЛ) (2) 


1 
ЛАГ, 
2x lnx 


(5) 3x? cosx’; 


(6) _sinyx 
2Vx 
(7) Х-1-41-Х | 
2АЛ + х(х + ех). 
(8) шан. 
e>" —1 
4 
(9) о» 
х(х7-41) 
(10) си 
(2х 十 Sin х) 
2 2 2 
аг 201-х7)1ах иа ) ， 
х?(1—-х?)?2 
2 2 2 2 
(12) l+cscx + X“ csc x“ cot x ) 


3 
(1+ csc x2)2 


Е 
3 


(13) 2 0л? 1) 


12 
(14) =sin2x e ™ *; 


2х"-За x +a +a’ 


(15) s 
(a? — x2)2 
2 2 
а -х 
(1) сойх: (2) cscx; (3) х? 
a? — x2 
T 1 1 


2 
xln“x lnx 


(5) 2хе* f'(e* )f'(f le”); (6) cos(f (sinx))f'(sin x)cos x ; 


5 
= xX Bx +1) 4; 


а»0 


T e 


a<0 ` yx? +а? | 


TEREE 


24705) 


? 


Ї 


(5) Vx — a? Р 


fœ) ` 
1+ f°(x) 


(7) 


70) || 1 | сву FDO 
PO ЈО) (f CD 


4. (1) @+Шшх)х*; 


(2) (х? +sin х)х 5 


: | 3x2+cosx ln(x? +sin 2] 


x(x? +sin x) x 


(3) (шсовх-хїалх)сов“ х; 


(4: i с, 
(2х-1) ш(2х-1) 
ЕЕГ 2 
(5) ХАТ-х 1 л 3x Ah 
Ji+x |x 1-х7 2(1+х7) 


(6) Пе-х-Ў 


1-1 1-1 = Х; 
2-1 
(7) LTX Vz сод у» 
2 х 
1+ у? ) 1+2(sin у – ар 
ОБЕ: Ое ОВЕ ау. 
y 1+ xe? 2(sin у = х)соѕ y -sin y 1—х—ху 
2 Xx +y __ 2 2 =: 2 2 平 ] 
зу > 2 y 528) sec ы ын el COSX D 
е* Y —2ху х-8ёс (x+ у) x+2ysSin x 
= 
бк s 
уг -ax 
2 _ 22 . 
人 
2a 2t tcost+2sint a 
h 1-1 ШГ- t 
о жн A np 
achat 1-1 sin t + cost 2 


13. (1) [f'(u)g(u)h(u)+ f(u)g'(u)h(u)+ f(u)g(u)h'(u)]@'(x)dx ; 


f'u)gu)hu)+ Fe '(и)һ(и)– f uü)g(u)h'(u) 


(2) 
(^(и))? 


ф'(х)ах ; 


(3) моне 60005 g'(u)ln нө сой ; 
u 


у HW8 (4)ШшЛ(и)-7(и)8 (4) (и) 


(4 
h(u)g(u)1n” h(u) 


ф'(х)ах ; 


ОЛОШОВ 
шиг НЫ Ор 
72575027 ио 


/ш)/'ш)+ шш) ус, 


(f u)+h u)? 


(5) 


(6) 


第 5 0 
Ly nse 


(2) y"=7x +12х210х; 


2 
222 3х ы 
41+ x)? 
irs 
(4) je 29 
x 


(5) y"=6xcosx? -9x sinx? ; 


у'"=—54х°5їп x? — (27x6 — 6)соѕх?; 


: 1 2 14. 
(6) y Бо 22 )соѕух 一 可 < sin Vx ; 


3 1 
у"= 66-2 0)соз Vx +(x? -Y ху: 


(7) у'"=(27х* +54x+18)e™; 


x(4x° 一 3) | -2 
9 Ш. 
(1- х?)2 


(8) y"=| 2(2х^ –1)агсѕіпх+ 


(9) y“) = 280 |02 – 4740) сов2х + (120х° -61620)sin 2x]; 
(10) y? = (22° +19405)chx + 396xshx. 


2. a) y” Эт" sinC2or+ л) ; 


n _1у! — 1)! 
(Оз: у ED Эе ша. ; 


k=1 
НЕ =) E: 
(3) у е УС 
К-0 x 
(4) у = ("У : 


к= (х A 2) 7 一 大 十 1 (x Кы gje ; 


(5) y =e” у Cta"™ pr сос ==) ; 
k=0 


(6) y = ше , 


09-45 cos(4x+ 2) (n>). 
1 1 у ( СК ШЕ. ) 


4 
Гана," 
= 
x 


[/(х?)|'"'=8х? f''(2)+12xf''(2); 


(е) 
Х Х х 


(2) ДЕС)" | 
Š x 
(3) ғап "= 0820) Шы) 
x 
ш ' 2 
w mfo EA-CO, 


Fœ 
SSK а үе j aa 


_ f" (arctan х) — 2xf (arctan x) 


(6) t Ч 
| f (arctan x)] 1452) 


5. (1) Л: Hy (+x) =1, 两 边 求 n 阶 导数 ，》 Су 0 (1+2) -0,81х-0 
К-0 


代入 ， 得 到 递 推 公式 yO = -an -Dy (0) ， 从 而 得 到 
п-1 
уд) (0)-40-1) 2 ”nn 为 奇数 ， 
0 7 为 偶数 


(2) 提示 : 利用 xy'= (一 x )y"， 类 似 (1) 得 到 


6. 


(1) y 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


. (1) 


(2) 


(3) 


Холын "为 奇数 
0 21:53 


11 


_ 4хуч2у- ер + 4х? + 4ху'+(у')2] _ 2x(y— ex t) 


其 中 yy' 


ех ty —х? е^ ty —х? 
ү2 _ ' 2. _ 
2) у"= 2sec(x + шинээ У)1+ у!) – 2у ， 其 中 y= sec ay у. 
х-86с (х+ y) х= ес (x+ y) 
(3) уг- 2у? віп х 4у?у'соѕх- 2уу+х(у')? 其 中 ус 25 с%®%х+ушу | 
xy+2y sin x i x+2ysnx ` 
2x+2y(y')2 —2ау' ay — x? 
Gry о У фус | | 
ах- у y^ –ах 
dx? 4а? 
ав до. 2+2 


ах? а(іѕіпі –соѕ?)? 


а?у 2+1? -281-1со81 


ах? (1—sint—tcost)’ 
а?у 28 s. 
Ра rE i 
х а 
а?у _ 2 
d? 23 
(=) 


а? у _ b(asinatsin bt +bcosat cosbt) 


ах? а? соз? at 


Е 2( ѕес? х)? + бѕес2 xtan x(x— tan х) мы 


2 
d'y 5 
9(tan x — x)? 
d iy =(х* –16х° +72x° —96х + 24)е “ах: 
2 
1 се =. ША 


3 
x3(1+ x2)2 


11. 


= 


_ зесд[(х^ —D2(1 + 2tan2 х) – 2x(x2 —1)їапх+2х^ +1] 
Е 5 
(x? -1)? 


(4) а?у ах? 


(5) 47у--27(8ш3х-4 xcos 3x)dx? ; 


(6) dy = x*[(] +In x)? 2 
X 


—1\” и! п 
(7) ду. 2 [ Si a, 
x k 


n+l 
К=1 


„ 2 xk cos(2x + 2 


(8) а"у= (nD)? ах". 
ЕТЕТ 


(1) [f"(u)sec’ x+2f'(u)sec2 xtan x]dx2; 


l 
" 2 = yt 
23 g"(u)ln- x— g ы 2-3 


4x? In2 x 
G) [f'(u)g(u) + (и) Wd u +[/"(и)в(и) +2f'G0g'(u) + (и) в" (иаи? : 


Ч 


(д) EO а? 800800) (80и)? 2. 
glu) 


8 (u) 


(5) ОВЕ а. 
g (и) 
f'g’ (и) – (и) в(и)8"(и) — 27 (и) в (и) (и) + 2 f (u)(g' (u))° РЭ 
一 一 一 一 人 一 一 
g` (u) 


第 五 章 


第 1 市 
5. 提示 : шон йг -ө-ө ТОО, Ега, Б БРО) Ў 
g(a) g(b) g(a) g(x) 
用 Rolle 定理 . 
7. 提示 : 利用 Lagrange 中 值 定理 arctan 和 -arctan “= A AE 5 
n n+l 1+£ë n n+l 
ёє(—©—,©): ҮЕ: 也 可 利用 arctan х — arctan y = arctan 二 二 二 . 
n+l n 1+ xy 


9， 提 示 : 证 明 f(x) 在 每 一 点 的 导数 为 零 


12. (4) 提示 : $ f(x) <tanx+2sinx—3x, Mi 


f'(x) = ѕес2 x+ 2cosx—3> 33/вес? xcosxcosx —3=0. 


I ° 


(5) 提示 : 令 р(х) = xP +(1—x)”, 证 明 Го х= „ЭНЕМИ 2 
(6) 提示 : 4 f(x) = ѕіпхіапх- x’, е |02), ИГ (х) = ѕіп х + ѕіп хѕес2 х 2х, 
251п^ х 


f" (x) = cos x + : +——; 2. 显然 f"(x)>0. 由 户 0)=0， 可 知 /'(х)>0. 
COS X COS х 


FH 00) =0, 48] fx) > 0. 


14. im my = 提示 : {x,} 单 调 减少 ， 且 当 n>2 时 ， х, <. 


n—> 0 


15. (2) 提示 : Æ, | EX} e (х) — х] УН] Rolle 定理 . 


17. 提示 : 令 g(x)=x*， 对 f(x) 与 g(x) 在 [a,B] 上 应 用 Cauchy 中 值 定理 . 


18. 提示 : Ffae, g0) = 对 f(x) 与 g(x) 在 [a,b] 上 应 用 Cauchy 中 
值 定理 . 


19. 提示 : $ g(x)= - : уо) 5 g(x) Æ [a,b] 上 应 用 Cauchy 中 值 定理 . 


20. 提示 : 对 xs[L2] ，e 一 Fo 显然 是 有 界 的 ; 对 x>2， 有 


+e “|f(D|， 其 中 


жо, 


2 -f 
w- Ре < 


= 2e- 引 六 (| 是 有 界 的 


Fœ- 700) 
e” —e! 


21. 提示; 注意 VX/'(x) (ар л, эж 7 00-76 
по 


22. 提示 : 60 20-12) ， 应 用 Cauchy PER, ЭВЕИЭНГЕЗ. 
X X 一 


24. 提示 : 利用 数学 归纳 法 ， 注 意 


n—l п—1 
п п-1 > Ах; п-1 2, Ах; 
ла) (2240: + Xx, | < РЭ шэн +A,f (x,). 
1-1 1-1 > 4, 1-1 > 4, 


1-1 і=1 


提示 : шин 52. (х) 一 f(x0) =. 


X— Xo x 


26. 


a+b 


27. 提示 : Е 


第 2 1 
3 1 m 


Ооу аууы ә ву а ту еЗ 
5 8 n 3 


48 SG) = f(x)— f(x— “29 应 用 Lagrange 中 值 定理 . 


2 
(9) 2 (10) 0; (11) 1; (12) 2, (13) 2 (14) +оо; (15) 2; (16) ея; 


(17) 1; (18) йн (19) 1; (20) el. 


md- /0 800) 


20 


4. 5: ER: /(0)- 


x—0 x 
l 
-nd+D-1 1 
5. 连续 ; 提示 : lim =, 
X—0+ Х 2 
6. 提示 :lim /CDOmx= пр 100-7 fO) СЕ 


7. 提示: lim /CD = lim 一 全 一 — эн 


X—+o 


第 3 节 


_ x-In(1+ x) 
хїш(ї+х) | 


1. 提示 : 0(x) 


2. 提示 : 由 f(x+h)= го) FCOR+ "сл? tet f) G+ ӨЮМ" 
í п! 


= ро) ОВА OR Бу ове L pesan киру, 
2! n! (п +1)! 


Р (х+өт)– f Ix) 
Oh Ы 


得 到 0. 41 рою (х) + °(1). 
п-1 


第 4 节 
14 3 


1. (1) PE ч X + х* +о(х“); 
3 9 81 243 
солк ораи а сау 
2! 3! 4! 


(3) gp ss 2 мэ 


2 3 3 
X 十 o(X ) 
3 84 о) 


(2) cosa 一 Sinw:.X 


(4) КҮС sa = +о(х®); 
2 8 


(5) TEF +— x +о(х?); 
3 15 

(6) P : xí : x° +о(х°); 
2 12 45 

(7) 1 Зүс : х? : х* + о(х*) 
2 12 720 

(8) 28 к ss 
0 180 


(9) i + x? +о(х?). 


2. (1) —-1—-3(х—1)°—2(х—1)Ў; 


п-1 
09155082 на? ална (х-е)" +°((х-е)”): 
е 2е пе" 
1 2 1 3 Е (= 1)" по on’). 
(pen oe шше ((x-D"); 


l v3 Za Л Л. V3 Л.3 l. nz Z л 
(4) ен 4 
ае а тоо 
+°((х-е)"): 
1 1 (1)! (2n – 3)!! : 
(5) 42-р 2 2)2 十 .十 2 
Ыз (x-2) EE (x-2) т (х-2) 
2 21 
+°((х—2)”). 
6. (1) 1 (2) а?а; (3) 0; (4) 23 (5) 26 (6) 27 (7) 227 (8) 17 
3 5 2 3 4 6 


8. (1) у=х-1,х=-1; (2) у=0; (3) у=®уб(х-—: (4) у=х+3,х=0; 
(5) 不 存在 ; (6) х-1,х--1: (7) y=x+z,y=x; (8) y=x; 


1 ta i bu 1 
(9) y=z; (10) у=——х; (11) ус-х---», x=0; (12) ус--х---, 
ч Цин кок 4 354 


X=0。 


9. 提示 : 分 别 对 极限 lim 一 和 lim 一 应 用 Stolz 定理 
п->со п-›со 


2 
Xn Yn 


10. 提示 : 18 f) -Г Ш.Г(х)-0, 以 zx=0 和 x=1 代 入 fO) ZE х, ËJ Taylor 
ARSO +5 OG- BAO 01528134 +0-x02181. 
11. 提示 : (Ш xo e[0,1]， 以 x=0 和 x=1 代 入 f(x) 在 点 x 的 Taylor 公式 得 到 
FO = fa) -F а) H SO 
fO = оа + E-a), 
两 式 相 减 ， 得 到 
/'бо)|<|/(0|+]/ +2 +@—х„)?]. 


12. 提示 : 设 f(x) --1. 0 (х) =0, х-034 х-14КА f(x) fE xo H Taylor 


ARSO- Фох), 得 到 max "092 с F >8. 
гал 0 “00 


» Ж ху=анйЬ, ХН АКАУ; 


13， 提 示 : 设 |f(xo)|= max|f (O 


设 a<x<Dp， 以 x=4a 和 xx=zp 代 入 Fo 在 点 如 的 Taylor 公式 
1 
ҒО) = 0) +2700)? ， 


Fk = а)2 +e- xo]. 


得 到 max|f (х) < max 
a<x<b 2 a<x<b 
# 5 


1. (1) 极 值 点 : х--1,2: ”单调 区 间 : (-о,-112 1,1-1218 >, [2,+) 增加 . 


(2) 无 极 值 点 ;， 单 调 区 间 : (оо, ноо) 增加 . 


(3) 极 值 点 : шан 单调 区 间 : (25:22 о) 增加 . 
6 е 


е 


(4)n 是 侦 数 时 , 极 值 点 : х=0,п; 单调 区 间 : (-%,0] 减 少 , [0,п] 871, [n,+co) 


减少 . n 是 奇数 时 ， 极 值 点 x=n; 单调 区 间 : (-o0,n] 增 加 ，[n,+%) 减 少 . 


(55 极 值 点 : х--1,5: ”单调 区 间 : (-o0,-]] 增 加 ，[-1,2) 减 少 ，(2,5] 减 少 ， 


[5,+оо) 增加 . 


(6) 极 值 点 : х-1542: 单调 区 间 : (оо V2] 增 加 ，[1- V2,1+ V2] 减 少 ， 


ШЕ 


[I + /2,+) 增加 . 


2 
==>] 


B 


СТ) 极 值 点 :x 二 + 单调 区 间 ，(_o， 之 ] 增 加， тэлэх (0, 


з B 


өр» 


减少 9) 增加 . 


B 


(8) 极 值 点 : х-0: 单调 区 间 : [0,+eo) 增加 ，(-10] 减少 . 


(9) 极 值 点 : хайлж лж keZ; 单调 区 间 : [2&л,2&л + TIIR, 


[2&л + T ka + A Ж, [2km + Soka +a] ID, [2Кл+л,2Кл + z 增加 ， 


шэг 


(10) 没有 极 值 点 . 单调 区 间 : (-co,+co) 减少 . 


AD HEA: х= 2102; 单调 区 间 : жэл яг 


(12) 极 值 点 : х=1; 单调 区 间 : (-%,1] 增 加 ，[],+0%) 减 少 . 


(13) 极 值 点 : х= 单调 区 间 : о 21080, Е) й, 


(14) 极 值 点 : х=е; 单调 区 间 : (0,e Л, [е, +оо) 减少 . 
2. (1) 494: (1,2). ЇЇ: (—o1] Fh, [L+oo) Erh. 


(2) #94: (kz,kz) keZ. WOKE]: [2kz,2kz +z] Erh, [2kz —z,2kz] 下 


(3) 没有 拐点 保 凸 区 间 : (—0,+0) Fh. 


(4) 拐点 ，(2, 2 ， 保 凸 区 间 ， (-,2] E, (2) Fm. 
е 


3 3 
(5) 拐点 : ЕЕ БЭ fit tu D< D: 
(-oo5-3V3] 下 凸 ，[5-3V3,2) Erti, (25-33 Fh, [5 +33,+eo) Er. 

(6) 38: (-1), l 81a+ 5), (244814-49)| рту ар. 


(—o,—1] Fh, [-12— 3] Eh, (2-43,2-443| Fri, [2 + 4/3,оо) Ет. 


(7) 没有 拐点 . ROKE: (+оо) Fl. 
(8) 拐点 : (0,0). 保 上 四 区间: (-о,0| Fih, [0,+оо) Fr. 


(9) 没有 拐点 保 凸 区 间 : (-содоо) Fr. 


(10) A: (-Ln2) (1,12). ROKE: (оо, 1] Em, [—11] Fih, о) 
Eñ. 


1 
arctan— 
1 2 


(11) 2054: 区 | 保 凸 区 间 : Соки, Бе) 上 四 


(12) 没有 拐点 ， 保 凸 区 间 : [L+oo) Erh. 


4. 当 n 是 奇数 时 ，x=a 不 是 /(х) 的 极 值 点 ; ап, ola)> 0f, х-алж 


ТОО ИЖЛМНЭХ, n ÆRA, Ф(а)-014, х-алж f(x) 的 极 大 值 点 . 


5. 当 n 是 奇数 时 ，x = 4 不 是 f(x) 的 极 值 点 ; "in 是 偶数 ，f (а) > ОН, х-а 
是 f(x) 的 极 小 值 点 ， 当 nn 是 偶数 ，f "(aq)<0 时 ，x=a 是 f(x) 的 极 大 值 点 . 


7. PA: Ё | 切线 方程 ，3V3x-8y-1=0，3V3x+8y-S5= 0. 


21 
1874 


9. (1) п-14. (2) n=3. 


10. 提示; 由 函数 y= 一 的 单调 增加 性 , 得 到 
x 
latb| „|+ __ а Pli skall 16| 


< = + < + | 
l+|a+b| 1+ 人 加 + 四 +] +b) 1+ 加 + 四 1+|]а| 1+|b] 


11. Ж: 设 f(x)=e*-(x? —2ах+1), 则 了 (0)=0, f'(x) =e" —2x+2a. W f'(x) 


在 X= ln2 取 最 小 值 , w MEA //(02)-2-212-2а»0. 


—k. 


12. 提示 : W f(x) = агс{апх—Кх,  /(0)-0, Toe 5 
+ х 


К > 18, Р(х) <0, хе (0,4%). 所 以 在 (0,+00) 上 f(x) < 0; 


*0<k<1m, H f'(0)>0, lim f(x) =—o, nf I f(x) =0 必 有 正 实 根 . 


16. 矩形 的 边 长 分 别 为 V2a У 4/2. 


17. 0 = xi) 
3 


18. R:H =b:a. 
19. 提示 : 参考 例题 5.5.5。 


1 ха + 1 
а+1 lna 
(4) х-соїх+С; 
(5) —2cotx—secx+C; 

(6) ЧЕКИ КУЕ Кү, 
7 5 
441 
(7) —x 一 一 +2xXx+C ; 
3 x 
23 1 1 _1 
(8) сш ш ш. 6+С; 


{фил БЕ. B pe: 
lIn4 9* 19 n 3 


(11) sinx—cosx+CG; 
(12) 2arctanx—3arcsinx +C; 


7 15 
ра а E 
Ат 


(14) —2csc2x+C. 
2. 曲线 方程 : у= |2. 


3 4 
3. (1) ал, 


тее P 5 
(2) 曲线 方程 : У ы: 
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(2) 


(3) 


(4) 
3 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


Linl4x -3+C; 
4 


32 arcsin V2x +С; 


47 95 2.67 
十 十 
14 In9 16 


410 
агс 
10 


t 


mysc, 


1 

к E ЕРИНО 
5 3 

2 ап" х+С; 

11 

1 1 

一 一 COS8X 一 一 COS2X 二 C 
1 4 
人 
2 20 


1 
X2 +4х+5 


+G; 


—2cos/x +C; 


2 5 
=01=%%ў)®+е©; 


3 
5 Oco) +C; 


1 
arcsin x 


+C; 


arctan(x-1)+C; 


азі + 249 —4x +С; 


соѕу1+ х2 


(20) 5 aretan(sin? х) +C. 


. (1) ln(V1+e2 -1)-x+C; 


2 
сарийн „ды, 
Р 


(19) —In +G 


(3) (arctan Vx)? +С; 


(унийн 
xlnx 
22 21 
Ga O л, = 
22 7 
n+3 n+2 n+l 
(6) (х +1) _ 2(х+1) “+ 0, 
п+ 3 п+2 п+1 
1 3 


> sal gay +C; 
x 3x 


(8) Vx? ИРИ 
x 


(9) ——— +C; 


Ce ЕНЕНЕ Я 
oR 
a NX +a 


(11) yx? -a° ~alnx+Vx a> 


+С; 


(12) + /х(2а — x) + За? arcsin 15: х: 


а 


(133 /2х-ш(1+/2х)+С; 


10 7 4 


3 Мн 
Ї з +С; 
д x) 


3 ший БЖ 
14 1 3 1 3 
(14) Л x)? + 5 (1-х) 


(15) E 
х 


2 


(16) -ухуа — x? + arcsin +C; 


a 


3 


(а2—х?)? +С; 


2 3 
Зах 


(17) 一 


(18) arcsin x- an arcsin x)+C ; 


2 
(2) aqya х ЧА жб 
2 2 4 


2 А 
Е (9X – 2) соѕ3х A 2xsin 3x +С 
27 9 


(3) 


(4) —xcotx+In|sin x|+C; 


x? xsin2x cos2x 


(5) + + +С; 
4 4 8 


(6) хагсыыпх+у1—х° +C; 


(7) хаваа x — TIn( + x) +С; 


(8) ee КЕ К 
3 0 0 
(9) wtnx+In|cosx|-> 22 +C; 
(10) —2/1—xarcsinx+4/1+x+CG; 
(11) x(Inx-1) +x+C; 
1 3 l 3 
(12) —х”шх-—х +C; 
3 9 


е *(5со$5х + sin 5х) Л 
26 


(13) — C; 


(14) T e*(5-2sin 2x- c0s2x)+ C: 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(cosx-—sin2 х)? 


2(1+ xsin х)“ 


ln? x+3ln? x+6lnx+6 
z +C 
X 


5 (sinInx + cosin x)+C ; 
x(arcsin х)? +241- х2 агсѕіпх-2х+С; 
е (х Dx +2) С; 


2e /x+1-D+C; 


х(х+ 1+2) 1+2 +С. 


+C; 提示 : 对 | 了 (x)f'(x)qdx 采 用 分 部 积分 . 


—1п|1—х|—-х? +С. 


_ (e 


.提示 


. (1) Lj = x+C,I, = —cos x + C, І, ЭЭ 3 —sin” хсоѕ х]; 
п 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


*+1)ш(1+е*)+х+С. 


SIn x + COS X sin x + COS X 


эп 


1 
І = х+С,1, = —1п | соз х | +С, 1 = tan" 1,2: 
П – 


1 


1, = х+С,1, = 1р |ѕесх+ арх | +С, 1, = | 
n= 


І =—cos x+ C,IL, = sin x — xcos x + C, 
0 1 

= n-l 24 n 
1, = пх 8ШХ-Х С08Х-0(7-11, 2; 


n 


1 : 
1, -6 +С,1, = Ене. 


1 КООН 
Ipa [п(п—1)1„_› +e” sin” l x(sinx—ncosx)]; 
п^ +1 
Ї, __1_ «+1 +С, 
@+1 
L, oe ln” х—п1„\); 
@+1 


Io = arcsin x +C, I = -Ҹ1- х2 +C, 


[(n т 2)1, 2 十 
C 


SIn x 


57-1 


X 


?A 


1: 


л ЛЫГ 
n 


бб улу Жш Еа. к. „ше. мэх 
Ма 2п-2 (n-1)x" 


3 
10. (1) Зай +х+2)? она +24 орао | +х+2| +С; 


3 
) о? +2х—5)? -(x+1I) x" +2x-5 +61п|х+1+\/х^ +2х-5|+С; 
(3) Ма аха +х+1|+С‹ 


(4) -45-х-х2 РОТ ем 
2 421 


11. 提示 : 证 明 


aG, х a e а; е* а e а; pe 
| 一。 ax = - 2-3 8-3 Хул : 十 一 | 
х 1-1 х (-1(-2) х (1-1! х (i-l)! 
第 3 节 
ee ы АЁ 
4 |х+1| 2(x+]) 


(2) БХ: 1 2: 0-2 02 Хэ» aaa aa 
4 4 2 2 


Sr. aha л лл т s u кише ШИ 
8 8 x+2 4х-3) 4(x+3)> 


一 Тан +2)— “шин. +C 


x+2 2 (x? + 4x +5) 


(4) - 


2 жэ: 
D РИ Мы 


(5) —Inp— + 
2 х?—х+1 V3 


2 
(6) Кш ү l жаша ЁК +C; 


4 х?—х+1 723 


3 
X 


(7) 2342 421680 |х+4|+С‹ 


2 
(8) e i ш D 2 РРС ш. 


8 x° +x+6 44/23 423 


+C; 


(9) Зар айлаа 
4 |x— 2 
2 
(102 Е O sn ал 
8 х2-412х-1 4 4 
2 
(112 la шаа Í wam SL es 
2 X +1 43 38 
(12) „шшде e унйн qaq S kaa 
3 6 тг 1 в 


(13) ЗОЛ l 22 


一 — — 
43 43 х^+х+1 


(14) m|z|-Zm|i+a7 |С: 


+С; 


5 
x 十 2 1 5 
(15) 了 +1)+С; 
Эр? 1 р 
(16) — +—arctanx” +С. 


2п(х?" +1) 2n 


. (1) сбу +С: 


(2) 2arcsin 231003 
-а 
(3) оза н Ее 
4 8 45 
2 Га 
а Su йе 
х 
(5) = мэн гата +0 +С: 
(6) 1 I шинэ кс ЕТ 
x— х- 


(73 2141-х-44х)-С: 


2x? —1 
3 


(8) X2+1+C 


3x 


(9) 2/х-4%/х+41(%/х +D +C ; 


5 
ey a а 
251 х-1 


3 3/x+1+2-3/x-2 
(1) —ш@/х+1—3/х — 2) -v3 arctan +С; 
2 „3 -4/х+1 


4 4 
(12) РА Wes ЕРТ Ее. +C. 
YJi+xt +1 2 


提示 : SNVatxs=t, д) | R(x, Va + x, 4b + x)dx= | (14:17 +c)dt ， 再 令 
VÜ +с=і+и. 


tan +3 
2 


.(4)-1-44-44С: 


tan 工 _3 
2 


x 
NE 2{ап —+1 
(2) 4 arctan < +С; 


43 


(3) arctan Í tan > + 2 arctan( 43 tan > +С; 


43 


(4) Intan +1 +С; 


3tan +1 
(5) — arctan 2 +C ; 


5 万 


Е 2 
Ln (1 — cos x)(2 + cos x) 


(6) 
6 (1 + cos х)? 


+C; 


Gy jn 
2 


tan Ž Ре 
2 4 2 


1 


sin(x + a) 
cos(a — b) 


cos(x + b) 


(8) 


COS X 


(9) cota-ln —x+CG; 


cos(x + а) 


. (1) 


In +С; 


1 х л 
(10) —(sinx— - tan(— + — 
7 (віп х соѕ х) ©; 87 


1 
24/2 


(11) —2сої2х+С; 


(12) EET О ай x)+C. 


42 


1 
e" +С; 


Х +1 


(2) tt ке, 
I+ x 


(3) хш201-41-х2)-241-х ш(х+/1+х?)+2х+С; 


3 3 3 


(4) гэл №2 х-2х21ах+ х2 +С; 


(5) сео? -I)sin x- (x-1)? cosx|+C ; 
(6) xln(I+x2)—2x+2arctanx+C; 


(7) 1 (arcsin х)° -Zai = arcsinx + 1240) 
(8) ша ана a 
43 х-3 


(9) (x+Darctan Vx— Vx+C; 


(10) 4Vxsin ух — 2(х — 2)соз-/х +C; 


(11) хап +С: 


a2) Х2үУ15 5 вх 42 k 
2 1/1-88х-47 


(13) Z sec хїап x- 2 рес + ап 8: 


(14) (х—есх)е*"* +С; 


(15) 二 ln 


(16) г апдап 4 8 +С; 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


ба +С; 
SJx +1 
2 
= с к 
2 1—х 
] 1 : 2 7 Ї-2 : 
ша? 1 олны 1: 1-х arcsinx+C ; 
x+ -ш(1+е*)+С. 


x 


1+e 


第 七 章 
ЖІ 
5.(1) 可 积 . (2) 不 可 积 . (3) 不 可 积 . (4) 可 积 . 
6. 提示 : буа ш}, 
f m 


8. 提示 : 
充分 性 : RISOM. ve =o >0, 存在 划分 已 ,使 得 振幅 > e 的 小 区 间 的 


长 度 之 和 小 于 s, TEY oA; <[2M +(b- а)ђе; 
1-1 


必要 性 : 如 果 存 在 so > 0 与 ao >0， 对 任意 划分 P, 振幅 w, > so 的 小 区 间 的 长 


ї=1 


度 之 和 不 小 于 cao， 于 是 miAx; > ao ° 则 当 4 = тах(Ах, )-» 011, Yo, Ax, 不 
i=1 <i<n 


9. 提示 :” 由 于 g8(w) 在 [4,B] 连 续 ， 所 以 一 臻 连续 ，ve > 0,25 > 0,\/и',и"є [А,В], 


只 要 


и'—и'|< 8, |а) guU «єє. 另外 设 |g(wW)|<M . 


由 于 f(x) 在 [a,5b] 可 积 ， 由 习题 8, 对 上 述 e > 0 与 6 >0, 存在 划分 P, 使 得 


振幅 w,(f)>6 的 小 区 间 的 长 度 之 和 小 于 se, 于 是 


Yo (go ГУА, <[2M +(b—a)le. 


1-1 
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4. (1) [хах > [| 2 dx. (2) || хах« |? хах. 
(3) j|] ас» [12°4х. (4) [2sinxdx< [2 хах. 


a+b 
2 


) 上 至 少 


a+b 
7. 提示 : BRTH |, LACO- (Dax=0， 由 此 推出 在 (a, 


有 一 点 ， 满 足 Ор) – Fo) =0. ER f Enb] ЕЛУ Role 定理 . 


8. 提示 : А х= —, ф(ах) = у(х), 不 等 式 化 为 flira): [i fua. 对 区 


HJ Ц0,11Е217-Р, ER é, elxan] ҤЕ /"(х) > 0, 利用 Jensen 不 等 式 (第 5.1 节 习 


题 24), 得 到 12 2 < SED, Ф А = max(Ax,) > 0, 即 得 到 所 
2-1 <i<n 


要 证 明 的 不 等 式 . 
9. 提示 : W | frCDde= fE, £ e (0л). Еа) = |“ fo)dx—a | fad, W 


F'(a)= Fw- f(E. 当 0<w<E 时 ，F(o) 单 调 增加 , "q£ <a <, Fla) А 


调 减 少 , 由 于 Fo0) =0，Fd) =0,， 可 知 当 cw s[03] 时 ， 
Fæ) = |“ Гсдах-а|, f o)dx > 0. 


10. 提示 : $ F(a) = | о)ах+ [° f 1 O)dy -ab ， 则 F'(a)= f(a)-b. W 


fT)=b, 则 当 0<a< 了 时 ，F(o) 单调 减少 , 2а»ТМ, Fla) 单调 增加 , 于 


是 F(a) 在 a=7T 取 最 小 值 , 而 最 小 值 为 零 ， 所 以 
Е(ау- [#/(х)ах+ | f(y)dy -ab>0. 


11. 提示 : 对 任意 划分 P, W ó= min(Ax 1). 当 0<h<5 时 , WE =x; 当 
-8« «ОМ, WE = x. 于 是 SIE- ESA аА. 
1-1 1-1 
12. 提示 : (1) H | Я/09-400Г сг 0, 得 到 对 一 切实 数 4， 成 立 
ЯГ | 72 одах 一 24| рох) в dx + [e dr >0, 


所 以 该 两 次 三 项 陈 的 判别 式 不 大 于 零 . 
(2) 不 等 式 两 边 平方 , 利用 (1D) 的 结果 . 


13. 提示 : 设 0<m< g(x)<M < +oo， max /(9-/(0)-А, 400 А»0 (4-0 


时 等 式 显 然 成 立 ). 对 任意 的 0<s<4, Wie, B] c[a,b], Ї 9 é cla, 81, H. 


хє[а, plit, 成 立 0О<А—еє< /(х)<А, 于 是 


1 
ЭЖл-о, 得 到 A гоиб <А, 由 < 的 任意 性 ,上 


|в оАо") < firo 277: 37212742 


明 的 等 式 . 


第 


1. 


2. 


D 


7. 


3 节 


(1) F'(x) =— f(x). 


(1) 1. 


(2) 2e. 


得 到 所 要 证 
79 
боб уз 006013) mays = 
x 4+ (x —Sin xcosx) 
2 
ne ЧАД 
4 


提示 : J War < х| Раг. 


(1) 0. 


ТОЗА 
105 


Ge 
4 


р Bral f(x) 取 极 小 值 - 卫 . 


12 
(2) 0. 

О b Ыы a "ШИГ НЭР ШЕ: мрн s PSS 
2 2102: m6 РЕ 88 16 2 
za ое воза баран 
32 2 5 2 2 


(11) -(т+2ю2- 2). (12) 26 223 (13) 10- ln2). 


(14) 


242-1 22 


2 


>. (15) nlite 1+ +0- 1. (16) 28 


(17) 1-82; 提示 : Эї-х-1. 


42 


(18) — z; 
4 


提示 : Эї-х 


гта 1 "аке |. 


(19) 102+ 4/2) 184/3 +1). 提示 : 54 或 x=tanr. 


(20) тээ 提示 : S x=1+sint. 


(1) — 


. (2) 一 -一 
p+1 


. (3) 一 


л. 


1 为 奇数 0 "为 奇数 
& 2777 . 2) 3n- | 


(3) айн ОО”! (а) 20: D) ®) (—1)"т! 


(2n +1)! 8| (20! (23)! mip" 
Ze- 420 
(6) 7 ‚ Ж РЕ НЕЛЯ. 


h п+1 
222» 8: Рк + а 285 ж) 
2 (101732 2 


提示 : ARBRAR -262-51, I = 2062-0. 


В а = 
10. (1) --:,(2) -л7.(3) т, 
РОТ жо 
Е а<0 
з 2 
П t ШИ. 
11. (1) 285. (2) 0. (3) 3° Залаа О<а<1.(4) 14-1(7). 
ши аг! 
2) 3 
13. tl 1 1 
2 2+ 290" 


2 
14. f"0)=2,f'0)=5; 提示 : год = [вда -х оф + |a «оа. 


1 2 ИТ ЕА 2 
15. 二 ; 提示 : 对 等 式 的 两 边 求 定 积分 ， 得 到 
е 


[одах = | шхдх-(е-11, одах. 


16. л 提示 : 作 变 量 代 换 z = 2x -+ ， 将 等 式 化 为 


2xf fdu- |2 uf(u)du= Farctanx? ; 
等 式 两 边 对 x 求 导 ， 再 以 x=1 代 入 . 
17. п°л. 


18. 


Л 


19. 提示 : (х) = of (ao - Јо) =0, 令 x=1, 得 到 对 任何 a, 有 f(a) = гс ш; 


20. 提示 : ШИНЭ хага 
22328 x 


2 (х 2\шх-Шш2 x 2 \№х- 12, 
= 一 十 一 dx 十 一 十 一 
f Е гэн МЕ F ы 


x 


对 上 面 两 积分 中 任意 一 个 作 变量 代 换 x= 2. 


21. 提示 : max|f (x)| = (max|f (x) 一 ЫЙ + min|f (х)| 
设 max|f (х) = |70), ши fo =|f GJ, 则 
'(x)dx 


max f|- minl 90-1/60-1/0051/09-100-1 < [Оа 


1 | 1 
B | fOo)dx = /(с), W min|f (x)| <|f(ç)| = — re : 


22. 提示 : ФУ F) = | /(и)(х—и)аи — |) "одаи, 显然 (0) =0， 只 须 证 明 


F'(x)=0 
23. 提示 : 
2 
мы E alle) 
对 不 等 式 两 边 积分 . 
Е. 本 题 也 可 直接 利用 7.2 节 习 题 8 的 结果 ， 取 oG) = t. 
24. 提示 : 


пан A- 


将 x 换 成 x*， 再 对 不 等 式 两 边 积 分 . 


ЇЕ, 本 题 也 可 直接 利用 当 f"(x) < 0 时 与 7.2 节 习 题 8 相对 应 的 结果 ， 取 


а-1 , @(D = t°. 


= 2л п-1| (2К41)т (2k+2)7 
25. 提示 : |, fsinnxdx= >| | л ГООВшлхах- |, y, f (Osin nxdx 
К-0| --- A 


-Egy (A2) ори) а >0. 
n n 


П k=0 
26. 提示 : а(х) = [f Godx , W g(0) =0,g(z) =0. 再 令 h(x)= g(x)sin хах, 


WAO) =0, AC) = | &(х)зїп хах = | f(x)cosxdx=0. 对 h(x) 应 用 Rolle 定理 ， 


可 知 存 在 7 e (0,z), Eh = g(07)sin7=0,， 即 g(7) =0. 再 对 g(x) 应 用 Rolle 


定理 ,可知 存在 和 e (0,7), £, e (7, z) ,使 得 (1) =0, f(£,)=0 


540 
Ї 81 
1. (1) 2-8 2. (2) —. (3) >. (4) е: (5) mn Шил 


(6) —. (7) ла? . (8) i ‚ (9) е "рд (10) Fm 2 +ab?. 


(11) z. (12) a?. (13) 2а? 


at аг? 


» у= > 1:0-» +оо. 
1+2? 1-1 


(14) за, 提示 : Эх- Е 


2а? 


2-sin220 ` 


(15) J2za2; 提示 : 将 曲线 方程 化 成 极 坐标 方程 r? = 


2. 提示 : 取 焦 点 (а0) АЛХ, х 轴 为 极 轴 ， 则 抛物 线 的 极 坐 标 方程 为 


2 
. 求 面积 函数 A(0) = 上 ”< dg 的 极 值 点 ,由 4(O)=0 可 
TIS co 2 0-со80) 


[Ө ==. 
得 到 9 =— 


80V10 -8 


3. (1) 2 . (2) (е? +1. G) In(seca + tana). (4) ба. (5) 2r°a.(6) 8а. 


(7) mVL+4z2 нарез еалт) (8) =. 


5.(1) C QAB + 2ab+ Ab+ aB). 2) $ mabe. (3) 12а. (0 (2-2|г. 


б. 提示 : (1) KN [a,b] HIR] Р:а= x < ху < x, <<< x, = Б, ШЕРА 


(х, y)|x; 1<х<х,0<у< fO) 2 R y 轴 旋 转 所 得 的 体积 有 


AV, = л(х{ — x: 1) f (xi) = 2zxi f (xi) . 
(2) Wx=r(0)cos0, y=r(0)sin0, a=r(æ)cosæ, b=r(B)cosB. 则 
ү = [лугах = zar? (a)sin? а 252 sin2 ГА 
= [лугах +37] dy 
= [олт sin? 0(r'cos0 — rsin 0)а0 
+ 37| /rrsin’ 0со50 + 2r° sin Өсоѕ? Ө -r° sin? 7177 
= ZZ | r)sin@t0. 
7. (1) mp (2) G) 5 , @) 27°. (3) 4 Z m (2) G) 6ra’, Gi) 7z2a°. 


(5) 2z2a2b. (6) За ‚ (7) гал (8) е 2 In(V2 ZD- 


8. 2а? —10a2c2 +1$ac4 -6c5 =0. 


9. a=1. 
3 
10. b (212) 
2 
2 1 V2 1 
JL (y Ge (S оа уы ут: 
(1) a 7) (5, M 3 6 (2) ) 


12. 提示 : зо. н 7000 =2, 


得 到 us ` 又 因为 xf'(x)= fo “2 可 化 为 4у)-2 4 结合 


Oa, 解 得 f(x) = = > +(4-а)х, Жа є[-8,4] 


(2) rji f (ах = 702° +10а+160), ， 可 知 当 a = -5 时 区 域 8$ 绕 x 轴 旋转 所 得 的 
旋转 体 体积 最 小 . 


2лт\/р 3 3 
13. (1) Ñ ЗУ oas p- 4 (2) 242л +2лт1п(/2 +1). 


2ла?Ь те b+ Jb? — a° 


2лЬ° + а<Ь 
Ь°—а? a 
(3) J4zab a =b 
2 和 
2лЬ? + 2ла Р arcsin 2 а> р 
Ма? —Ь?° а 
12 2 32 2 2 .. 2 
(4) ли ‚ (5) гли ‚ (6) 0) (4—2^/2)ла?; Gi) 2-/2ла?. 
14. уз 
6 
16. (1) p, Ё-2472.(2) ыз”. R= 2V2a. 
4 4a 
3 
2 
17.1) K= үр a p= e | 
(2х+ р)? 5 
4 | 2 让 
a'b (a? +b°)x? -at |2 
02) KE= 一 — к= - 
(а24-52)х2-а р 


1 
(3) K= ‚ К-3-3| : 
3 аху Би 


(4) КЕЕ. К = аі. 
at 


18. (x-3) +(y+2) =8. 


第 5 节 
1. 75mg. 


54/5 -1 
6 


q. 


3. 54х107М. 
4. 2z2DpVa2 +b? . 
5. 1.04х1071. 


4 
6. zr Ор - px). 


7. Sapos, 


8. 9J. 
9. — a 29308 хура Жош. k. 
7 5 35 
10. | х10°5=1.06х10°$. 
Зу 


11. 容器 改 为 由 曲线 y= cx“ 绕 y 轴 旋转 所 得 的 旋转 曲面 . 


12. Q=Q .2 190. 


18 1 


їз йө К ры. (0195). 提示 : 设 妃 物质 的 浓度 为 YD ， 则 


400 25 


k 2 1 Te 2 
dy = 二 dt, 解 得 y(t) = V2kt+c. Hya a 2, 得 到 k= 
y 


14. P) = Prax — (Prax — PG e 9), 


max 


提示 : P(O W Л dP = А(Р,„ –Р(1))аг. 


15. 提示 : BaN =kNdt 与 N(0)= Ni,， 解 得 NGC) = Ме“. 


16. 10001n2m. 提示 : WAKEN уй), M y=- y(1)dt， 解 得 


КЕ: 
е 1000. 


а 
t) = 一 一 
y(t) 100 


第 九 章 
第 1 市 
3 1 9 


1. (1) 8-32.02) 发散. (3) 8 = 工 _ (4) s=1. 6) 发 散 . (6) sS=32. 
4 4 2 20 


(7) 5--42-1. 提示 : 5,-4п-2-4041-42-41. 


n 2k-1 17412К-1 


2 2-1 ШЕК ЗУ = —' 再 两 式 相 减 . 
3 к20 3 


(8) S=1. 提示 : WS => Т 


К=1 К=1 


К-1 


， 利 用 Euler 公式 


(i сэх Хийн 
n=0 


1—2qcos0+q2 — qe"? 
e? =cos0+isin0 ， 对 上 式 两 边 取 实 部 , 
2. (1) (-,0)0(02,+о). (2) (-oo0). (3) (-11]. 
2 1 ЭР Ї 2 Ї 
4. Xx, =>. 提示 : x, = 一 十 
2 х, 6 “ ” n+l n+2 n+3 
4 3 1 о Sa 4 
5. (1) 5, =a, ,其 中 a, = =. О) > 一 = 一 . 
3 Jn(n +1) а, 3 
第 2 他 
тага 1 Š 1 Z E . 
1. (1) Ших,--», lim x, =——cos—. (2) limx, =+%, Ших,-0. 
n—o n>% 2 5 11-290, n>% 
(3) limx,=—o, limx,=-%. (4) ей, ах, 13. 
п—>›= поо no п—›= 2 
(5) limx, =5, limx,=-5. 
第 3 节 


1. (1) 收敛 . (2) RE. (3) 发 散 . (4) 收敛 . (5) 收敛 . (6) W. 
(7) 发 散 . (8) 发散. (9) 收敛 . (10) 收敛 . (11) 收敛 . (12) 收敛. 
(13) 发 散 . (14) 收敛 . (15) 收敛 . (16) 收敛 . (17) 收敛. 


n>% | X 


3. (1) 2) Хп ара, 所 以 当 a >1 时 , 级 数 收敛 ， 当 0 <a<1 时 ， 级 数 发 散 ; 
n+l 

1 
п+1 


"qa=l, х, = ， 级 数 发 散 . 


(2) Т! Хп -1)=m3>1, 级 数 收敛 . 


n+l 


п—›® x 


(3) 21 Ха -1)=m2<1, 级 数 发 散 . 


n+l 


4. (1) 收敛 . (2) 发 散 . G) 收敛， 


в. лд: Wal штээ ЖЭ 
п? n? 


2 лт 
9. (1) S=A- (1). (2) 提示 : 0< f'(n)< (6) = f(n)- f(n-1). 
10. 提示 : A 
示 : 证 明 数 列 {xi} 单调 增 加 ,于 是 存在 g > 0, ВЗ пх, у >@. 


ёш 
z 


12. 提示 : 85, = r Фу = 451, у, = 4/5, aSa (8-23А,-4. 
k=1 


5,0 


n” п-1 


13. 提示: 利用 不 等 式 他 Зана = 
5, 


14. 提示 : 注意 Fibonacci 数列 的 性 质 а, =a, Ка, 与 lim тийн нэ ЭР 


n>% q, 


( 见 例 2.4.4). 由 D'Alembert 判别 法 可 知 级 数 收敛 . 设 5 = 2-5 |25 = 2. 
п=1 


п=0 


两 式 相 加 得 到 35 =a + > NE 
п=1 


# 4 
1. (1) 发 散 . (2) 条 件 收敛 . (3) 当 xz0 时 条 件 收 敛 ; 当 x =0 时 绝对 收敛 . 

(4) 发 散 . (5) 条 件 收敛 . (6) 条 件 收敛 . 

(7) хе (кт I ‚Кл + ) 时 绝对 收敛 ; 34 x= ka +Z НЯН: 其 他 情况 下 
发 散 . 

(8) 4х рет хя “т, 当 p >1 绝对 收 伊 , 当 P<1 时 发 散 . 


(9) 当 | 对 <2 时 绝对 收敛 ， 当 网 >2 时 发 散 . (10› 条 件 收敛 . 


(11) 2р| «11420541 ЭХ, 


>1 或 p =1,g >1 32159 


其 他 情况 发 散 
р>18р=1,4>1 绝对 收敛 
Мрх--18) 4р-1,4 18 0 «р«1ї р-0,4»0 条 件 收敛; 
其 他 情况 发 散 
> ИНЕШ. 


(12)〉 当 a >1 时 绝对 收敛 ; 当 0 <a<1 时 条 件 收敛 . 


3. 提示 : “n> oo 时 ， 


oo Ён (=1)"*! (= 1)" 1 
5, Сд, 反例 : x, = Е a 
È У, Eer. 反例 : x, Л у T r 
一 n=2k 


6. Syr, 不 一 定 收敛 . 反例 : х, = k . 
全 n=2k-1 


7. 收敛 ; 提示 : lim x, =a >0. 


поо 


ї 


258 со 1 | 
8. 提示 : у 22 = yy .—, 利用 Abel 判别 法 . 
ni n п“ “о 


n=1 П = n 


9. 提示 : Фа, =х„,Ь„ =1, MB, =k, Ж] Abel 变换 得 到 


M= 


1 一] 
x; = nx, — D КО — Xk). 
к=] 


> 
Ш 


1 


22) оо п+р 
10. 提示 : ШТ Уу, KA, Ve>0.3N,Vn>N,vpeNt: | Уу <e. 由 于 
п=1 К=п+1 


Убх -aa) 绝 对 收敛 ,所 以 收敛, 于 是 可 知 {x,} 有 界 . 设 Ур, |=А, 
n=2 n=2 


ВВ: % В, = умы + Уус Ур 利用 Abel 变换 得 到 


2057 -р,8,- зо -Хх,)В,«(А-8)е. 
К=п+1 К=п+1 
П. 提示 : 首先 有 / (0) =0, /'(0)=0, pe | e 
n 


= » xT. 1 ёс КА УР. 
12. фал: RURA. 4 у, = (1+ —)х,, ЖУ y, ХХ, 则 由 Abel 105, Ух, = 
n 


п=1 п=1 


yy, At. 


п=1 


1з. йл ны 2-1 0, smk ls.) a Ж Халы; B 
79 п+1 


时 存在 6>a>0， 当 nn 充分 大 时 , 成 立 之 sassa И 这 说 明 数 列 
п+1 n n 


hx, } 当 于 充 分 大 时 也 是 单调 减少 的 , Е пех, < 4， 从 而 数列 (х, EFE. 


14. 180% 提示 : W b, зараад ses s Кыл с, = : 十 он 

2 2 3 n п-1 n+2 2п 
о (一 人 1 1 1 11 1 1 1 A 2 
SD 的 更 序 级 数 1 + 工 - 工 1.1 1 1 + 工 - 工 + … 的 部 分 和 数列 为 {9,}， 
— n 3 2 5 7 4 9 11 6 


WA 53, = bi, — b, 2 +2ш2. 再 利用 limb, = у 5 lim c, =ln2. 
2 n— 0 n= 


第 5 节 
1. D 收敛 О) SR. (3) 收敛 . (4) 收敛 (5) 当 x > 1 时 收敛 ， 当 x<1 时 发 
散 . (6) 收敛 (7) 当 国 <2 时 收 你 ， 当 思 > 2 时 发 散 . (8) 收敛 (9) WW. 


(10) 当 min(p,29) >19, `4min(p,2q) <1 时 发 散 . 


1 сы мй 1 l n+1 
2 1 23253 提 рч l= = š . 
05 不 nl J Ет 


а Qa 2 1 п+2 
2) 二 ; 提示 : 1 = 一 
. K. úf тэн 3 n 


Л к-1 2 п°+п+1 
ок +1 3 mn-D ` 


2 > 
(3)=; 提示 : 
3 
= ! 1 
3. 提示 :” 设 cosx, =1-а,, 则 0<o <=х,. 


=< ` . 277 
4. 提示 : BanG +a) =1+а,, 则 lim £l = 2. 


n>% |a, | 


5. л ЖЛ] р, 发 散 到 0 HRNEK У p, 发 散 到 -%. 
п=1 


п=1 


мн р 
6. 2085 ана) 22 ————=—— = 
К=1 0-4) J16- 0-а) [0-4 


第 十 章 


第 1 市 


1. 


8. 


(1) © 非 一 致 收敛 . (一 致 收敛 . 
(2) 一 致 收敛 . 

(3) (1) 非 一 致 收敛 . (一致 收敛 . 
(4) (1) 非 一 致 收敛 . G 0095. 
(5) 一 致 收敛 . 

(6) 非 一 致 收敛 . 

(7) (1) 一 致 收敛 . (п) 非 一 致 收敛 . 
(8) (1) 非 一 致 收敛 . Gi) 非 一 致 收敛 . 
(9) 非 一 致 收敛 . 

(10) () 非 一 致 收敛 . GD 一 致 收敛 . 
(11) © 非 一 致 收敛 . G) 一致 收 敛 . 
(12) (1) 非 一 致 收敛 . (让 一 致 收敛 . 


Sa . ' 1 
. 不成立 ; lim $„()=— = S'(1). 
пэ 2 


(0) а <1. (2) а<2.(3) а <0. 
提示 : Уу> 0, WEH Ís (х)) a +n, b-n] БСР 5'(х). 取 0<w<7， 


则 S'(x) 在 [a+a,b-g] 上 一 致 连续 , Шуг > 0,35 >0, ух, х" [a +a,b—a], 


只 要 


х-3| <ó, 就 成 立 |S'(x') = S'(x")| <e. ШМ = SPRS ， 
|| я-а 


РЕ йай е СЕ [а+о„Ь—@|, 于 是 |5,(x) -5'(x)|= 
n 


1 8(2)-5(51 «є. 


提示 : 48 5,00| 5М, 则 |S, OM T 


提示 : 0 |50] < М. 850) =0, 得 到 Ve>036>0, “хє -64| М, 


so) ёс 再 由 在 [01-5] 的 一 致 收敛 性 ，3N， 当 n>N 时 ， 对 一 切 


xe[01-5] 成 立 шаг 


第 2 市 


1. 


(1) 非 一 致 收敛 . 
(2) 一 致 收敛 . 
(3) 一 致 收敛 . 


(4) (1) 非 一 致 收敛 . (一 致 收敛 . 
(5) 一 致 收敛 . 

(6) 一 致 收敛 . 

(7) 一 致 收敛 . 

(8) 一 致 收敛 . 

(9) ü) 非 一 致 收敛 .GD 一 致 收敛 . 
(10) 一 致 收敛 . 

(11) 非 一致 收 敛 . 

(12) 一 致 收敛 


提示 : ШЕ] y 9087 уеп а уот) ртр с. 
n=0 Й +1 п=0 H +1 

提示 : 证 明 ne" 5 (1) En e™ (k =1,2,) ZE (0,40) EA RI BUKSA. 
Цин! п=1 

提示 : ШЕЙ л SCD ашка (k =12,-) Е (доо) ЕЙ] 0898; 
п=1 п=1 


YC Dn 5(-05У CD" n Int n =12.) 在 (0,Ho) 上 内 闭 一 致 收 伍 
п=1 п=1 


ФЕ (оо, +оо) 上 一 致 收敛 . 


А 2 4 x 20 1 
提示 : ШЕН У, —arctan — = > - 
пл dx n п=1 2 x 
n + 
n 


提示 : (1) 利用 Abel 判别 法 证 明 六 笃 在 [o,5) 上 一 致 收 化 


n=1 H 


(2) 利用 Abel 判别 法 证 明 Уга,х" 在 [01] 上 一 致 收敛 . 
п=1 


提示 : 先 利用 Dini 定理 证 明 Y v, (х) Æ (a,b) WA Ste, 再 利用 Cauchy 


收 全 原理 证 明 Dw (х) (a,b) W 80 


< | 


后 利用 Cauchy 收敛 原理 . 


Sua) 


К=п+1 


Yu, GO 


К=п+1 


提示 : 不 等 式 


. 
К=п+1 


Уи, (b) | ХЇ-0 хє(а, | 成立 ， 然 


提示 : 反 证 法 . 设 Yu, Co 在 (wa+5) 上 一 致 收敛 ， 则 Ye >0,3N， 对 一 切 
п=1 


m>n>N FE 0] xe(a.a+ó), 成 立 <=, ES x— a+ ,得 到 


Ун, (x) 


k=n+1 


Yu, (a) 


К=п+1 


2 7 <, нилу, (5) x =a 6. 


10. 提示: ніз Ё a 
nln“ n nln” n 


п. @ JE Dd. т Глод Гап д 
6 6 


со р = X sinx 
= У In 3 2 ,再 利用 Г|сов 
п=1 л п=1 2. 
gos gnl 
12. (2) 提示 : 15|3 | sin Z х 4 Leibniz 级 数 , 它 的 前 两 项 为 
2 п пуп? +n 
№1 
2 3430. 


13. 提示 : (1) |Р) = ғо) = > 


-> 


n= Ху n= F 


21 
qma Ха 
п=! 


(2) lim fo f (Xdx = lim ээ 22 = im 501-4.) = +оо. 
З 
1. (1) к= 了， p=|-Ł4), (2) R=1, D=(0,2). 

(3) Е-42, р-|-42,42| (4) R=1, D=(-2,0]. 

(5) R=+%, D=(-%,+%). (6) R=1, Р=[—1,1]. 

(7) R=e, D=(-e,e). 提示 : 应 用 Stirling 公式 . 


(8) R=4, D=(-4,4). 提示 : 应 用 Stirling 公式 . 


Ж 


(9) R=1, Р=|[—11). 提示 : 当 x=1 时 应 用 Raabe 判别 


1 1 


1 1 
22201 р раа аш. 
(1) D= | - 1), (2) р-(-а,а). (3) D | +] 


3. (1) R=R,. (2) К> min(R,, А). (3) R> RR,. 


4. (1) 50)---5-с, р=(-1). 
0-3) 


1+ 
1- 


Зул нг рэн 
(+>) 


(2) 8(х)- Zin 2 D: 614. 
x 


(4) S(x) эр Тїн еу, D =[-1,1]. 
x 


ск л 22 - рх 40) 
0-3) 


(6) S(x) = е +e”), D = (-оо,+оо). 


(7) S(x) = (1+ х)е* –1, D = (оо, +оо). 


5. 提示 : 4 хе[0, г), [лодак У-2-х"". Фх-эг-, 由 > "ч, 


n=0 ñ n+1 n=0H + 


Ta аа. ex 在 [中 连续 , 于 是 人 года = У, p 
n 


n=0 


OO 


n=1 п=1 П 


i ==], Sar} 


7. (1) 2: 提示 : > CD nx" = l : аа 
п=1 


(1+ х)? 
вае Ж 2, 1 1 
(2) 12; 提示 : Ух" =n—, х--. 
nan 1—х 2 
ОО 2 Z 
(3) 一 ; 提示 : Уу(п-2)х"1-2 ° 28 | 
п=1 (1 —x) 
(4) 12; 提示 : жые ы. А х=. 
n=0 0-3) 2 


(5) М3 т. HJR: Te Эр OAD E 
6 л—02п+1 x 43 
3 эмс ЄВ ЧЭ Й 1 1 
(6) 2 提示 : 20008 =;@ та) дж, х= 
25, оа е (Е ы 
(7) => 提示 : > | 4 ,Жх-2. 
е n=0 M. 
192727 Зул e 
п=1 п! non! nan! 
8. 提示 : 14) ах" RAFN R, УА, x" 的 收敛 半径 为 R,. 由 0<a, <А,, 
n=l n=1 
а х A, : A, ап] 
HJH R > R; H Уа, ХН, АА, <1; ХН = і =1, 
п=1 =з Аз n A, 
可 知 R, =1. 结合 上 述 关 系 , 得 到 Ri =1. 
9. (2) 不 存在 ; 提示 : 令 1=2x, 当 te (0,1), -mi р 单调 增加 ,于 是 有 
KORS 
lim р РИА 2 | ын u) g “-| d-u) р, 
Бас 1 191-11 0 0 и 
b а а 
2 
В Г ш0-4) y> 280-0 _ 
EY 1° и 11 t 
# 4 
1. (1) 5+11(x-1)+12(x-1)? +5(x-1)°, D = (-oo,+oo)， 


(2) Уи+1(х+1)", Ю=(—2,0). 
п=0 


151, CD |а 
三 1 = (一 ].]) . 
(3) фе? С 0 (-14) 
(-07 >, ша Mai 
Eo 2 242131) 


2n+1 , D= (-оо,40) . 


oo (_1yn+1 

(5) 2+ ў ) (x—2)", р = (0, 
п=1 п.2” 
оо 1)” 1 

(6) 44 = х”, D =[-2,2]. 


œ (_1yn-1 
(7) S - (х-17, D =(-1,3). 


4]. 


(8) -х- ЭР, ЫН р-1-14) 
п-21 HR — 1 ип 
(9) Salaya D = (1,1) 
020 +1 : шин 
2011 1 (С? 
(10) 1+ Lapa " D=(-11 
Ор 3! 4! 0 
> ee s и 
6 360 
PSS Е" 
Оо енн, 
суул реша а 
2 12” 240 
(4) ar ы йч ГЭРЭЭ? 
290732 
Sf oo : А 
4. 提示 : 一 = > 逐 项 求 导 后 , 以 x=1 代 入 . 
x 2 D! 
"(оку 2(х?+4), 2(х2-4 
540). | | -2 2 l 2 1, D=(-%,0]. 
nn(n+D)\2—x (x+2) (x—2) 
п-1 
提示 : Se въ рв Эва 1, 以 t= 2+ xY 代入 . 
п=1П(п +1) F 
2) ер 1) In—, D=(-11) 
п=1 п — = 
提示 Ў и = Ex" x = К 
п=1 п=0 п=1 П 
ааьан есу” 
п ? ° =p" Б-1 A р" 


Ill 


20 oo | оп-1 bc-c+d 
到 оу ss = 3 
22) 227 之 b” (b-1)° 


= ] 
7. 提示 : Ї, 2 
-Х 


| dx = 217 ln хах = 一 >》 
n=0 


(ол)? 


第 5 TH 


4. 提示 : 利用 定理 10.5.1. 
5. 提示 : 先 应 用 数学 归纳 法 证 明 Р, (х) < |х|, 再 证 明 Pa > 已 C0， 于 是 得 到 函 


数 序列 {P,(x)} 在 [1,1 上 收敛 ; 求 出 极限 函数 为 对 , 由 Dini 定理 可 知 {PB,(x)} 在 
-1 上 是 一 致 收敛 于 四 的 . 


第 十 五 章 
第 工 节 


RD 9 2 
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1+e 


2. 提示 : 用 反 证 法 证 明 lim у(х, у) = ф(х) XF x e[a,b] 8: ), 即 Ve>0， 
y> yo- 


3ó>0, Vye(yo -6,y0), Vx e [a,b]: !/ (х, у)- ф0)| <; 参考 定理 10.2.7 (Dini 
定理 ) 的 证 明 方法 。 


3. (1) arctan(1+))-arctan(] +a); (2) лагс8шас 


3cos y? — 2cos у^ 


4. (1) 2ye” =e” -| хех; (2) 
л У 


2 2 
(3) Ейг)--24| ах] cos(x? + у? —1°)4ду +2, sin2x? соз 2xtdx 
2: 
十 21 вш -t° БУ УУ 


5. I'(y)=3f/f(y)+2yf'(y) ° 


: 2f(y), хє(а,Б), 
6. сн ЛЭЭ 
0, x € (а,Ь). 
2 _ 
8. 0 тщ Үе =, (2) 0: (3) 1 ba 


11. 显然 1(y) 在 yz#0 的 点 是 连续 的 ， 因 为 1(0) = 0， 而 lim 109 = f0, 
y—0+ 


tim 10)=-5 f0, Joh fO #0, 所 以 I(y) 在 y=0 点 不 连续 . 
y>0- 


提示 : ve> 0， 取 7 > 0， 使 得 当 0<x<7 时 ，|fC0- Fol< 二 ， 则 
Л 


1-3 м | эн гахе „т> 0, 取 人 > 0 ,使 得 当 0<y|<5 时， 


0 4 
X 


э Ye) ийн, тж уе AO gy 


02 + y2 


ke. DIS y>0+5 


›эо-› й im 7 a | = 2 HOF mj 了 了 (0) 和 的 任意 


y—0+ y 一 0 一 


性 ， 即 可 得 至 llim 1(y)= SSO 5 lim 10)=- 7 fO 
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1. (3) 提示 : 由 分 部 积分 法 
cos ах 


+оо . 1 +оо 
| xsin x 10 d cos x 
A 4 A х? 


4 +оо 
_ COSQGQXCOS X 


Т 4x? 


ЩА ә +oo 时 ， 上 述 三 式 关 于 w 在 [ab 上 一 致 趋 于 0。 


4 
1 шо 


4 
1 „+оо COS GX COS X 
таам. 
x 


128 К P. 


dx, 


2. (1) ЁЯ Ша, 1, 
п 


37 xsinQ,x У2и2л” 
„й — 
ч 80-37) s ) 


(2) 提示 : 作 变 量 代 换 x =- Е, wf- 区 dr- | 2 sintdt, Wa, s 5, 
t п 
3л 
2пл+— 4 1 siñ tdt > 42л 
ШАР! 127% 3 1 
(эвэЕ| 
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з. 提示 : руа = ро раа [C flat 


4. (1) 一 致 收敛 ; 
(2) G) 一 致 收敛 ;(ii) 非 一 致 收敛 ; 
(з) G) 一 致 收敛 ;(ii) 非 一 致 收敛 ; 
(4) (1) 一 致 收敛 ;(ii) 非 一致 收 敛 。 


5. 提示 : 证 明 积 分 关于 a 在 (0,+%) 内 闭 一 致 收敛 。 
6. (0,2). 提示 : 证 明 积 分 关于 y 在 (0,2) 内 闭 一 致 收敛 。 


T. 提示 : 证 明 积分 ef(wdx 关 于 s 在 [0,+%) 上 一 致 收敛 。 


аат 致 收敛 。 


9. ә 
а 


Ь 
10. arctan— – arctan — > 
P 


_2п+1 


(2п –1)!! 


11. a 

2(2n)!! 
12. шал 
13. 提示: 


| J (ax) 一 La = 9 ua 


иш, [Эш -UCGD- 762, 


ищ 


Д аА ЫРА" 218], 8, аА" 1 bA” 2, ЭХЛЭЛ ТАЛ en 


А0, А" ->+%o 即 得 结论 。 


oo s oo 3-5, 
14. (1) 提示 : С-г, ШЕ е “Ф-Г e Т at, FE 
y t 
с? 2 
ан RE = -@—-©)? 
+оо у? _ 1 +оо 2 С _ 6 +оо 07) _ С 
[ ° 4 == e il е ' 40-2), 
+Фт—-—=х›, 435] 
2 2 
© Уто ас oo 
Р е Уфу-5 É е ах. 
1 Л -24/аЬ 
(2) тк —е о 
2 \а 
15. 2-й 
2а 
第 3 节 
СО, 1-83, 中 (4) = z 
Š 242 піп 一 nsin 一 一 
n n 
(5) Z; (6) = a Бү 
2.19 1155 п п n \n 


2. limfe mr Ч) Г(1) =1. 


поо п ОО 


4. 提示 : 易 知 TO) = Г(2), ， 所 以 存在 zx є (1,2), 9 Г (ху) = 0. 81214583 的 方 


法 得 到 IT"(s)= [xe ?xdx>0， 于 是 在 (xu+eo) 上 T'(s) >0， 因 此 Гв) 4 


(хо,+оо) 上 单调 增加 。 再 由 Tn+D) = пә +oo 即 得 结论 。 


In V2z „ ёл: 利用 f шга-хас- [аго АЗ, 


6. p<1 时 收敛 ， 此 时 1=2m 21-р), 


7. 当 上 4 上 + 上 <1 时 积 只 分 收敛 ， 此 时 7= г ss ы к. 
а Ву apy д а В у 
2 
х= иё 
2 и = rsin pcos 
提示 : @Jy=v2 与 jy=rsinpsing ， 得 到 
2 z=rcoso 
z=w 
2 G) ЗА, ү 
8 (Баш? ө өнө ете? y (2225 4 
=—|2sin cos“ 2 sin” Cos г, 
apy 9 Ч 4 мө 1+r? 
ВУ 
“ОЁ” 
АЕР ак, Sr =. 
l+r 
8. р. TODE) 
I(m+n+ p) | 
提示 :将 积分 化 为 T= (р I у "122 dxdyda ,其 中 Q 是 由 平面 x=0,y=0， 


z=0 与 x+y+z=1 所 


2 
X=u 


围 的 区 域 。 再 令 47 = 2 


и =r sin gcos 


54у =rsinesin0 ， 得 到 


2 Zz =rcoso 


m mT 
1-8(р- D sin2 g cos2”-! 010 Ë sin 277274 осов2777 gdo хани: Š 


9. 提示 : [tan xdx = 


| 


1 1 一 1 
[z sin“ xcos  хах= — В| 一 цам : эз 
2 2 2 
е). л 
5 2 2cos ^^ 
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10. 提示 : 作 变 量 代 换 1= tan 5, 则 


Г sin @ Ч ар _ 2| +оо = qt 
о(1+соѕф) I+kcos@ 19 (1+) (1) 


再 作 变 量 代 换 | 一 1 -tang， 将 它 变 为 


2 = 11 n си = кше gcos өдө 
1+k 1- 1-1 
1 工 + 大 Ет а 2 1 1-1 r&i- | 
йт» 1-К 2 2 1-К111- 2 2 


о 公式 即 得 结论 。 
. 提示: 作 变 量 代 换 (= hu， 得 


п-3 


п-3 1 一 3 
| 2 ХАРАН 2 2 ! 2 
[К ) 2 dr=h| (l-h и?) 2 й>һ| а-и ) ° dt, 


再 作 变 量 代 换 u = sin 0 ， 右 式 变 为 
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第 1 市 
1. (1) 25а 22: улсаа (2) 22а 5, 
2 z 14k 一 1 л m 4k -1 
oo ci Ne оо хэ К 
2. (1) у ашк ОР, (2) — Ху ( _ cos2kx; 
Tka 2К-1 Z Z 4k 一 
© “Түй oo oo 7_1TNA+L 
(3) лену D cosnx; (4) -Z ку nn В, sin nx ; 
6 n=1 п? 4 Л k= (2K 十 1)? п=1 n 
n+l 
(5) — (a-b)r Б)л 4a- mangat ii уулаа 1) Sus, 
4 Z ко (2К+ 1)? n=l 1 
oo ЕЭ “түй oo n e 2 
3. (1) ee | а, (2) у? 18 ша нг, 
nl n Л n=1 п +4 
. NA 
(3) y рана іп их; (4) Кы Туе C со. 
n=1L7 m? 2 | Л 2 Л n=2 n? —1 2 i 
л? = cos2kx 1 2 = [(-1у"е” -1| 
4. (1) 2: ; (2) —(e” –1) + 29 COS NX ; 


6 k=1 k? Л Л п] n ЕТ 


(3) C+ Dr2eos2r 25 
л 


1 ил 
十 一 Sin — |со$ 2пх; 
Л n=2 2 


2 
1 一 1 n 


пл 
—1)” — cos — 
л 4 | ) А 


(4) Ira тэг “з o 


5. Ро) ~ +È (a, cosnx +b, sin nx), 其 中 
п=1 
І заз2л І заз2л : 
a, = |" РО) совпхах (n=0.12,..), b, = — /(х)зїппхах (п=12,--). 
л 9 лд 


6. (1) у (2) ал ЗЭХ Дон Ямаан, (8) 125 mna 


n=17 n=1\ й Л na 


21202, 


п=1 2⁄2 +9 n'n +9 


(4) Zq- е?) + sple hosna rle „| ; 


(5) ©-2С$ 1 08-48. 
Л п-12п— 1 Т 
T. 23409 42) a 2-35 тет 
4л A 4л 8 
И ОЛЕШЕ l шу |юмон 
27 422191 4 п-1 4 n 一 
зас, : ша ЕА үсе C 81017001 « 
27 a| п+1 4 п-1 
— f(z + x) хє Cm) f (ж + x) x € (-л,-—) 
КЕ хє(-20) . -fC хє620) 
9.(1) f(x) = (2) 70) = 
РО) хє (0,2) РО) хє (0,2) 
2 2 
-fG-Ə хел) -/(т-х) хе( л) 
10. (1) 8, =a, (п-012,-4, Б, =-b, (п=12,--:): 
(2) G, =a, соѕпС+Ь, ѕіппС (п-0,,2,-4), 
b, =b, cosnC—a,sinnC (п=1,2,--:); 
(3) д =а2, а, =a? -b?, b. =2a,b, (п=12,--). 
9827 
1. 提示 : 因为 lim w(x)=0， 所 以 存在 N >0， 使 得 当 x> ММ, yokl. Ж] 
用 积分 第 二 中 值 定理 可 得 252222 эс ( VA>N ), 此 
Р 
| у(х) віп рхах 2m 而 由 Riemann 引 理 ， lim “yasin pxdx=0。 因 此 当 
p p+% 


p — «оо, 15 y(x)sin pxdx= y(x)sin pxdx + n w(x)sin pxdx > 0. 


2. 提示 : 易 知 


u u 
COS 一 一 COS ри COS 一 一 COS pu 


| wo du= |, (и) -y (u) йи, 
л . ‚и 
251п 一 2sin 一 
2 2 
于 是 
u 
А COS 一 一 COS ри | oz 5 | cospi 
| кш) - „| пиш) —'(—и1сог—йи = | (и) -y du. 
251п 一 Sin 一 
2 2 
而 


< 


im VOV р 00000) UA 001 2 


u—0+ u—0+ u 


25іп = sin 二 
2 2 
利用 Riemann 引 理 可 得 
. Їл COS pu 
lim — | yo-yo au = 0. 
рэ+о 2 40 


sin < 
2 


3. 提示 : 由 于 


sin pu 


Ё 2 - Sivo») + 221 


利用 Dirichlet 引 理 即 得 结论 。 


фы: 
3 
第 3 T 
1 x = —+4> —Со$пх, xe€(-z,Z); 
3 n1 M 
© -1 n 2 25-22 
x? у IET цах, хє(-л,л). 


= 1 л 
5. 一 一 
212, 1) 96 
oo 1 лэ 
6. — = — o 
Ха 90 
т. 提示 : АНИЯ р" = -пь 。 由 于 


ж], 


du= |? уи) -wy (0+)]+[у(—и) — у/(0—)]} 


= (0) +" (0) 


Sin ри 


所 以 
Ўн) - “| 228) 


8. 提示 : 利用 Parseval 等 式 可 知 | /2(04х-0, 于 是 f(x)=0 
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1. (1) A (2) 1. =: (3) E=. (4) 
1@ а 


а +ø 


1 Ó ô 
8Ш(0)-00,)- 8Ш(0)400,)-- 
Ад 2 2 
(5) + 
— (38752 Gras 
2 2 


2. ЕА. 0, 余弦 变换 : 一 全 。 
а +0 а + 


0, x < 0, 


T... _ 
3. fi * f.) = леке) 04542) 
1 -x > Л 
~e "(1+e2), x> 二. 
2 2 
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1， 提 示 : 先 将 圆 频 率 w 写 成 频率 形式 28 ， 再 对 充分 大 的 N ， 在 区 间 [-N, м 
间隔 Ax 对 被 积 函 数 抽样 (参见 图 16. 5. 2 )， 在 每 个 小 区 间 内 利用 矩形 公式 近似 
代替 积分 ， 则 


Ро) | fae? dx Ра S mA e "о! АХ, 
再 适当 代 换 整理 ， 就 可 以 得 到 离散 Fourier 变换 形式 。 


N-l 
2 提示; БЕТЕ х =1 的 二 个 根 ; MUS 25 = 0. 
n=0 


